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Vorwort 


JLJas  vorliegende  Werk  schliesst  sich,  seiner  äusseren  und  inneren  Form 
nach,  den  bereits  erschienenen  Bänden  der  Kleyerschen  Encyklopädie  der  ge- 
samten mathematischen,  technischen  und  exakten  Natur-Wissenschaften  an.  Die 
äussere  Form  gibt  sich  darin  kund,  dass  es  in  Fragen  und  Antworten  yerfasst 
ist,  die  innere  dagegen,  dass  es  mehr  eine  Sammlung  von  Aufgaben  als  ein 
Lehrbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  ist.  Das  Streben  des  Verfassers 
ging  dahin,  alles  für  die  Feldmesser -Praxis  Notwendige  dem  Leser  zu  bieten 
und  dabei  die  Theorie  zwar  vollständig,  jedoch  mit  Ausschluss  alles  Neben- 
sächlichen zu  entwickeln.  Die  Figuren  wurden  entweder  den  Preisverzeichnissen 
guter  Firmen  entnommen  oder  nach  Skizzen  des  Verfassers  gezeichnet.  Bei 
den  letzteren  wurde  die  möglichste  Einfachheit  angestrebt  Die  Polygonometrie, 
ferner  die  Ausgleichs-  und  Fehler-Rechnung  wurden  mit  Rücksicht  auf  die  neueren 
gesetzlichen  Verordnungen  ausführlicher  behandelt,  als  es  sonst  in  den  Lehr- 
buchern der  Fall  ist 


Prag,  September  1894. 


Dp.  W.  Läska. 


Inhaltsverzeichnis. 


Erster  Teil. 

Seite 

L  EinleitunfiT«    Mass  und  Messen.    Hilfsmittel  zur  Messung:  kleiner  Grössen     .    .  1 

1.  Ueber  die  Geodäsie  überhaupt  und  ihre  Einteilung 1 

3.  Von  der  Messang 2 

3.  Gelöste  Angaben 4 

a)  Ueber  unmittelbare  Messung  von  Linien 4 

b)  Ueber  mittelbares  Messen  der  Strecken 5 

4.  Von  den  Massen 15 

5.  Ueber  die  Zeichnungsmasse 22 

6.  Gelöste  Angaben  über  die  Masse 23 

7.  Ueber  den  Nonius 26 

8.  Gelöste  Aufgaben  Über  Nonien 29 

9.  Ungelöste  Angabe 32 

10.  Ueber  den  Messkeil  und  die  Messscbraube 33 

11.  Ueber  die  Libelle 38 

n.  Mittel  zur  optischen  Yergrössemng  der  Gegenstände 41 

IIL  Instrumente  zur  Horizontalanfnahme 63 

1.  Mittel  zur  Punktbezeichnung 53 

2.  Mittel  zur  Längenmessuug 56 

3.  Ueber  die  Genauigkeit  der  Längenmessungen 60 

4.  Der  Theodolit 61 

5.  Fehlertheorie  des  Theodolits 71 

a)  Fehler,   die   man  durch    ein  besonderes  Vermessungsverfahren   unschädlich 
machen  kann 71 

b)  Fehler,  die  man  am  Theodolit  selbst  korrigieren  muss 75 

6.  Gebrauch  des  Theodolits 77 

7.  Genauigkeit  der  Winkelmessungen 83 

8.  Ueber  die  Bussole 84 

9.  Der  Messtisch 90 

10.  Gelöste  Aufgaben  über  die  Messtischbehandluug 96 

11.  Die  Winkelabsteckung  beim  konstanten  Winkel 99 

12.  Ueber  die  Genauigkeit  der  Wiukelabsteckungen 108 

IT«  Die  Lehre  Yon  der  Aufnahme  im  allgemeinen 109 

1.  Ueber  die  Auftragung  der  Winkel 109 

2.  Von  der  Aufnahme 114 

a)  Die  Seitenaufnahme 115 

b)  Die  Eoordinatenaufhahme 115 

c)  Die  Winkelaufnahme 117 

3.  Gelöste  Aufgaben  über  Aufnahmen 119 

4.  Die  Messtischaufnahmen 122 


Inhaltsveneichnis.  Y 

Seite 

y.    Flächenberechnunsr^  Fl&chenteilangr  und  Flächenregruliernogr 127 

1.  lieber  Flächenberechnong 127 

2.  Gelüste  Aufgaben  über  Flächenberechnnng 130 

8.  Das  Planimeter 135 

4.  lieber  Flächenteilung 144 

5.  Gelöste  Aufigaben  über  Flächenteilungen 145 

6.  Gelöste  Aufgaben  über  Teilungen 147 

7.  Grenzregulierung 162 

VI.  Die  Kuryenabsteckung 166 

1.  Das  Abstecken  der  Geraden 166 

2.  Das  Abstecken  der  Kreiskurven 179 

3.  Gelöste  Aufgaben  über  Kurvenabsteckung 181 

4.  lieber  die  Uebergangskurve 192 

TU.  Die  Fehler-  und  Ausgleichsrechnung 196 

1.  lieber  die  Beobachtungsfehler 196 

2.  lieber  den  Einfluss  gegebener  fehlerhafter  Daten  auf  das  fiesnltat 200 

3.  Gelöste  Aufgaben  über  Fehlerrechnung 205 

4.  Die  fehlerseigenden  Figuren 210 

5.  Ausgleichung  direkter  Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit 212 

6.  Ausgleichung  direkter  Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit 214 

7.  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen 218 

8.  Von  der  Auflösung  einer  Gruppe  von  lienearen  Gleichungen  zweier  Unbekannten 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 220 

9.  lieber  die  Ausgleichung  der  Längenmessungen 229 

10.  lieber  die  Ausgleichung  der  Winkelmessungen 230 

11.  Gelöste  Aufgaben 231 

Zweiter  Teil. 

I«  Die  Polygonometrie 1 

1.  Einleitung 1 

2.  Die  Beziehung  der  Projektionen  zu  der  Koordinatengeometrie 8 

3.  In  und  um  einen  Kreis  beschriebene  Vielecke 12 

4.  Verschiedene  Sätze  über  Polygone 14 

5.  Gelöste  Aufgaben  über  das  Dreieck  und  Viereck 18 

6.  Gelöste  Aufjgaben  über  das  Fünfeck  und  Sechseck 23 

7.  Ueber  die  Behandlung  schwieriger  Probleme 29 

8.  Fehlertheorie  der  Polygone 31 

9.  Ueber  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke  in  Punktpolygonen 33 

IL  Die  Koordinatenaufbatame 35 

1.  Einleitung 35 

2.  Gelöste  Aufgaben  über  Koordinaten 38 

3.  Das  Pothenotsche  Problem 48 

4.  Das  Hansensche  Problem 54 

5.  Heber  die  Auffindung  der  Fehler  in  Polygonzügen 57 

6.  Gelöste  Angaben  über  Fehler  in  Polygonzügen 57 

7.  Beispiel  eines  Katastralsystems 60 

8   Von  der  Ausführung  eines  Koordinatennetzes       64 

9.  lieber  die  Anwendung  der  Ausgleichsrechnung  auf  trigonometrisch-polygonome- 

trische  Probleme 69 

in.  Das  Nivellieren 79 

a)  Die  Nivellementaufnahme 98 

b)  Gelöste  Angaben  über  das  Nivellieren 100 


VI  Inhaltsverzeicbuis. 

Seite 

IV.  Die  Hdhenmessknnst 103 

1.  Einleitung 103 

2.  Die  trigonometrische  HChenmessuug    .    .  - 104 

3.  Gelöste  Aufigaben  Über  trigonometrische  Höhenmessung 109 

4.  Verschiedene  Höhenmessinstrnmente 114 

a)  Der  Universalspiegeldiopter  von  L.  Tesdorpf  in  «Stuttgart 114 

b)  Die  Gefällmesser 116 

5.  Barometrische  Höhenmessung 118 

6.  Theorie  and  Gebranch  des  Barometers 12  L 

7.  Beschreibung  einiger  Barometer 124 

a)  Quecksilberbarometer 124 

b)  Die  Aneroide 126 

c)  Die  thermische  Höhenmessung 130 

V.  Die  Distanzmessung 131 

1.  Einleitung 131 

2.  Das  Ertelsche  UniTersalinstrument 133 

3.  Behandlung,  Prüfung  und  Berichtigung  des  Instrumente 134 

4.  Gebrauch  der  Distanzmesser 140 

VI.  Die  Tacliymetrie 140 

Vn.  Die  Photogrammetrie 151 

1.  Gelöste  Angaben  über  Photogrammetrie 154 

2.  Apparate  der  Photogrammetrie 158 

a)  Die  einfache  Kamera 158 

b)  Der  Phototheodolit 159 

VIII.  Ueber  verschiedene  in  der  Vermessungskunde  gebrauchte  Instramente  .    .    .  160 

1.  Die  Pantographen 160 

2.  Die  Eartometer 164 

3.  Das  Eartierungsinstrument 166 

4.  Die  Heliotrope 167 

IX.  Die  Wassermessung 169 

X.  Die  Grubenmessung  (Markscheidekunst) 175 

1.  Einleitung  und  Instrumente 175 

2.  Gelöste  Aufgaben 189 

3.  Die  Grubenzüge 192 

4.  Gelöste  Aufgaben 196 

XI.  Die  Lehre  Ton  der  Aasfertigang  der  Pläne  (Sitaationszeichnen) 197 

1.  Darstellung  des  Terrains 197 

2.  Die  Darstellung  von  Boden  und  Kultur 200 

General-Beglster 202-204 


Verzeichnis 


derjenigen  hilfswissenschaftlichen  Bücher  zur  Geodäsie,  auf  welche  in 
vorliegendem  Werke  zum  SpezialStudium  verwiesen  wurde. 


Lehrbuch  der  iiiiggrleichsrechiiiing  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Mit  52  ge- 
lösten und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben, 
29  Erkl.  und  17  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Dr.  K.  J.  Bobek. 
Preis :  JC  6.—. 

Lehrhnch  der  ehenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeu- 
tungen versehenen,  trigonometrischen  Aufgaben  und  178  ungelösten,  oder  mit  Andeutungen 
versehenen,  trigonometrischen  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit  797 
Erklärungen,  563  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  65  Anmerkungen  nebst  einem 
ausführlichen  Formelverzeichnis  von  über  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer. 
Preis :  JC.  18.  — . 

Lehrbuch  der  sph&rischen  Trigonometrie«  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit 
236  Erklärungen  und  66  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  emem  Formelverzeiehnis. 
Bearbeitet  von  Dr.  W.  Läska.    Preis :  «^.  4. 50. 

Lehrhnch  der  Ooniometrie  (Winkelmessnngslehre)  mit  307  Erklärungen  und  52  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  nebst  einer  Sammlung  von  513  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben,  mit  einem  Formelverzeichnis.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  «^  7.  — . 

Lehrhnch  der  ehenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Erster  Teil.  Die  srerade 
Linie,  der  Strahl,  die  Strecke,  die  Ebene  und  die  Kreislinie  Im  allgemeinen. 
Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  JC.  1.80. 

do«  de.  Zweiter  Teil.  Der  Winkel  und  die  parallelen  Linien.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.  Mit  201  Erklärungen  und  113  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Bearbeitet  von  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  JC.  2.20. 

do*  do.  Dritter  Teil.  Die  seometrlechen  Gebilde  und  Ihre  Lagen-Veränderungen. 
Die  einfachen  Vielecke.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufp;aben. 
Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Angaben.  Mit  737  Erklärungen  und  343  m  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  von  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  tS.  6. — . 

do*  de«  Vierter  Teil.  Die  Lehre  vom  Kreis.  Die  fireometrischen  Oerter  und  die 
merkwQrdifiren  Punkte  des  Dreiecks.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster 
Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  529  Erklärungen  und 
230  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  Preis: 
JC  6.—. 

de*  de*  Fünfter  Teil.  Die  Flächen  der  fferadllnlsen  Piffuren.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  und  ungelöster  Au%aben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit 
3^  Erklärungen  und  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr. 
J.  Sachs.    Preis:  JC,  4,—. 

de«  de*  Sechster  Teil.  Propcrticnalltat  der  Strecken.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster 
und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Eigebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  378  Er- 
klärungen und  90  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs. 
Preis:  c^.  4.  — . 

do.  de«  Siebenter  Teil.  Die  Aehnlichkeit  der  fireradllniffen  Pleuren.  Nebst  einer 
Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Auf- 
gaben. Mit  394  Erklärungen  und  76  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  von 
Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  JC  4.—. 

do«  do*  Achter  Teil.  Die  Anwendung  der  Aehnlichkeit  auf  die  Lehre  vom  Kreis. 
Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  —  Befindet  sich  unter  der  Presse.  — 


VIII  Verzeichnis  derjenigen  hilfs wissenschaftlichen  Bücher  zur  Geodäsie  etc. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene«  ErsterTeil.  Analytische  Geometrie 
des  Punktes  und  der  Geraden.  Mit  einer  Sammlung  von  100  Aufgaben,  206  gelösten 
Uebungsaufgaben  und  92  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Für  das  Selbststudium  und 
zum  Gebrauch  an  Lehranstalten  bearbeitet  von  Prof.  Heinr.  CrajQZ.    Preis:  J^6.  — . 

do*  do.  Zweiter  Teil.  Analytische  Geometrie  der  einzelnen  Linien  zweiten  Grades. 
Mit  einer  Sammlung  von  116  Aufgaben,  286  gelösten  Uebungsaufgaben  und  200  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  von  Prof.  Helnr.  Oranz.    Preis :  Ji,  8.  — . 

Lehrbach  der  -  Differentialrechnung.  Erster  Teil.  Die  einfache  und  wiederholte 
Differentiation  expllzleter  Funktionen  von  einer  unabtiänfirigren  Variablen. 
Ohne  Anwendung  der  Grenzen-  und  der  Nullen-Theorie  und  ohne  Vernachlässigung  von 
Grössen.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Zweite  Auflage.  Von  Ad.  Kleyer. 
Preis :  JLX>,—, 

do«  do«  Zweiter  Teil.  Die  voiletändisre  Differentiation  entwlcl<elter  und  nicht 
cntwicl<eiter  Funktionen  von  einer  und  von  mehreren  reellen  VerAnderllchen. 
Reihenentwickiungren,  unbestimmte  Formen,  Maxima  und  Minima.  Nebst  352 
gelösten  Aufgaben,  78  Figuren  und  230  Erklärungen.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  Haas. 
Preis :  ./€  8.  — . 

do«  do«  Dritter  Teil.  Anwendung  der  Differentialrechnuncr  &uf  die  ebenen  Kurven. 
Nebst  425  gelösten  Aufgaben,  164  Figuren  und  138  Erklärungen.  Bearbeitet  von  Prof. 
Dr.  Haaa.    Preis:  ^.  7.—. 

Lehrbuch  der  Integralrechnung«  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammlung  von  592  gelösten 
Aufgaben.  Für  das  Selbststudium,  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten,  sowie  zum  Nach- 
schlagen von  Integrationsformeln  und  -Regeln.  Bearbeitet  nach  eigenem  System  und  im 
Anschluss  an  das  Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis :  nM.  10.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1«  Grades  mit  einer  Unbekannten«  Sammlung  von  3381 
Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form,  er- 
läutert durch  230  Erklärungen  und  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.  Von  Ad.  Eüieyer. 
Preis :  *^.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten«  Sammlung  von 
905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig  gelöster  Form, 
erläutert  durch  403  Erklärungen  und  Anmerkungen.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten 
Aufgaben.    Bearbeitet  von  Otto  Prangre.    Preis  :  *M,  7.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  mit  einer  Unbekannten  (Quadrat.  Gleichungen). 
Sammlung  von  1650  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grossenteils  in  vollständig 
gelöster  Form,  erläutert  durch  872  Erklärungen  und  53  Figuren.  Nebst  Resultaten  der 
ungelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  von  Dr.  Augr.  Bund.    Preis :  Jt  10.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  3«  und  4«  Grades  9  nebst  der  trifironometrischen  AuflOeuns: 
der  Glelchungren  2.  Grades.  Sammlung  von  253  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Text- 
aufgaben, grossenteils  in  vollständig  gelöster  Form.  Mit  251  Erklärungen  und  10  in 
den  Text  gedrucktem  Figuren.    Bearbeitet  von  Prof.  Conrad  Metgrer.   Preis :  JL.  6.  — . 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Gleichungen  des  1«  Grades«  (Diophantische  Gleichungen.) 
Sammlung  von  374  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben  in  vollständig  gelöster  Form 
und  zahlreichen  Erklärungen  und  Erläuterungen.  Nebt  den  Abhandlungen  des  Bachez 
de  M^ziriac,  im  französischen  Originale  mit  beigefügter  deutscher  Uebersetzuug.  Be- 
arbeitet von  W.  Pr.  Schüler.    Erstes  Buch.    Preis:  Ji,  4.50. 

Lehrbuch  der  Determinanten  und  deren  Anwendungen.  Erster  Teil.  Mit  einer  Samm- 
lung von  460  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren, 
nebst  226  Erklärungen.    Bearbeitet  von  Dr.  G.  "Weichold.    Preis:  Ji,  10.—. 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln  nebst  einer  Sammlung  von  3296  gelösten  und  ungelösten 
analogen  Beispielen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  Jt,  6.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus  nebst  einer  Sammlung  von  gelösten 
und  ungelösten  Aufgaben,  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedruckte  Figuren  und  10 
Karten.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  f,Ä.  6  — . 

Lehrbuch  der  sphärisclien  und  theoretischen  Astronomie  und  der  mathematischen  Geo- 
graphie. Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Resultaten 
der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  328  Erklärungen,  Formelverzeichnis,  148  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  und  2  Tafeln.  Für  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauch  an  Lehr- 
anstalten.   Bearbeitet  von  Dr.  "W.  L4ska.    Preis :  M.  6.  — . 
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Preis 

a«  Pf. 


Yermessnngskunde 

(Geodäsie). 

Seite  1—16.    Mit  14  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Änliängen  ungelöster  Aufgaben,  fnr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

ÄDgabe  und  Entf  icUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  RecheDkanst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  alien  Zweigen  der  Pliysik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie ;  des  Masehinen-,  Strassen-,  GisenlMÜin-,  Wasser-, 
Brüeken-  u.  Hoehban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darsteli«  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspeetlfe,  Schattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Stadium,    zur  ForthüUe   bei   Schularbeiten  uild  zur   rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Ilr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  Teretdeter  kOnigl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  heseiacher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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(Geodäsie.) 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  liftsfc«. 

Seite  1—16.     Mit  14  Figuren. 
Inhalt: 

EinLUnng.  —  Haas  und  Messen.  —  Hilfflinittcl  zur  Measaiiff  kleiner  Grössen.  —  Ucber  die  Oeoilästo  über- 
faaapt  nnd  ihre  £liiteiluag.  —  Von  der  Messung  —  Aufgab<*n.  —  Uobor  unmittelliare  Messung  TunLiuinn, 
—    Oeb«T  mittelbares   Hessen   der  Strecken.   —  Von  den  Massi-n.  ~  ITebersieht  der  rerscbiedi-nen   Muss- 

einheitcn,  —  LäugeumaHse. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

riiiprh    iprifi   Riir.hhflndliinn   hp7nnon   u/Arrion 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881> 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  älinliches  zur  Seile  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigten  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Infgaben  aas  dcat  GesamlKebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik;  math.  Geographie^  Astrenoniie,  des  Maschinen-^  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanesi  des  konstroktiTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHstündigr 
gelSster  Fem^  mit  vielen  Fiirttren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benatzten  Sätse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen isty  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänsen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel5sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelungen:  Titelblatt^  InkaitSTeneieh- 
nis,  BeriebtIgnngen  und  erlftuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch* naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  und  II,  Ord.,  gleich- 
berechtigten h$heren  Bllrgersehnlen,  Privatschalen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro« 
gymnasien ,  Sehnlich  i:er-  Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Bange  werkschalen. 
Gewerbeschalen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land-  und  Forstwissenscbaftsschnlen, 
Mllitärsohnlen ,  Torbereitangs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlslers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schrilt  fdr  Schritt  geloste,  Aufgaben- 
sammlung immerwäliread  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissehschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häusliclieu  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  enisprechende  Anfgal>en  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  SchuMInterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somjt  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwortungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betrefi'en,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  IG,  entgegen  und  wird  deren  Erledig'ang 
thunlichst  berücksichtigt.  ^ 

Stuttgart.  Die  Verlagshandlunfj/. 


Vermessungskunde 


(Geodäsie,) 


L  Teil. 

I.  Einleitung.    Mass  und  Messen.    Hilfsmittel  zur  Messung 

kleiner  Grössen. 

1.  Ueber  die  Geodäsie  überliaiipt  und  ihre  Einteilung. 

Frage  1.    Was  versteht  man  unter 

Geodäsie?  Antwort.  Unter  Geodäsie  versteht  man 

jene  Wissenschaft,  welche   lehrt,  wie    die 

^^^'h   P^^  Wort  Geodäsie  stammt  Gestalt  und   Grösse  sowohl  hegrenzter 

vom  gnechischenge  die  Erde,  das  Land,  und  rj.^^^^  ^j^  ^^^    ^^^^^  Erdoberfläche,   ferner 

daiem,  teilen.   Die  Geodäsie  wird  auch  prak-  ,.     j         pinzelnpr  Punkte  derselben    dnroh 

tische  Geometrie  oder  Vermessnngs-  die  i.age  einzelner  runKte  aersei Den,  aurcii 

künde  genannt.     Diese  letztere  Benennung  Messung  bestimmt  und  durch  Zeich- 
ist  jetet  sehr  im  Gebrauch.  nung  dargestellt  werden  kann. 

ErkL  2.  In  der  Definition  sind  schon  zwei 
Hauptprobleme  der  Geodäsie  angedeutet:  erstens 
die  Messung  und  Berechnung  und  zweitens 
die  Zeichnung,  worauf  hier  besonders  hin- 
gewiesen werden  soll. 


Frage  2.     Wie  wird  die  Geodäsie 

eingeteilt?  »  Antwort.    Die  beste  Einteilung  der  G eo- 

däsie  dürfte  jene  sein,  welche  eine  Feld-, 

Erkl.  8.    Bei  der  nebenstehenden  Definition  Landes-  und  Erdmessnng  unterscheidet. 

ist  nur  auf  die  Messung  Bedacht  genommen.        Man  pflegt  auch,  obschon  weniger  treffend. 

Was  die  Zeichnung  anbeteifft,  so  mag  be-   ^ie  Geodäsie  in  die  niedere  und  höhere 

"!?*  ''??!?*'?Ho-.  *?L  Q-.«oV4n«oJl'?fv.«al'  cinzuteUen,  je  nachdem  die  Erdkrümmung  in 
niederen  Geodäsie  das  Situationszeichnen  -r,  ._^,  .  ,  _  .  ^^  .^, .  t^  ^  i»  i 
und  diejenige  der  höheren  Geodäsie  die  Choro-  Betracht  kommt  oder  nicht.  Demzufolge 
graphie  (vem  griechischen  choros,  Land,  »«»^t  man  die  Feldmesskunst  niedere, 
und  graphein,  schreiben,  abbilden)  oder  die  Land-  und  Erdmesskunst  die  höhere 
Kartographie  genannt  wird.  Geodäsie. 

Frage  3.    Wodurch  ist  die  gegebene 

Einteilung  charakterisiert?  *  *     ^     r..        v        •**•!♦    i?- 

Antwort     Die  soeben  mitgeteilte  £m- 

Erkl.  4.    Li  früherer  Zeit  nahm  man  fast  teilung  wird  auf  folgende  Weise  emgehender 

allgemein  für  die  Erdfläche  ein  Rotations-   charakterisiert: 

L&ska,  Vermesfliuigskimde.    I.  1 


2  Vennessiingskniide. 

ellipsoid  (d.  h.  einen  durch  die  Umdrehung  I.  Die  Feldmessung  (ebene  Geo- 

der  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  entstandenen  da  sie),  anwendbar  auf  Flächen  von  circa 

Körper)  an.    Allein  schon  Gauss  hatte  eine  j  Quadratraeile  =  65  QuadratkUometer  Aus- 

t^lr""!™  ™^i«TÄ  Dehnung.  Die  Grundebene  der  Messung  ist 
wir  im  geometrischen  Sinne  Ooerilache  .  i  ..u  j  ^^u  j  t*  j  i. 
der  Erde  nennen,  ist  nichts  anderes  als  die-  ?^"®  berührende  Ebene  der  Erdober- 
jenige  Fläche,  welche  tiberall  die  Richtung  der  ^^-che ,  also  die  vertikale  Richtung  überall 
Schwere  senkrecht  schneidet  und  von  der  die  rechtwinklig  zu  dieser  Ebene. 
Oberfläche  des  Weltmeeres  einen  Teil  aus-  IL  Die  Landvermessung  (sphärische 
macht.  Die  Richtung  der  Schwere  an  jedem  Geodäsie,  von  sphaira,  die  Kugel),  an- 
Punkte wird  aber  durch  die  Gestalt  des  wendbar  auf  Flächen  von  circa  500  n  Meilen 
festen  Teiles  der  Erde  und  seine  ungleiche  Ausdehnung.  Die  Basis  der  Messung  ist 
Dichtigkeit  bestimmt.  Bei  dieser  Lage  der  .„^  ^^^^TM^^r^^A^  ir.,^»i  j^*  i?.ili.^« 
Sache  hindert  aber  noch  nichu,  die  E^de  im  f^\  oscuherende  Kugel  der  Erdober- 
Ganzen  als  ein  elliptisches  Rotationssphäroid  flache  so  dass  die  vertikale  Richtung  nach 
zu  betrachten,  von  dem  die  wirkliche,  also  geo-  ^^™  Mittelpunkt  dieser  Kugel  gerichtet  ist. 
metrische  Oberfläche  bald  in  stärkeren,  bald  in  HL  Die  Erdmessung  (sphäroidische 
schwächeren  Undulationen  abweicht.  Aehnlich  Geodäsie,  d.  h.  kugelähnliche),  welche  die 
erklärt  Bessel  die  bei  den  astronomisch  geo-  ganze  Erde  umfasst  und  als  deren  Basis 
dätischen  Arbeiten  in  Betracht  kommende  Figur  ein    sich    der    geometrischen   Erdober- 

^•*l  ^'^^r.J^L.^T'^i^^Vr^®'^*^^®'  i°  ^f ^^*»«'^  fläche  genügend  anschliessendes  EUipsoid 

sich  die  Oberfläche  des  Wassers  eines  mit  dem  «^„„««k^«  «-4. 

Meere  zusammenhängenden,  die  Erde  bedecken- 
den Netzes  von  Kanälen  belinden  würde.  Diese 
eigentümliche,  von  Gauss  so  trefl'end  dargestellte 
Figur  der  Erde  führt  den  Namen  des  Geoids. 


anzusehen  ist. 


Frage  4.    Welche  sind  die  vorzüg- 
lichsten   Hilfswissenschaften   der       Antwort.    Als  die  vorzüglichsten  Hilfs- 
Geodäsie? Wissenschaften  der  Geodäsie  muss  die  Aus- 
gleichsrechnung   und    die    Lehre    von 

Erkl.  5.    Unter  Ausgleichsrechnung  ^^^  geodätischen  Instrumenten,  sowie 
versteht  man  jene  Wissenschaft,  welche  lehrt,   endlich  die  Kartographie  genannt  werden, 
wie  man  aus  den  Messungen  ein  von  Messungs- 
fehlem  möglichst  freies   Besultat,    sowie   ein 
Mass  für  dessen  Genauigkeit  abzuleiten  hat. 

Erkl«  6«    Unter  der  Lehre  von  den  geo- 
dätischen   Instrumenten    versteht    man  , 
jene  Wissenschaft,  die  sich  mit  der  Zusammen- 
setzung und  Anwendung  der  bei  den  Messungen 
vorkommenden  Instrumente  beschäftigt. 

Erkl.  7.    Unter  der  Kartographie  ver- 
steht man  die  Lehre  von  der  bildlichen  Dar-  « 
Stellung  sei  es  der  ganzen  Erde  oder  einzelner 
Erdteile.  - 


Anmerkung  1.    Da  wir  im  Folgenden  von  Messungen  handeln,  so  ist  es  angezeigt,  sich 
über  die  Messungen  und  die  Masse  zu  verständigen. 


2.  Von  der  Messung. 

Frage  5.    Was  heisst  messen? 

Erkl.  8.  Bei  einer  jeden  Messung  kommen  Antwort.  Messen  heisst  das  Bestimmen 
also  in  Betracht:  eine  zu  messende  GrOsse  des  Verhältnisses  zweier  gleich - 
und  die  Mas  8  einh  ei  t  oder  die  gegebene  Qrösse,   artigen  Grössen. 


Ton  der  MeuDiig.  3 

mit  welcher  die  ersteie  verglichen  wird,  and  Vergleichen  wir  also  zwei  Grössen,  um 
endlich  das  HasB  oder  die  Zahl,  welche  den  ^n  sehen,  um  wie  viel  oder  wie  vielmal  die 
Inhalt  der  «n  messenden  Grösse  in  Massein-  eine  ^öaser  oder  kleiner  ist  als  eine  andere, 
heiten  angibt.  ^^  üeonen  wir  diese  Operation  eine  Mes- 

sung. 


Frage  6.     Wie  viele  Arten  der 
Messnng  gibt  es?  Antwort.    Es  gibt  zwei  Arien  der  Mes- 

sung:.   Eine  unmittelbare  oder  direkte, 
und  eine  mittelbare  oder  indirekte. 


Frage  7.    Was  versteht  man  unter 
einer  nnmittelbaren  Messung?  Antwort.    Unter  einer  unmittelbaren 

oder  direkten  Messung  wird  jene  verstan- 
den, bei  welcher  die  zu  messenden  Objekte 
ohne  jjle  Vermittlung  gemessen  werden 
kSnnen.  So  z.  B.  die  Llluge  einer  Linie 
mit  Hilfe  eines  Hassstabes. 


Frage  8.   Was  versteht  man  unter 
einer  mittelbaren  Messung?  Antwort.     Werden   die   Grössen   nicht 

unmittelbar  miteinander  verglichen,  sondern 
ihr  Verhältnis  ans  anderen  gegdoenen  oder 
gemessenen  Grössen  abgeleitet,  so  spricht 
man  von  einer  indirekten  Messung. 

Soll  z.  B.  die  Linie  AB  (siehe  Fig.  1) 
gemessen  werden  und  ist  die  Messnng  wegen 
eines  Hindernisses  (Wald,  Teich  etc.)  unaus- 
führbar ,  so  kann  man  die  Seiten  AC  =  b 
und  ßC  =  a  sowie  den  Winkel  ACB  =  y 
messen  und  hieraus  die  Lange  AB  ^  c  nach 
dem  Camotschen  Satze  berechnen.  Es  wird: 
t*  =  o*-]-6*  — 2o6oo9j' 
Figur  1. 


4  Yermessiiiigskimde. 

3.  Aufgaben. 

Annierknng  2.  Die  in  diesem  Werke  gegebenen  Aufgaben  haben  im  allgemeinen  einen 
doppelten  Zweck:  einen  didaktischen  und  einen  praktischen.  Manche  Auf- 
gaben, die  nachstehend  behandelt  werden,  sind,  was  die  Art  ihrer  Ansföhning  an- 
belangt, nur  theoretisch,  sie  werden  in  der  Praxis  nie  verwendet,  aber 
didaktisch  sind  sie  sehr  wertvoll,  weil  sie  zeigen,  wie  man  in  allen  Fällen  diese 
Aufgaben  bewältigen  könnte. 

Der  Studierende  wird  an  dieser  Stelle  noch  weiter  anf  die  beiden  anerkannt  vor- 
zfiglichen  Werke: 

Kleyer,  Lehrbuch  der  Ebenen  Trigonometrie, 

Kleyer,  Lehrbach  der  Goniometrie  (Winkelmessungslehre) 

aufmerksam  gemacht;  dieselben  enthalten  eine  FtQIe  vollständig  gelöster  und  analoger 
ungelöster,  aber  mit  Andeutungen  zur  Lösung  versehener  praktischer  Aufgaben,  sowie 
am  Schlüsse  ein  reichhaltiges  Formelverzeichnis. 

a)  Ueber  unmittelbare  Messung  von  Linien. 

Aufgabe  1.     Die  Länge  einer  ge- 
zeichneten Linie  ist  zu  bestimmen,  und 

zwar  soll  die  Länge  möglichst  genau       *    »  -,„  ,,       .      «      , 

bestimmt  werden.  ,.  J;  A^»«^»^-    ^^  f"^«  Strecke  mög- 

uchst  genau  zu  messen,  lege  man  mit  Hilfe 

eines  Vergrösserungsglases  den  Massstab  zu- 
Bemerkung.  Diese  Lösung  ist  deswegen  erst  so,  dass  er  mit  dem  einen  Ende  der 
instruktiv,  weil  sie  uns  zwei  in  der  Messkunst  Linie  zasammenfällt.  Das  andere  Ende  wu*d 
wichtige  Prinzipe  vorführt :  Wiederholung  abgelesen,  indem  man  mit  Hilfe  des  Ver- 
der  Messung  unter  verschiedenen  ffrösserungsglases  die  Zehntel  eines  Müli- 
Umständen  und  dann  die  Elimination  ™®ters  schätzt.         ,,       ^  ^  .     «       , 

«^«  rr^:i„„„„4f^i,i^^«  A^a  Tirn«c«r*.*v...«««.  Hierauf  wird  der  Massstab  um  eine  Strecke 
von  Teilungsfehlern  des  Messwerkzeugs.   ^^.^^^    geschoben,    die    Differenz   der  Ab- 

Bei  den  Winkelmessungen  wird  man  em  ahn-  lesungen  gibt  einen  neuen  Wert  für  die 
liebes  Verfahren  kennen  lernen.  Länge.     Dieses   Weiterschieben   wird  drei- 

bis  viermal  wiederholt. 
ErkL  9.  Die  nebenstehende  Auflösung  Durch  dieses  Verfahren  wird  man  unab- 
fübrt  uns  das  geodätische  Multiplikations-  hängig  von  den  unregelmässigen  Fehlem  des 
prinzip  vor,  welches  wir  auch  bei  den  Winkel-  Massstabes.  Sollte  der  Massstab  regelmässige 
messungen  wiederfinden.  Sei  also  L^  die  ab-  Fehler  besitzen,  so  wird  dieses  dadurcli  be- 
gelesene Gesamtlänge  und  L  die  wahre  Länge,  merkbar,  dass  man  durch  Weiterschieben  des 
so  wird :  r    i  /  r       T  \  Massstabs  fortschreitend  entweder  grössere 


1  = 


g  ""^  ^ ^  oder  kleinere  Längen  bekommt 

n 


also:  IL  Auflösung.   Man  trage  auf  eine  scharf 

l  -_  j^  I    ^""^0  gezeichnete  Gerade  die  gegebene  Linie  mehr- 

^  ^  mals  nacheinander  auf  etwa  nmal  und  messe 

Je  grösser  n,  desto  kleiner  wird  der  letztere  nun  die   Gesamtlänge  L,    Sei  /  die  wahre 

Bruch  und  desto  genauer  wird  l  erhalten.  Länge,  so  wird: 

Man  darf  aber  dieses  richtige  theoretische  r 

Prinzip  nicht  missverstehen.    Würden  wir  z.  B.  l  =  — 

die  Strecke  nicht  5-  sondern  50  mal  auftragen,  ^ 

so    wäre    die    theoretische   Genauigkeit    wohl  Hat  man  sie  z.  B.   5  mal  aufgetragen  und 

j^  Millimeter,  in  Wirklichkeit  wird  aber  der  üggt  l  bis  auf  y  MilUmeter  ab,   so  wird 
Fehler  in   der  Regel  bedeutend  grösser  sein.  « 

Weil  durch  eine   jede  Multiplikation  wieder  der  Fehler  der  Länge  l  kleiner  als  -^r  Milli- 
ueue  Fehler  eingeführt  werden,  indem  dieselbe  10 

nicht  theoretisch  genau  ausgeführt  werden  kann,  meter.    VergL  jedoch  Erkl.  9. 


Aufgaben. 


Anfi^abe  2.  Die  Länge  einer  Strecke 
soll  einzig  nnd  allein  mit  Hilfe  einer 
5  m  langen  ungeteilten  Latte  bis  aaf 
Centimeter  genau  gemessen  werden. 

Erkl.  10*  Es  wird  vielleicht  nicht  über- 
flüssig sein,  dnrch  ein  numerisches  Beispiel  das 
nebenstehende  Verfahren  su  beleuchten.     Sei: 

/  =  27.8  m 

wir  finden  durch  Messung: 

1=1  5X5  +  2-3 

n       r 
femer : 

1  =  2. 3X11 -1-2.0 
r  n*       r* 

bleiben  wir  dabei  stehen,  so  wird: 

/(l+A)  =  5X6  +  [l+ni]X2-3 

Setten  wir: 

l-f-llZ  =  0 
so  wird: 

1 


X  =  — 


11 


AuflSsung.  Bezeichnen  wir  die  Länge 
der  Strecke  mit  L  Indem  wir  die  Länge 
dieser  Strecke  mit  der  5  m  Latte  messen, 
sehen  wir,  dass  sich  die  Latte  etwa  nmal 
anlegen  lässt  und  dass  sodann  noch  ein  Rest  r 
übrig  bleibt,  dessen  Länge  kleiner  als  5  m 
ist.     Wir  haben  also  für  die  Gesamtlänge: 

?  =  5n  +  r 

Die  Länge  des  Restes  bezeichne  man  auf 
der  Latte  und  messe  nun  die  ganze  Länge 
mit  dieser  Einheit.  Sie  wird  sich  n'mal 
anlegen  lassen  und  es  erübrigt  ein  Rest  r\ 
der  kleiner  als  r  sein  wird.  Man  hat  also 
(vergl.  Erkl.  10): 

l=i  nW+r' 
So  fahre  man  fort: 

l  =  M«6  +  r 
l  =  n*r'\-r* 

Multipliziert  man  die  2, 3, 4  •  •  •  Gleichung 
mit  dem  unbestimmten  Faktor  X  X*  l"  -  --  und 
addiert,  so  folgt: 

^1  +  ^  +  ^'  H )  =  n .  5  +  (1  +  ;i  nO  r 

-f-(Jl  +  n"r)r'H 

Setzt  man,  xxtn  X  V  X**  -  -  -  zu  bestimmen: 
14-X»'  =  0 
X  +  X*n*'=.0 

80  wird: 

n.5  +  ÄX(*)       .    . .  ^ 

B  bezeichnet  den  letzten  Rest,  im  X  {*) 
das  letzte  X, 

Anmerkung  3.  Es  wird  warm  empfohlen,  nach  den  hier  gegebenen  drei  Methoden  das 
Verhältnis  zweier  auf  Papier  gezeichneter  Strecken  zu  bestimmen.  Dabei  ist  auf 
zweierlei  zu  achten,  erstens  auf  die  Genauigkeit,  die  man  erhält,  und  zweitens  auf 
die  Zeit,  die  zu  einer  solchen  Operation  notwendig  ist. 


also: 


/  = 


1  — 


"r  =  ^X- 


Jl 


durch  Ausrechnung  ergibt  sich: 

l  =1  27. 5 
statt  25-3. 


Erkl.  10  a. 

X  = 


Es  wird  also 
1 
n' 

n  n  n 


b)  lieber  mittelbares  Messen  der  Strecken. 


Aufgabe  3.  Es  ist  die  Entfemang 
zweier  Punkte  A  und  B  (vergl.  Fig.  2) 
zu  bestimmen,  wobei  der  Punkt  A  un- 
zugänglich ist 


Auflösung.  Man  errichte  (wie,  ist  vorder- 
hand gleich^tig  und  wird  später  gezeigt 
werden)  in  B  eine  beliebig  lange  senkrechte 
BC  zu  AB,  Femer  wähle  man  auf  der 
Geraden  AC  den  Punkt  D  so,  dass: 

DB±AC 

Setzt  man  sodann: 

BD  =  c,  BC  =  a,  DC  =ih,  AB  =  x 
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VenneMongsknnde. 


Flgnr  2. 


B 

TT 


C/ 


a 


80  fol^  ans  dem  fthnlichen  Dreieck: 

X  h 

a  "~   c 
also: 

ah 


t 


Aufgabe  4.  Es  soll  die  Entfernung 
zweier  Punkte  A  und  B  bestimmt  wer- 
den,  wenn  beide  unzugänglich  sind  und 
man  nur  über  einen  Apparat  verfügt, 
der  einen  Winkel  von  60^  und  90^  abzu- 
stecken erlaubt? 


Auflösung.  Man  wähle  sich  (vergl.  Fig.  3) 
einen  beliebigen  Punkt  C  der  Verbindungs- 
linie AB  und  lege  eine  Gerade  KD  so  durch 
diesen,  dass: 

^DCB  z=  <^äCE=:  600 

Sodann  suche  man  die  Punkte  D  und  E 


ErkL  11.    Ist  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ein  Winkel  =  60^,  so  ist  die  ihm  anliegende 
Kathete   gleich   der  Hälfte   der  Hypothennse. 
Denn  dann  ist  das  Dreieck  die  Hälfte  eines   ^^  *^*>  dass: 
gleichseitigen  Dreiecks.    Da  danach:  DBJ__DE 

2EC  =  AC  ÄE±DE 

2 CD  =  CB  Wird  nun  DE  gemessen,  so  ist  (vergl. 

so  wird:  Erkl.  11): 

AB  =  2{EC-j-CD)  =  2ED  AB  =  2DE 

Figur  3. 


Aufgabe  6.  Die  Entfernung  zweier 
Punkte,  zwischen  welchen  ein  Hindernis 
liegt  und  die  nicht  zugänglich  sind,  soll 
bestimmt  werden;  man  besitzt  nun  Mittel 
zur  Längenmessung  und  zum  Abstecken 
eines  Winkels  von  90^. 


Auflösung.  Man  wähle  emen  beliebigen 
Punkt  C  und  stecke  ab  zwei  beliebige  Ge- 
rade FG  \md  DE  (vergl.  Fig.  4). 

Sodann  bestimme  man  die  Punkte: 

.L,K  so,  dass  KA  und  LB±FG 

wird,  und  analog  die  Pankte: 

J,  H  80,  dass  HA  und  JB±DE. 

Zieht  man  noch  zur  Berechnung  AO \\DE 
und  OB\\FG  und  bezeichnet: 

-^BAO  mit  (p 
<^ABO  mit  ^ 
<^AOB  mit  y 


so  hat  man  im  AOÄB: 

I .  .  ,  »  +  ^+r  =  isc 
Ndh    ist  weiter   HJ   die  Pro- 
jektion   von    AB    aDf   DE,    also 
wenn  AB  =  x  und  HJ  ^  a  ge- 
setzt wird: 

Setzt  man   noch  KL^b,   so 
haben  wir  aus  gleichem  Gmnde; 
m  .  .  .  «coBV»  =  b 

Hiemit  hahen  wir  drei  Glei- 
chongen  gewonnen  für  die  drei  un- 
bekannten GrSssen  x,  <p  nnd  V 
(vergl.  Erld.  12). 

Dividiert  man  11  durch  III ,  so 
wird: 


Erbl.  U.    DenWiDkelr  =  ^0£  bestimmt   oder: 
man,   indem  man  ein  beliebiges  ^CMN  ab- 
steckt, seine  Seiten  m,  n,  p  imat  und  dann: 


COSI/i 

alao  auch: 

_  coB  (y/  -|-  y)   _  coai/'coay 
~        eoBi/f       ~  M 


=  V5 


worans  leicht: 

tff1>  = 
folgt. 


Aufgabe  6.    Die  Länge  einer  Qe- 
radeo  soll  bestimmt  werden,  wenn  zwi- 
schen den  zogänglichen  Endpunkten  ein       Auflöinng.    Sei  AB  die  gesuchte  Lange 
Hindernis  liegt.  (vergleiche  Figur  5)  und   C  ein  beliebiger 

Funkt,  der  Visoren  sowohl 
nach  A  aU  auch  nach  B  ge- 
stattet. 

Uan  messe  AC  =  a, 
CB  =  b  ond  den  Winkel 
ACB  ^  y,  so  wird: 

AB=  /o«  +  6»— SatcoBy 
Besitzt  man  kein  Winkel- 
instxnment,  dann  stecke  man 
aaf  AC  einen  beliebigen 
Punkt  D  nnd  auf  CE  einen 
beliebigen  Funkt  £ab,  messe: 
DC=  X,  CE  =  s<  DE  =  p 
so-  wird : 

-^r  =  ~=^y 

Damit  hat  man  cos  j  ge- 
geben nnd  kann  nach  dp.r 
obigen  Formel  rechnen. 


VenBessungsknnde. 


Uan  kann  auch  verfahren  wie  folgt  (vei-gl. 
Fignr  6).  Von  dem  einen  Endpnnkte  aas 
lege  man  einen  Punkt  E  in  einer  beliebigen 
Entfernung  fest.  Sodann  gehe  man  im  reclit- 
winlcligen  Zuge  (die  rechten  Winlcel  sind 
mit  [))]  bezeichnet)  blB  zn  einem  Punkt«  F. 
Auf  der  letzten  Zugrichttmg  FD  suche  man 
sich  einen  Pankt  D  so  auf,  dass; 

und  messe  die  Länge  DB  ^  l. 
Sodann  ist  im  A  AGB 


Erkl.  18.   Mau  rechne  nie  nach  der  Formel : 
AB=  v^^"c*  +  ßC»~ 
sondern  schreibe: 


-^-VH'+m] 


AB-  AC  l/1+ig'if 
=  AC\fl  + 


^e-/° 


Blau  verwende  abo  immer  die  beiden  For- 
mela  1)  nnd  2). 

Figur  7. 


J  .  .  .  AB  =  V Ac'+B(f 
wobei  der  Punkt  C  so  bestimmt  wird,  Aas»: 

:dc  =  ^,  4- «. — 'i 

es  wird  also; 


BC  =  J—DC  =  l  —  €,  —  t,  +  t, 
femer  haben  wir; 

Da  damit  die  beiden  GrSssen  AC  und 
B  C  gegeben  sind,  so  liefert  auch  die  Formel  I 
die  gesuchte  Grösse  AB. 

Sind    beide   Punkte    unzugünglich ,    daiin 
verfalire  man  nie  folgt;  Uan  stellt  sich  mit 
dem  Theodolit  an  einen  beliebigen  Punkt  C, 
der  Zugleich  auf  A  und  B  Visuren  gestattet 
und  noch  eine  Visur  anf  einen  ebenso  be- 
schaffenen Funkt  D.    Alsdann  messe  man: 
-^ACB  —  K 
-^BCD  =  ß 
Dasselbe  wird  im  Punkte  D  gemacht  und 
es  werden  gemessen  die  Winkel: 
<^CD^  =  y 
•4iADB  =  « 
sowie  die  Seite  CD  =  «i. 
Setzt  man  femer: 

AC  =  a    CO  =  a' 
BD  =  b    DO  =  h- 
Wo  0   den   Schnittpunkt  von   AC  und 
BD  bezeichnet  (vergl.  Fig.  7),  so  hat  man 
im  /\CDO: 

'^AOB=  1800  -  [180»— («  +  iS)] 
also:  -[180--(r  +  rf)] 

I  .  .  .  <iiAOB  z=  ft  =  o  +  jJ  +  j'-l-tf— 180" 
Ferner  ist  in  demselben  Dreieck  (vergl. 
Erkl.  14): 

Bia  ft 
Weiter  haben  wir  im  £^CDB: 

fc !i^^ 


Au^ben. 


a  =  m 


Erkl.  14.     Nach    dem  Sinnssatze   ist   im  nnd  im  /\CÄD: 

CO  __  sin^CDO 
CD  ""  sin ^C OD 
nun  ist: 

^CDO  —  1800  — (y  4- <r) 

8in^CD0  =  8in(y+cr) 

weil  allgemein: 

sin  ^  =  sin  (180®  —  <p 
also: 


smy 


«a(«  +  /^+r) 


damit  ist: 


und  es  ist: 


OB  ^l\-h* 


ÄB=i  Va0*+0B^  — 2  AO' OB 008  fi 
oder: 

a^  _  ^y+^^±  jiB=  V(<*  +  <^y  +  (*  +  *')*  -  2(a  +  a')  (&  +  &')eoB^ 

womit  das  Problem  gelöst  ist. 


analog  in  den  übrigen  Dreiecken. 


Aufgabe  7.  Es  soll  die  Entfemung 
zweier  Türme  A  und  B  bestimmt  wer- 
den. Man  kann  aber  mit  dem  Theodolit 
sich  nur  an  drei  Punkten  aufstellen.  Von 
einem  C  ist  nur  -4,  vom  zweiten  D  sind 
A  und  B  j  vom  dritten  endlich  E  nur 
B  sichtbar.  Die  Entfernungen  der  drei 
Punkte  CDE  seien  bekannt  (vergleiche 
Figur  8). 

Figur  8. 


Auflösung.   Man  hat  zunächst  im  A  ^  -^  ^ 
(vergl.  Figur  8): 

I  .  .  .  y  +  V;  =  180  —  y 

femer  ist: 

AD  8in<|) 

DB  ""  sini/; 

Nan  ist  aber  im 

sin  («  +  /?) 


l\ADC  '"  AD  =  m: 


sma 


'-^  sme 


also: 


II  .  .  . 


siny  m    sin«   sin(<f-[-0 


sini;^         n     sine    6m(a-\-ß) 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  q^  so 

folgt: 

sincp 


Erkl.  15«    Es  ist: 

sin  (y  +  1//)  sin  y  cos  ip-^cosy  sin  V; 

^  sin  1//  sin  i/; 


cos  \i/    , 
=  siny-—; — -^-{-coBy 


Da  nun: 


so  folgt: 
oder: 


cos  !//    

sin^ 


sini// 


ctg^ 


smi/f 
Nun  ist  aber: 

fp  ^IQO  — (y  +  tj,) 

also: 

sin  (p  =  sin  (y  -|-  V) 

demnach  (vergL  Erkl.  15): 

siny  sin(j/  +  V')  _ 

sin  V'  sin  V'        ~" 


woraus: 


tgtj, 


siny 


siny  ctg  if/ -{- coa  y  =z  q 


tgi/;  = 


smy 


ctgv; 


q  —  cos  y 


g  —  cos  y 
folgt    Ist  V  berechnet,  dann  wurd: 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 
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Aufgabe  8.  Zur  Bestimmung  der 
Entfernung  AB  (vergl.  Fig.  9)  wurden 
von  den  drei  Standpunkten  ÖDE  die 
Winkel: 

ACB  =  tt 
BCDz=fi 
CDA  =  y 
ADE=z  d 
DEB  —  e 

sowie  die  Seiten: 

CD  =  tn,    DE=n 

gemessen.    Es  soll  die  Entfernung  AB 
bestimmt  werden. 


Figur  9. 


Erkl.  16.    Es  ist: 

8in(y  -|-  (f  +  '/>)  =  sin  (y  -|-  cf)  cos  (p 

-f-cos(y-|-<f)siiiV 
also: 

weil : 


cosi// 
6m  \p 


=  ctg\p 


wir  haben  also: 


__!_  3^  cteu;  =  n~mcos(y  +  <^) 
tgi^  mBm{y-\-d) 


Aufidmng.    Im /S  CDA  haben  wir  nach 
dem  Sinassatze: 

Bviy 


CA  =  m 


DA  =  m-.- 


8in(a  +  ^  +  y) 
sin  («  +  ß) 


6m(a+ß  +  y) 

femer  haben  wir  im  Vierecke  CDEB  ge- 
geben alle  Winkel,  denn: 

<J:  CBE  =  8600  —(ß^y^^^fT) 

und  die  Seiten  m  =  CD  und  n  =  Z)A\ 

Hieraus  können  CB  sowie  Ji^B  bestimmt 
werden.    Ist  dieses  geschehen,  so  wird: 

ABz=L  VaXT  +  CB^  —  2 BC.  Je  cos  u 

Man  kann  aber  auch  aus  dem  Dreiecke 
CBE  die  Seite  CE  berechnen  und  die  Winkel 
bei  C  und  E^  sodann  entsteht  ein  neues  be- 
kanntes Dreieck  CEB ,  in  welchem  CE  und 
die  anliegenden  Winkel  bekannt  sind,  so  dass 
also  CB  und  BE  mittelst  des  Sinnssatzes 
berechnet  werden  können. 

Beide  Wege  sind  gleich  umständlich.  Wir 
wollen  den  letzeren  wählen. 

Wir  haben  also  im  ACDE  gegeben 
CD  =  m,  DE=  n  und  <^CDE==y  +  ö. 

Setzen  wir: 

^ECD  =  <p 
^DEC  =2  y, 
so  ist  * 

y  +  V;  =  1800-(y  +  (r) 

femer  nach  dem  Sinussatze: 


6lü<f 


n 

m 


sin  iff 

tp    =    1800  _«  (y  +  <f)  -«  ^ 

sin  (y  +  «^  +  'Z')  » 

Entwickeln  wir,  so  folgt: 


also  da: 
auch: 


sin  (y  +  <f)  ctg  i/r  = cos  (y  -|-  d) 


m 

oder  (vergl.  Erkl.  16): 

m8in(y+<r) 
^  ^        «  —  m  cos  (y  -|-  a) 

Ist  ^  berechnet,  so  folgt: 

if  =  1800—  (y+^+Xp) 

und  ferner: 

smi/; 
Sodann  ist  im  A  CBE: 

CB=CE^^^^P^ 
sin  iß  —  <f) 

Endlich  wird: 

ABi  =  CA^  +  CB^  —  2CA'CBco9a 
wodurch  die  Entfernung  berechnet  ist. 


Aufgaben« 
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Aufgabe  9.  Die  Estfemnng  zweier 
Punkte  C  und  B  soll  bestimmt  werden, 
sowie  die  Entfernung  von  A  und  D, 
wenn  im  Vierecke  ABCD  alle  Winkel 
und  die  zwei  Seiten  AB  sowie  DC  ge- 
messen worden  sind  (vergl.  Figur  10). 

Figur  10. 


Auflötung.     Sei    ABCD   das    so    ent- 
standene Viereck  und  (vergleiche  Figur  10): 

die  gemessenen  Seiten,   sowie  aßyö 
die  gemessenen  Wiokel. 

Ziehen  wir  ^  ^  ||  D  C  and  EF  \\  A  2>, 
so  ist: 

und  es  wird: 

BCz=iBE-\'EC 
Nun  ist  aber  im  AAEBi 

sm  y 
nnd  im  AFCE: 

FC= b^AE 

sin^ 


femer : 


=  6-a 


EC=  FC- 


sm/ 
sinJ 


Bemerkimg.  Man  beachte  in  dieser  Aufgabe 
die  Art  und  Weise,  wie  die  Auflösung  des 
Vierecks  bewerkstelligt  wurde.  Dadurch,  dass 
man  die  beiden  Parallelen  Ä  E  und  FE  zieht, 
lassen  sich  alle  Vierecksaufgaben  lösen. 


also: 


8in(y  +  cf) 


\  sm«/  8m(y  +  o) 


Endlich  wird: 


.  smy  \  smyj  si 


sinJ 


8in(y+<f) 


Endlich  haben  wir: 
AD  =iFE=:  FC 
also: 


smy 


sin  (y  +  d) 
\  smo/  sm(j 


{r  +  ^) 


Aufgabe  10.  Man  habe  nur  drei 
in  einer  geraden  Linie  liegende  Punkte 
ABCy  deren  Entfernungen  AB  =  m, 
BC  =  n  sein  mögen.  Von  einem  vierten 
Punkte  D  wurden  die  drei  genannten 
anvisiert  und  so  die  Winkel: 

ADB  und  BDC 

gemessen.    Wie  weit  ist  dieser  Punkt 
von  einem  jeden  der  gegebenen  entfernt?  . 


Auflösung.    Sei  (vergl.  Figur  11): 
^ADB=za 
^BDC=ß 


^BAD  =  (f> 
^BCD  =  tfß 
so  hat  man  im  /\ABC: 

I    .  .  .  y  +  V;=  1800— («  +  /J) 
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Ferner  ist  A^ BD: 

AB  m  sin  fr 


BD         BD         sin(p 
und  im  ABCD: 

BC  _     n     __   sin /J 
BD   ~  BD   ""  ßiJTi/; 
Man  hat  also: 
sinif 


8IU  a 
=  m  :  — ; 


ErkL  17.    Es  ist: 
sm(a  +  />4-V) 


sm  V; 


sin  (a  -{-  ß)  cos  1//  +  cos  («  +  Z')  sin  i;* 

sin  1// 


oder  da: 


cos  llf 
=  sin  («  +  /j)-j—  +  cos(«  +  ß) 


auch: 


cos  Uß 

sin  v*  ^  ^ 


BD  =  n: 

SO  dass: 

--  sin  y    n    sin  ff 

sin  i//   ""   m   sin  ß 

Setzt  man  hierin: 

y  =  180  —  («  +  ^  +  f/;) 

80  folgrt  (vergl.  Erkl.  17): 

sin  (g  -|-  ^  -f- 1^)   n    sin  a 

sin  ^  m    sin  ß 

oder: 

sm  («  -h  /?)  ctg  1/r  =  — --^_.  —  cos  (a  + /J) 

fit   sm  p 

Aus  dieser  Gleichung  berechnet  sich  leicht 
^.    Dann  ist: 

q>  =  180  — («+/»  + 1/;) 

und  wir  haben: 

.  -.           sin(</)  +  o) 
AD  =^  m ^-r-~^ — - 


BD  =  m 


sm« 

__      smy 


n 


sm  1/; 


=  sin(a  4"  y)  ctg  i/'  +  cos  (a  +  /J) 


Bemerkung.  Die  nebenstehende  Aufgabe 
ist  ein  spezieller  Fall  des  sogenannten  Pothenot- 
schen  Problems,  welches  wir  später  behandeln 
werden.  Sie  kann  dazu  benützt  werden,  um 
auf  Grund  einer  Basis  eine  Aufhahme  zu  machen. 


sm  a  sm  /f 

sm^ 
womit  die  Entfernungen  bestimmt  sind. 


Aufgabe  11.  Es  seien  die  Punkte 
ABC  gegeben,  wie  in  der  vorhergehen- 
den Anfgabe.  Man  hat  von  zwei  Punk- 
ten D  und  E  die  Winkel: 

<^ADB=za 

<^BDE=zß  Anflöfung.    Es  ist  (vergl.  Figur  12)  iro 

^DEB=y  ADBE: 

<^BEC=zd  DB  _  siny 

gemessen.     Welches   sind   die  Entfer-  eb  "  sin/» 

nungen  der  Punkte  D  und  E  von  den  femer  ist  im  /\ÄBD: 
Basispunkten?  n »  —     siny 


DB  =  m 


und  im  A  BEC: 


EB  =  n 


sm« 


sm  i;; 
sind 


wobei  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


Angaben. 
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die  Winkel  bei  A  und  C  mit  <y)  und  ^l»  .be« 
zeichnet  werden. 

Wir  haben  also: 

sin  y  m  sin  ^    n  sin  i^ 

sin/?  sin«    '    sinJ 

oder: 

,  siny  n  sin  ff  sin  y 

sin  v^         mmiß  sin  <f 

Dazn  kommt  noch: 

II  .  .  .  y  +  V  =  8ÖOO— (a-f /9  +  y  +  <r) 

Die  Auflösung  erfolgt  analog  wie  in  der 
Yorhergehenden  Aufgabe. 


Antgabe  12.     Es  seien  wieder  die 
drei  Punkte  ABC  gegeben  analog  der 

vorhergehenden  Aufgabe,  aber  statt  des       Aufldsung.    Bezeichnen  wir  den  <^CAE 
^DEB  =  y  der  <^  DEA  =  y  und  "^^^  ^'  ^^  ^^^^  ^"*  ^^  AACE  (vergl. 

statt  des  ^BEC  der  ^AEC.   (Vergl.  ^^^^  ^^^'' 

Piffur  13)  <^^c^=i80o-((^  +  <r) 

^  '^  also  im  Viereck  BCDEi 

^CBD  =  ^W^  —  iß  +  Y-^d-^-^ACE) 
Nun  ist  im  AABD  (vergl.  Erkl.  18): 

8m(ß-\-y'-(f) 


sma 


sin  («  +  ß) 
siny 


AD  =  m 
femer  im  ^DEA: 
AEz=  AD- 

also  wird  auch: 

.„  sin(a  +  /9)    .    ,^  , 

AE  =:  m  —^ — i-^-^  sin  (Ä  4-  y  - 
smasiny  '  ' 

sein.    Im  AAEC  ist  aber 

sin  (<p  +  <f ) 


<P) 


^^==  (m  +  n) 


sinJ 


Wir  haben  also  durch  Gleichsetzung  der 

beiden  Gleichungen,  indem  wir  der  Kürze 

wegen : 

_  sin(«  +  /?)  __^ 

m — -. ; =  p 

sin  a  sm  / 


(m  +  n) 


sin  J 


=  9 


ErU.  18.    Es  ist: 

^ABD  =  1800  — (<^BJD-f  «) 
nun  ist  aber: 

<^BAD:=  y+1800  — (a  +  ^  +  y)  setzen; 

also  wird :  p  sin  (/J  -f-  y  —  y)  =  S  si^  (v  +  ^) 

<^ABD  =  1800-  a-y  — 180o+(«  +  /?-|-y)       Zerlegenwirnun die Sinuse (vergl. Erkl.  19), 
=  ß  +  y—  <p  80  folgt : 

/>  sin  (^  4"  y)  cos  y  —  p  cos  (/J  -|-  y)  sin  y  =  g  sin  y  cos  <f  +  g  cos  (p  sin  <f 

oder: 
sin  y  [g  cos  cF  +p  cos  (/?  +  y)J  =  cos  y  [p  sin  (/J  +  y)  —  3  »i^  <^] 
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ErkL  19.    Es  ist  allgemein: 
sin  («  i  Ä  =  8^^  a  cos  /5  +  cos  «  sin  /l 

Erkl.  20.    Man  beachte,  dasa 

sino) 
^  ^        cos  <^ 


woraos  (vergl.  ErU.  20): 

to  «,  =   PMP(^  +  y)  — gain<^ 

^^        q  c^%  ^ -\- p  c/ds  {ß -{- Y) 

folgt    Hiemit  ist  (p  gegeben  und  es  lassen 

sich  nach  den  bereits  mitgeteilten  Formeln 

alle  Entfernungen  berechnen. 


Aufgabe  13.  Seien  A  und  B  zwei 
gegebene  Punkte  in  der  Entfernung  a. 
Es  soll  die  Entfernung  zweier  anderen 
Punkte  C,  D  bestimmt  werden,  wenn 
gemessen  wurden: 

'^CÄD  =  ß 
^BCD  =  y 

(vergl.  Figur  14). 

Fignr  14. 


Erkl.  21.    Es  ist  im  i\ABC\ 

^«  +  /J+l;;-^-V.  =  1800 
also: 

1/;  =  180  —  «  -^  —  </) 

Erkl.  22.    Es  ist  allgemein : 

sin  w  sin  n  =  —  [cos  (iw  —  w)  —  cos  {m  -f-  «)] 
setzt  man: 

so  wird: 

m  —  n  ^:^  if>  —  A  —  rf  =  —  A 

w-\'n-=.ff^'\'A-\-{f'=.A-\-  2(f 

Da  aber  allgemein: 

cos  ( ~  f«)  =  cos  m 
so  folgt: 

cos  ( —  A)  =  cos  A 


Auflösung.    Setzt  man  (vergl.  Fig.  14): 
<):  BGA  =  tp 
<^CBA  =  tff 

80  ist  im  ^ABC: 

1)  .  .  .  y-f  V'  =  180-(«+^) 
Femer  hat  man: 

sin  a 

2)  .  .  .  i>B  =  o  ^ 


8in<f 


also  ist  BD  gegeben.    Im  /\,ABC  ist: 

a    sin  (f) 

"CB  *~  sm  («  +  />) 
und  im  ACDB: 

CB  _  sin  («  +  <^  +  y  —  <^) 
/)5  ""  siny 

also  ist: 

a     _  sin  y  sin  («  -f-  «f  —  y  +-V') 

/>5   ""  sin y  sin  (o  + /J) 

sinus  ist  aber  aas  2: 

a  sin<T 


DB 


sma 


also  wird: 

sin(fsiny8in(a  +  /J)  •    /     i  >  i    .v 
i_ — i — L_fi_  :==  8mg)8m(a4-J  — y+V') 

Weiter  ist  aber  (vergl.  Erkl.  21): 

a-|-if  —  y-|-ip  =  a  +  <^  -  y-\- 180  —  a  — ß  — ff 

also: 

«  +  ir  —  y  +  i;^  =  —  (ii  +  <y)) 

wenn: 

A  =  +/9  +  y  +  <r— 180 

gesetzt  wird.    Setzt  man  noch: 

sin  i  sin  y  sin  («  -f  /9)    _ 
—     -  —  —  —  ^ 

sm  a 
so  hat  man  die  Gleichung: 

—  B  =  sin  y  sin  (-4  -f-  </>) 
Nun  ist  aber  (vergl.  Erkl.  22): 

sin  ff  sin  (4  +  y)  =  -^  cos  J  — ^  cos  (2y  -f-^) 

also  ist: 


oder: 


—  2B  =  cos  ^  —  cos  (2(f  4-  ^) 

cos  (2y  +  i4)  =  cos  i4  +  2  B 
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Ist  qp  berechnet,  dann  ist  im  ACAD: 

Bin  {tf>  +  y) 
oder  da  im  /\ABD\ 

sm<f 
so  ist  auch: 

i^n  —  -_?!5i.   8>P  («  +  ^) 

LßU  —  a— ; ST'"-: — 7 i T 

sm  o    am  (y  4-  y) 
Damit  ist  das  Problem  gelöst. 


4.  Von  den  Massen. 

Fruge  9.    Wa,s  versteht  man  unter 
der  Masseinheit?  Antwort     Unter    Masseinheit   versteht 

man   eine  willkürlich  gewählte  Grösse 
mit  ihren  Vielfachen  und  Unt^^bteilnngen, 

P.M   o«     T«  ^;-^«   '^A^^  j^^A^  ;-*  ^\^^  vermittelst  welcher  andere  ihr  gleichartige 
soÄS;  (?ewSch^ÄÄ«rdZ  Gr.B«enmlteinandervergUcheawerden(vergl. 
die  Winkelgrössen  werden  überall  anf  gleiche  l^rkl.  23). 
Weise  gemessen)  als  gesetriicbe,  landesübliche 
Masseinheit  ein^^eführt,  von  der  bei  der  Landes- 
behörde ein  mit  aller  möglichen  Sorgfalt  an- 
gefertigtes Original  zur  beständigen  Kontrolle 
anfbewiüirt  wird. 

Frage   10.     Welche  Masseinheiten 
kommen  in  der  Gteodäsie  allein  zur  Ver-       Antwort.     In    der    niederen    Geodäsie 
wendang?  kommt   hauptsächlich   nur   die  Masseinheit 

für  Längengrössen  nnd  die  Masseinheit  für 
V^inkelgrössen  zur  Verwendung. 


Uebersicht  der  verschiedenen  Masseinheiten. 

1)  Das  altfranzösische  (Pariser)  Mass.  Als  Einheit  wird  die  Länge  der  „toise 
dePeron"  bei  13®  B^aumur  angenommen. 

1  Toise  =  6  pariser  Fuss  =  12-6  pariser  Zoll  =  12 -12*  6  pariser  Linien. 

Die  „Toise  de  P^rou''  ist  ein  im  Jahre  1735  von  dem  französischen  Mechaniker 
Langlois  angefertigter  Massstab  von  Eisen,  dessen  Entstehungsgeschichte  die  folgende  ist: 
Ais  die  älteren  Oradmessnngen  von  P.  Picard  einerseits  nnd  Cassini  andererseits  einander 
^dersprechende  Resultate  über  die  Oestalt  der  Erde  geliefert  hatten,  wurden  auf  Veranlassung 
«ler  Akademie  zwei  neue  Expeditionen  ausgerüstet,  um  neue  Gradmessungen  vorzunehmen. 
Diese  beiden  Expeditionen,  die  von  La  Condamine  und  Bouguer,  welche  nach  Peru,  und 
die  von  Maupertius  und  Clairaut,  welche  nach  Lappland  ging,  nahmen  genau  überein- 
stimmende Toisen  zur  Messung  der  Basis  mit.  Jene  die  nach  Lappland  ging,  wurde  verloren, 
die  von  Peru  blieb  erhalten  und  wurde  zur  Grundlage  der  Längenmasse  gewählt.  Vergl.  Base 
du  Systeme  metrique  dreimal  ....  par  Mechain  et  Delambre  III.  Vol.  Paris  1806—1810. 
^ni.  VoL  p.  405.) 

Wir  nehmen  nicht  Anstand,  an  dieser  Stelle  die  Wandtafel  des  metrischen  Systems  von 
Prof.  C.  Bopp  (Verlag  von  Friedr.  Doerr  in  Stuttgart)  auf  das  Wärmste  als  ein  vorzügliches 
ABS4;haunngsmittel  zu  empfehlen.  Sie  stellt  übersichtlich  das  gesamte  metrische  System  dar 
^  ist  sehr  billig,  so  dass  sie  einen  praktischen  Wandschmuck  für  den  Geometer  abgibt. 
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2)  Das  neufransösische  System.    Als  Einheit  gilt  das  Meter. 

1  m    =  0-513074074  Toise  =  443*296  Pariser  Linien. 

Im    =  10  dm  (Decimeter)  =  100  cm  (Centimeter)  =  1000  mm  (Millimeter). 

1  km  =  1000  m. 

Zur  Vergleichnng  mögen  folgende  Zahlen  dienen,  bei  welchen  die  Zahlenangaben  n  der 
Klammer  Logarithmen  sind: 

1  Meter  =  443-296  Pariser  Linien  (2-6466938) 

1  Meter  =  0-6130741  Toise  (9-7101801  — 10) 

1  Meter  =  3-0784444  Pariser  Fuss  (0-4883313) 

1  MilUmeter  =  0-0369413  Pariser  Zoll  (8-5675126  —  10) 

1  MüUmeter  =  0-443296  Pariser  Linien  (9-6466938—10) 

1  Toise  =  1-9490366  Meter  (0-2898199) 

1  Pariser  Fuss  =  0-3248394  Meter  (9-5116687  —  10) 

1  Pariser  ZoU  =  0-0270699  Meter  (8-4324874—10) 

1  Pariser  Linie  =  2-265829  Millimeter  (0-3533062) 

Das  Grnndmass  der  metrischen  Messung  ist  ein  ans  Piatina  von  Lenoir  verfertigter 
Massstab,  der  bei  Oo  Celsius  seine  natürliche  Länge  hat.  Die  Bezeichnung  erfolgte  nach  Van 
S windende  Vorschlag,  wonach  Vielfache  jeder  Einheit  durch  griechische,  die  Teile  derselben 
durch  lateinische  Zahlwörter  benannt  wurden,  so  z.  B.: 


Milli- Gramm  = 


1000 


Gramm  lateinisch, 


Kilo-Gramm  =  KHK)  Granmi  griechisch. 

Das  Meter  sollte  eigentlich  als  zehnmillionster  Teil  des  Meridianquadranten  der  Erde 
definiert  werden.  Aus  der  französischen  Gradmessung,  welche  sich  von  Dünkirchen  bis  Barcelona 
erstreckte,  wurde  die  Länge  dieses  Quadranten  zu  5  130  741  Toisen,  also  die  Länge  des  Meters 
zu  443^296  Pariser  Linien  gefunden.  Durch  ein  Dekret  yom  19.  Frimaire  wurde  Anno  8 
(10.  Dezember  1799)  die  Länge  von  443"296  des  altfranzösischen  Masses  als  „mötre  vrai  et 
definitiv"  gesetzlich.  Dass  diese  Länge  keineswegs  genau  der  zehnmillionste  Teil  eines 
mittleren  Meridianquadranten  ist,  hat  insbesondere  Bessel  bewiesen.  Die  Länge  des  Meridian- 
quadranten ist  nach  diesem  Forscher  etwa  gleich  10  000  856  Meter  zu  setzen. 

Im  deutschen  Reiche  ist  das  metrische  Mass  und  zwar  zunächst  für  den  Norddeutschen 
Bund  durch  das  Gesetz  vom  17.  August  1868  eingeführt,  welches  später  auf  die  übrigen 
Staaten  ausgedehnt  wurde,  jedoch  mit  einigen  Abweichungen,  die  durch  das  Gesetz  vom 
11.  Juli  1884  abgeschafft  wurden. 

In  Oesterreich-Ungam  ist  das  metrische  System  mit  dem  Jahre  1876  gesetzlich  eingeführt. 


Eine  übersichtL'che  Darstellung  der  Eelationen  zwischen  den  Abstufungen  ist  in  den 
nachstehenden  Tabellen  enthalten: 

Längenmasse. 


Kilometer 

Hektometer 

Dekameter 

Meter 

Decimeter 

Centimeter 

Millimeter 

1 

10 

100 

1000 

10-000 

100-000 

1000-000 

1 

10 

100 

1-000 

10-000 

100-000 

1 

10 

100 

1-000 

10-000 

1 

10 
1 

100 
10 

1 

1-000 

100 

10 

1 

Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In* 

haltsyerzeichnis  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^  kann  von  jeder  Bucbhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

r 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschoitten  nnd  gnt  brocbiert,  nm  den  sofortigen  nnd  danern- ' 
den  Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  BerichtigUDgen 
nnd  Erklärungen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzeke  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  eftc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ejn  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
snm  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagefouch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalts  yerzeiehni  8 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


/ — 
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Forts.  V.  Heft  1273.  —  Seite  17—32. 

Mit  8  Figuren. 


VoHstän^g  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  Debst  Anhängen  nngelöster  infgaben,  fdr  den  Schal-  k  Selbstnnterricht  - 

mit 

Angabe  nnd  EntwlcUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen  i 

der  Beohenknnst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
TrigODometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Kaumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik ,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
matiiemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-«  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflcken-  n.  Hoehban's;  der  Konstruictionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkoiistmlctionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Matbematiker,  Tcreideter  kflnigl.  prenss.  Feldmesser,   vereideter  grossh.  hessiBcher  Geometer  I.  Klasie 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Vermesisangpiskonde 

(Geodäsie.) 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Lüska. 

Fortsetzung  von  Heft  1273.     -  Seite  17—32.     Mit  8  Fif-uren. 

Inhalt: 

Von  den  Massen.  —  Flächenmasiie.  —  Schreibregeln.  —  Lnutregeln.  —  Gesetzliche  Qenauigkeitsgrenzen.  — 

Abstnfang  der  aichazntlich  gebrauchten  Masao  und  Gewichte.  —   lieber  die  Zeichnuugsmaspe.  —    Aufgaben 

fiber  die  Masse.  —  Ueber  den  Nonius.  —  Aufgaben  über  Nonien.         Ungelöste  Aufgabe  über  Nonien. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 
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Das  vollstttndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

durch  iede  Buchhandluna  be7oaAn  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welcbem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesami gebiete  der  Hathenialik,  Pliysik, 
Mechanik 9  math.  Geographie,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHständig 
gelöster,  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nii gelosten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form;  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTcrzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschulen  I«  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bargerschulen«  Privatschnlen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schullehrer- Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Uni rersi täten,  Land-  nnd  Forstwisflenschaftsschulen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  fttr  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchQler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fflr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  geborten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabei. Sammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  yerwerten«  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fisch erfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnng. 


Von  den  Hassen. 
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Fläohenmasse. 


Hektar 


Ar 


Qnadrat- 
Kilometer 

Quadrat- 
Hektometer 

Quadrat- 
Dekameter 

1 

Quadrat-    i 
Meter      > 

! 

Qnadrat- 
Decimeter 

Qnadrat- 
Centimeter 

Quadrat- 
Millimeter 

1 

100 

1 

1 

10  000 

1  000  000 

1 

100 

X   \J\J\f  ww 

10000 : 

1000  000 

100  000  000 

10  000  000  000 

1 

100  ! 

10  000 

1000  000 

100  000  000 

. 

1  , 

100 

1 

10000 

100 

1 

1000  000 

10  000 

100 

Abkürzungen:  In  der  Sitzung  des  Bundesrats  vom  8.  Oktober  1877  wurden 
nach  dem  Vorschlage  einer  Kommission  von  Sachverständigen  die  nachstehenden  abge- 
kürzten Zeichen  festgestellt: 


A.  Längenmasse. 

Das  Kilometer km 

^     Meter m 

.     Oentimeter cm 

«.     Millimeter mm 


B.  Körperflächen. 

Das  Quadratkilometer qkm 

„    Hektar ha 

Ar a 

Quadratmeter qm 

Qnadratcentimeter qcm 

Quadratmiliimeter qmm 


V 


n 


Schreibregeln. 

1)  Den  als  abgekürzte  Mass-  und  Gewichtszeichen  dienenden  Buchstaben  werden 
SchlüBspnnkte  nicht  beigefügt. 

2)  Die  Buchstaben  werden  an  das  Ende  der  vollständigen  Zahlenausdrücke,  nicht 
also  fiber  das  Decimalkomma  gesetzt.    Man  schreibt  also: 

3,21  m  nicht  3,^21  oder  3  m  21  om. 

3)  Zur  Trennung  der  Deeimalstellen  dient  das  Komma  —  nicht  der  Funkt.    Also: 

3,21  m  nicht  3.21  m. 

4)  Sonst  ist  das  Komma  bei  Mass-  und  Gtewichtszahlen  nicht  anzuwenden,  ins- 
besondere nicht  zur  Abteilung  mehrstelliger  Zahlenausdrücke.  Diese  ist  durch  Anordnung 
der  Zahlen  in  Oruppen  von  je  drei  Ziffern,  vom  Komma  aus  gerechnet,  mit  angemessenen 
Zwischenräumen  zwischen  den  einzelnen  Abteilungen  zu  bewirken. 

Also: 

3  657,21  m  nicht  3.657,21  m 

2  732  562,357  273  m  nicht  2,732.562,357273  m. 

5)  Diese  Begeln  gelten  nicht  für  die  Logarithmen. 

Lautregein. 

Die  deutsche  Sprache  verlangt  als  Regel,  dass  die  Einheit,  in  welcher  ein  Mass 
oder  ein  Wert  ausgedrückt  wird,  undekliniert,  also  im  Nominativ  des  Singulars,  hinter 
der  entsprechenden  Zahl  folgt.  So' sagt  man:  ^10  Fass  5  Zoll"  (nicht  Fusse  und  Zolle), 
„eine  Flftdie  von  2^/4  Hektar  oder  von  2  Hektar  75  Ar"  (nicht  Hektaren  und  Aren), 
„etwa  50  Ar  Wiesengrund"  (nicht  Are),  „Winkel  unter  45  Grad"  (nicht  Geraden).  Eine 
Ausnahme  machen  „Elle,  Linie,  Rute,  Meile,  Stunde"  (sämtlich  weiblich).  Schwankend 
ist  der  Gebrauch  bei  der  blossen  Angabe  der  Einheit,  in  oder  nach  welcher  gemessen 
wird.  In  Wendungen,  wie  „bis  auf  Zehntelgrade  genau",  „in  Metern  anzugeben",  ^anf 
Are  abgerundet"  ist  der  Nominativ  der  Einzahl  minder  gebräuchlich. 

L48ka,  Vermessnngskande.    I.  2 
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Gesetzliche  Qenauigkeitsgrenzen. 

Was  die  im  öffentlichen  Verkehre  noch  zn  duldenden  Ahweichnngen  der  Masse 
und  Äless Werkzeuge  von  der  absolnten  Richtigkeit  anbetrifft,  so  bestimmt  das  deutsche 
Eeicbsgesetz  vom  27.  Juli  1885  folgendes: 

I.  Längenmasse. 

A.  Fehlergrenze  der  Gesamtlänge. 
Bei  metallenen  Massen  von 

10  bis  einschliesslich  7  m  Länge    6  mm 

3  und  2  m  Länge 2    „ 

1  m  Länge 1    ^ 

1 
0,5  m  Länge -^ 

1 


giltig  auch  für 
Masse  aus  Elfen- 


^»2  r       r o«       (  bein  und 


2 


hartem  Holz. 


Bei  Werkmassstäben  aus  Holz  (Messlatten),  sowie  bei  hölzernen  Massstäben  für 
Langwaren  und  bei  zusammenlegbaren  hölzernen  Massen  von 

10  bis  einschliesslich  7  m  Länge  ....     12  mm 

3  und  2  m  Länge 4 

1  m  Länge 2 

0,5  m  Länge Vhmm 

Bei  Bandmassen  aus  Stahl 

25  bis  20  m  Länge 8  mm 

15    „    10  „       „  6    „ 

9  bis  einschliesslich  7  m  Länge  ....       4    „ 

hfl  n  ^    n  r         '      *      '      •         *^     ri 

3  und  2  m  Länge 2    „ 

1  m  Länge IVsmm 

Abstufung  der  aichamtlich  gebrauchten  Masse  und  Gewichte. 

1)  Deutsches  Urmeter  und  Urkllogramm. 

2)  Unmittelbare  Kopien  der  XJrmasse.  Diese  können  nur  von  der  Normal - 
aichungskommission  bezogen  werden. 

3)  Haupt-Normale  werden  von  einzelnen  Aufsichtsbehörden  ausgegeben. 

4)  Kontroll-Normale  werden  von  allen  Aufsichtsbehörden  ausgegeben  und 
zwar  sowohl  an  die  Aichämter,  als  auch  an  Private.  Der  Maximalfehler  eines  solchen 
Kontroll-Normales  ist  V20  des  entsprechenden  im  öffenilichen  Verkehr  zulässigen  Fehlers. 

5)  Gebrauchs-Normale  sind  hauptsächlich  für  den  Gebrauch  der  Aichämter 
bestimmt.  Der  Maximalfehler  beträgt  V^  des  entsprechenden  im  öffentlichen  Verkehr 
zulässigen  Fehlers. 

6)  Neu  geaichte  Verkehrsmasse  werden  von  den  Aichämtem  an  das 
Publikum  abgegeben.  Der  Maximalfehler  ist  ^ji  des  entsprechenden  im  öffentlichen  Ver- 
kehr zulässigen  Fehlers. 

Als  Urmass  im  Deutschen  Reichs  gilt  fiir  Längen  ein  Platinstab,  welchen  die 
Preussische  Regierung  besitzt  und  der  1863  durch  eine  französisch-deutsche  Kommission 
mit  dem  Metre  des  Archives  zu  Paris  verglichen  und  bei  0^  C.  gleich  ], 000 003  m  be- 
funden wurde. 

Als  Urgewicht  gilt  ein  Platinkilogramm,  welches  die  Nummer  £ins  trägt  und 
im  Jahre  1860  mit  dem  Kilogramme  prototype  za  Paris  verglichen  gleich  0,999  999  842  kg 
befunden  wurde. 


Von  den  Massen. 
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Das  ursprünglich  nur  fär  den  Norddeutschen  Bond  bestimmte  Mass-  und  Gewichts- 
systeoDi  vom  17.  Angust  1868  worde  durch  Artikel  80  —  I  —  11  der  Verfassung  vom 
November  1870  zur  Mass-  und  Gewichtsordnung  erhoben. 

Von  den  in  den  einzelnen  Ländern  früher  gebrauchten  Massen  gibt  die  nach- 
stehende Tabelle  Rechenschaft. 


1  Preussischer  (Rheinländischer  Fuss) 

1  Bayerischer  Fass 

1  Hannoverscher  Fuss 

1  Sächsischer  Fuss 

1  Witrttembergischer  Fuss 

1  Badischer  Fuss 


=  0-313853487  m  (9 -496 7269 -726) 
=  0-2918591641  m  (9-4651733-343) 
=  0-2920947  m  (9-4655236) 
=  0-28319  m  (9-4820779) 
=  0-2864903  m  (9-4571099) 
=  0-3  m. 


In  Oesterreich  war  frfiher  die  Wiener  Klafter  das  Grundmass.  Nach  den  von 
Stampfer  vorgenommenen  Vergleichungen ,  siehe  XX.  Band  der  Jahrbücher  des  Wiener 
polytechnischen  Instituts,  ist  die  Wiener  Klafter  =  1-8966657  m  =  0-9731299  Toisen. 
Struve  fand  durch  Vergleichung  des  nach  Petersburg  gesandten  Etalons  der  Wiener 
Klafter  mit  den  dortigen  französischen  Massstäben  die  Wiener  Klafter  =  1-896483840 
=  0-9730317  Toisen  (Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  5.  Band,  1.  Abth.,  S.  118). 
Diese  letztere  Zahl  dürfte  die  genauere  sein,  obschon  die  Abweichungen  der  mitgeteilten 
Elemente  gross  sind.  (Astron.  geod.  Arbeiten  des  k.  k.  militär.  geogr.  Instituts  1871, 
p.  188).  Die  nachstehenden  Beduktionszahlen  sind  im  §  4  des  österreichischen  Mass- 
gesetzes vom  16.  Juli  1871  als  für  den  Verkehr  giltig  bestimmt 


1  ötterreichische  Klafter 

1  österreichische  Klafter 

1  österreichische  Klafter 

1  österreichischer  Fuss 

1  österreichischer  Zoll 


1-8964838  m  (0-2779491) 

840-7036  Pariser  Linien  (2-9246429) 

6  österreichische  Fuss  (60 

12  österreichische  ZoU  (12'0 

12  österreichische  Linien  (12''0 


Femer  wird  nocli  die  Decimalteilung  in  Oesterreich  beim  Feldmessen  gebraucht 
und  zwar  1  Klafter  =  10  Zehntel  (Decimalfuss)  oder  =  100  Hundertstel 
(Decimalzoll)  und  endlich  =  1000  Tausendstel  (Decimallinien). 

Beim  Bergbau  ist  die  österreichische  Klafter  (La  cht  er)  im  Gebrauche  und  ist 
entweder  dnodecimal  oder  decimal  eingeteilt.  Die  österreichische  Meile  ist 
=  4000  österreichische  Klafter.  Für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  hat  mau  als 
das  Flächenmass  1  D^  (eine  Quadratklafter)  =  86  0'  (Quadratfnss).  Beim 
Feldroessen  wird  die  Qaadratklafter  in  Zehntel  geteilt,  als  grössere  Einheit:  1  öster- 
reichisches Joch  =  1600  Quadratklafter.  Fär  Vergleichung  des  österreichischen 
Masses  mit  dem  metrischen  Masssystem  hat  man  femer: 


1  österreichischer  Fuss 

1  österreichische  Meile 

1  Quadratfnss 

1  Quadratklafter 

1  österreichisches  Joch 

1  Österreich.  Quadratmeile 

1  Meter  =  3'  10''  11-380'" 

1  Kilometer 

1  Quadratmeter 

1  Quadratmeter 

1  Ar 

1  Hektar 

1  Quadratkilometer 


0-3160806  Meter 
7-585936  Kilometer 
0  •  099907  Quadratmeter 
3  •  596652  Quadratmeter 
0-5754642  Hektar 
5754642  Quadratkilometer 
0-5272916  österr.  Klafter 
0  •  131828  österr.  Meile 
10  00931  Quadratfnss 

0  -  2780364  Quadratklafter 
27-80364  Quadratklafter 

1  -  737727  Osten-.  Joch 


(9 
(0 
(8 
(0 
(9 

(1 
(9 
(9 
(1 
(9 

(1 
(0 


==  0-01737727  österr.  Quadratmeile  (8 


4997979 

8800091) 

9995959 

5558983) 

7600196 

7600183) 

7220508 

1199912 

0004041) 

4441017 

4441017) 

2399815) 

2399815 


10) 
10) 
10) 

10) 
10) 

-10) 


-10) 
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Vermeafrongskniide. 


Frage  11.  Was  ist  bei  jedem  ge- 
Danen  Massstab  noch  in  Betracht  zu 
ziehen? 

Bemerkmig.      Einige  Aiisdehnnngs  -  Koef- 
fizienten mögen  hier  angeführt  werden: 
Silber 


Gold    .    . 

.     .    0.001466 

Platin  .    . 

.     .     .    0-000884 

Messing 

.     .     .    0-001868 

Stahl    . 

.     .     .    0. 001079 

Eisen  . 

.     .     .    0.001285 

Glas     . 

.     .     .    0-000861 

Erkl.  24«  Man  pflegt  daher  die  Holzmass- 
stäbe, nachdem  sie  gent^end  trocken  geworden 
sind,  zuerst  mit  Oel  oder  besser  mit  Firnis  zu 
tränken  nnd  hierauf  durch  mehrfachen  Lack- 
auftrag möglichst  gegen  Luftfeuchtigkeit 
schützen. 


Antwort.  Bei  einem  jeden  genauen  Mass- 
stab ist  noch  der  Einfluss  der  Temperatur 
in  Betracht  zu  ziehen.  Ist  l^  die  Länge  des- 
selben bei  0  Graden  Celsius,  so  wird  dieselbe 
bei  t  Graden  gleich: 

/,  =  ?jl  +  «0 
dabei    heisst  a    der    Temperaturkoeffizient. 
Derselbe  ist  abhängig  von  der  mateiiellen 
Beschaffenheit  des  Massstabes« 

Ist  der  Massstab  aus  Holz,  so  hängt  seine 
Länge  noch  von  der  augenblicklich  aufge- 
nommenen Wassermenge  ab.  Vergl.  ErkL  20. 
Bei  längeren  Massstäben  ist  femer  die  Durch- 
biegung ein  störender  Fehler. 

Bei  den  Ereisteilungen  ist  die  Temperatur- 
Ausdehnung  ohne  Belang. 


Frage  12.  Welche  Einteilung  ist  bei 
der  Temperatur  üblich? 

Bemerkung.  Man  versäume  nie,  sich  von 
der  Richtigkeit  des  verwendeten  Thermometers 
zu  überzeugen.  Die  gewöhnlich  verkäuflichen 
differieren  oft  um  mehrere  Grade  von  einander« 

£rkL  25.  Diese  Kelation  gilt  bei  Fahren- 
heit  natürlich  nur  für  die  Gradlängen.  Es  ist 
allgemein : 

a?o  C  über  Null  =  32  +  ( -|- j  x  Fahrenheit 


afi  C  unter  Null 
ebenso : 
x^  E  über   Null  = 


X  Fahrenheit 


X  Fahrenheit 


afi  R  unter  Null  =  32  —  [  —  j  x  Fahrenheit 


Antwort.  Die  Temperatur  wird  jetzt  fast 
allgemein  nach  Celsius  (1701—1744)  ge- 
messen. Nach  diesem  wird  der  Gefrierpunkt 
des  Wassers  mit  0  und  der  Siedepunkt  mit 
100  bezeichnet.  Im  gewöhnlichen  Leben 
hält  man  noch  an  der  Reaumur sehen 
(1683—1757)  fest,  die  den  Siedepunkt  des 
Wassers  mit  80  bezeichnet.  Die  minder 
übliche  Skala  von  Fahrenheit  (1686—1740) 
teilt  das  Intervall  zwischen  dem  Gefrier- 
und  Siedepunkte  in  180^  und  bezeichnet  den 
Gefrierpunkt  mit  32,  so  dass  dem  Siede- 
punkte die  Zahl  212  entspricht. 

Man  hat  also  die  Relation: 


also: 


800  Ä  — 

1000  C  = 

-  1800 F 

J2  = 

5 
4 

C  = 

9 
4 

F 

C  — 

4 
5 

R=: 

9 
5" 

F 

F  = 

4 
9 

R  — 

5 
9 

C 

Frage  13.  Welche  sind  die  gebräuch- 
lichsten Teilungen? 

Bemerkung.     Die  duodecimale  Teilung 
ist  ägyptischen  Ursprungs.    Der  Grund  scheint 
in  der  leichten  Teilbarkeit  der  Zahl  12  durc^ 
2,  3,  4,  6  zu  liegen.    Die  sexagesiroale 
Ereisteilung  entstand  auf  Grund  der  leichten 
Teilbarkeit  des  Kreises  in  6  Teile   durch  den 


Antwort.  Die  gebräuchlichsten  Teilungen 
sind  : 

I.  Die  Decimalteilung. 

IL  Die  Duodecimalteilung. 

III.  Die  Sexagesimalteilung. 

Die  Decimalteüang  ist  die  bequemste  und 
allbekannt,  so  dass  sie  nicht  erst  näher  aus- 
einandergesetzt zu  werden  braucht. 


Von  den  Manen. 
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Kadius.  In  der  letzten  Zeit  wird  der  Kreis 
anch  in  400  Teile  geteilt,  jeder  Teil  wieder  in 
100  Unterteile  n.  s.  w.  In  China  war  diese 
Teilung  schon  vor  mehreren  hundert  JeLta&n 
in  Gebrauch.  Als  Euriosum  diöge  angeführt 
werden  eine  Ereisteilnng  vom  Jahre  1570  in 
384  =  6-f-4-f4H-4  Grade,  die  sich  an  einem 
alten  Instrument  in  Eremsmttnster  befindet. 
Die  Teilung  eines  Grades  in  100'  statt  60'  rührt 
Ton  Gellibrand  (1697-1657)  her.  Lagrange 
bemühte  sich  (1783),  die  Decimalteilnng  auch 
beim  Kreise  durchzuführen;  sie  wurde  in  der 
französischen  Revolution  angenommen. 


Die  Duodecimalteilung  war  früher  bei  den 
Längenmassen  brauchbar,  zugleich  in  Ver- 
bindung mit  der  Sexagealmalteilung. 

Beispiel: 

1  Klafter  ==  6  Schuh  (Sexagesimal) 
1  Schuh    =  12  Zoll  (Duodecimal) 

Bei  der  Ereisteilung  ist  die  Sexagesimal- 
teilung  bis  heute  im  Gebrauch: 

Umfang  6-60'> 
10  =  600 


1'  =  60" 

Eine  Mischung  der  Decimalteilnng  mit 
der  Sexagesimalen  und  der  Dnodeclmalen 
stellt  die  französische  Toise  dar. 


1  Toise 
1  Fuss 
1  ZoU 
1  Linie 


6  Fuss 
12  Zoll 
12  Linien 
10  Teilen. 


Frage  14.    Was  versteht  man  unter 
Bogenmass? 


Bemerlnng«    Man  hat: 
1800 


n 


=  570  2957795  =  67«  17'  44"  806 

=  206264-806 
log  206264-806  =  6-31442514 
1 


log 


=  4-68557486-10 


206264-806 
Femer  ist: 

10  =  0-01745329262  r 
1'  =  0-000290888209  r 
1"  =  0*000004848137  r 


Bemerkung«    Es  ist  auch: 
sin  {«  +  /5)  =  sin  «  cos  /J  +  cos  a  sin  ß 
also  wenn  ß  sehr  klein  ist: 

sind  a  und  ß  klein,  dann  wird: 

Bin  («  ± /»)  =  Bin  «  ±  sin /»  = -^1^ 
Analog  ist: 


tg(«±Ä  =  tg«  +  tg/S 


Antwort.  Unter  dem  Bogenmass  ver- 
steht  man  jenes  Mass,  welches  die  Länge 
des  Bogens  angibt  für  Badius  =  1.  Ist  näm- 
lich ein  Bogen  in  Gradmass  gegeben,  so  ist 
damit  nur  der  ihn  angebende  Winkel  be- 
stimmt, nicht  aber  seine  Länge.  Um  diese 
zu  erhalten,  benötigt  man  noch  des  Badius. 
Sei  (jp^  der  Bogen  im  Gradmass  und  <p  im 
Bogenmass,  so  ist: 

(f:2rn  =  <y)0:360'> 

wobei  r  den  Badius  bezeichnet.    Also: 

^        3600     ^"'^        1800 

Setzt  man  r  ==  1 ,  so  wird  q)  =  (Pt  und 
man  erhält: 

^»  =  l8Öö-^ 

also  wenn  man  die  vorstehenden  Gleichungen 
durch  einander  dividiert: 


analog  wird: 


1800 


yO  =z  - 


TT 


(pr 


Ist  der  Winkel  <p  sehr  klein  (begnügt 
man  sich  mit  einer  Genauigkeit  bis  zur 
6.  Decimalstelle,  so  kann  go  bis  30'  betragen), 
so  gelten  folgende  Sätze: 

sin<^  =  (/)"»sin  1" 
\jg(p  :=z  (f"  sin  1" 

cos  (y)  =  1 


Also  auch: 


.*i 


(f,    = 


sm(/^ 
sin  1" 


tg  1" 
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oder  wenn  man: 

1 


sin  1" 


=  206265 


8etet: 


9"  =  206266  ain  9 
^^*  =206365- 


5.  lieber  die  Zeichnungsmasse. 

Frage  15.    Was  versteht  man  anter 
einem  verjüngten  Bilde?  Antwort.     Werken   die   Langenauadeh- 

nongen  einer  Figar  nicht  in  ihrer  wahren 
LSnge,  sondern  so  aot'getragen ,  dass  man 
von  jeder  Länge  nnr  einen  bestimmten  ali- 
quoten Teil  nimmt,  so  entsteht  ein  ver- 
jüngtes Bild,  d.  h.  ein  verkleinertes  nnd 
ähnliches  Bild  der  wahren  Figur. 


Frage  16.    Was  versteht  man  unter 
dem  Verjüngungsverhältnis?  Antwort,    unter  dem  Verjöngungs- 

Verhältnis  wird  jene  Zahl  verstanden, 
welche  angibt,  der  wievielte  TeU  jede  Linie 
der  Zeichnung  von  der  entsprechenden  Linie 
der  Natur  ist. 

Wird  z.  B.  eine  Länge  von  10  m  durch 
einen  Decimeter  in  der  Karte  verzeiohnet, 
so  wird,  da  10  m  =  100  dem,  das  Verjän- 
gungsverhältnis  1 :  100  sein.  Wird  1  Klafter 
gleich  gemacht  1  ZoÜ,  so  ist  das  Verjdn- 
gungsverhältnis  1:72  etc. 


Frage  17.    Welche  sind  die  Hilfs- 
mittel,  nm  gemessene  Längen  in  ihrem 

verjüngten  Massstabe  schnell  angeben       Antwort.  Um  gemessene  Längen  in  ihrem 
zu  können?  verjüngten  Hassstabe  schnell  abnehmen  zn 

können,  bedient  man  sich  der  sogenannten 
verjüngten  oder  Verjttngnngsmass- 
stäbe. 


Frage  18.    Wie  wird  ein  verjüngter       AtrtUd'Afrt*  eiu 

Massstab    angefertigt?  onlMiAn       v<»ri«n<rtAn       MaeoBfoha       Aa^nthnr, 


solchen    verjüngt^    Massstabs    darzuthnn, 
wollen  wir  einige  spezielle  Beispiele  nehmen. 

1)  Es  soll  ein  Metermassdtab  im  Ver- 
hältnis von  1 :  1000  angefertigt  werden. 

-Tqöö  ^^^^  Meters  ist  aber  1  mm.    Also 

ist  der  Millimetermassstab  der  verlangte. 

2)  Es  wird  im  Verhältnis  von  1 :  2880 
gearbeitet,  so  dass  40  Klafter  gleich  1  Zoll 
eines  Massstabs  sind.  Dann  entspricht  eine 
jede  2,5  Zoll  lange  Linie  100  Kh&ftem  der 
Wirklichkeit. 


Ueber  die  Zeichnangsmasse. 
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Frage  19.     Was 

versalmassstab? 


ist  ein  Trans- 


Bemerkungr«  Der  Erfinder  des  Transversal- 
massstabs  ist  unbekannt.  Nach  Th.  Digges 
^Alae  sen  scalae  mathematicae''  Londini  1573 
waren  sie  schon  seit  dem  Anfang  des  16.  Jahr- 
hunderts in  England  gebräuchlich.  Tyge  Brahe 
wandte  die  Transversalteilung  auch  bei  der 
Kreisteilung  an. 

Veigl.  auch  Sachs,  Lehrbuch  der  Planimetrie, 
VI.  Teil,  Seite  23. 


Antwort  Der  Transversalmassstäb  ist 
eine  Modifikation  des  gewöhnlichen  Mass- 
stabs,  welche  daza  dient,  kleinere  Massteile 
noch  abzumessen,  als  die  unmittelbare  Tei- 
lung des  verwendeten  Ifassstabs  selbst  an- 
gibt. Sein  Aussehen  und  seine  Verwendung 
gibt  die  Figur  15. 

Man  trägt,  um  einen  solchen  zu  konstruieren, 

die  100  fache  Längeneinheit  (also  2-^   Zoll 

im  letzten  Beispiel)  einigemal  auf  (d.  h.  ^^ 
4  mal  bis  E  in  der  Figur  15).  Die  erste 
Abteilung  (A  B)  teilt  man  in  10  Teile.  Femer 
werden  parallel  zn  ^^  im  Abstände  eines 
Teiles  10  Linien  gezogen  und  in  den  End- 
punkten der  100  fachen  Teile  senkrechte  auf 
ÄE  errichtet  {AD,  BC-"),  Auch  die 
oberste  dieser  Linien  wird  im  ersten  Inter- 
valle (d.  h.  2>C)  in  zehn  Teile  geteilt  und 
diese  Teilungspunkte  schräg  mit  den  Tei- 
langspunkten  der  untersten  Linie  verbunden. 
In  dem  Dreiecke  9,  10,  D  besitzen  die 
Parallelen  nacheinander  die  Werte: 

1;  0,9;  0,8;  0,7;  0,6;  0,5;  0,4; 
0,3;  0,2;  0,1; 
dai'nach  ergibt  sich  die  Anwendung. 

Die  Länge  MN  =  36,3. 


Figur  15. 
M 


ÄL 


JL 


To 


f 


-M 


6.  Anfgaben  ttber  die  Masse. 

Aufgabe  14.  Es  sind  12  Fuss  7  Zoll 
(wfirttembergisches  Mass)  in  Metermass 

zu  verwandeln.  Auflösung.    Es  ist  ein  württembergischer 

Fuss  gleich  0  -  286  ul    Ferner  ist  ein  Zoll 

Hilfsrechunng.  gleich  -^  Fuss,  also  gleich: 

7  144  +  7         151  1    ^^  ^_        0-286  _ 

12  =  -12—  =  -12"  i2-X0-286  =  ^^  m 


Es  ist: 
12  + 


1 


24 

also  wird: 

0286X151 
1430 

286 

43.186:12 
71 
118 
106 


VermessiiDgskande. 


Wir  haben  also  die  Beziehung : 

x=:  12X0-286 +  7X^'^^ 


12 


=  3-599  nahezu 


oder: 


«  =  (l2  +  ^)X0-286 


woraus  (siehe  Hilfsrechnnng): 

X  =  3,599  m 


Aufgabe  15.  150  Joch  and  1275 
Quadratklafter  österreichisches  Mass  in 
Metermass,  d.  h.  Hektare,  Are  und 
Quadratmeter  zu  verwandeln. 


Hilfsreohnang  1« 

150  X 1600 
80000 
240000' 

Hilfsrechnnng  2« 

log241275  =  5*3825128 
log  3.59666  =  0-5658983 
log  Summe    5-9384106 
Zahl  hierzu  86*7782 


Auflösung.    Es  ist: 

1  Joch  =  1600  : :  Klafter 
und 

1  1]  Klafter  =  3,59665  qm 

Damach  sind: 

150  Joch  und  1273  'Z  Klafter 

firleich : 

(150-1600  -f- 1275)  U  Klafter 

d.  h.  (vergleiche  Hilfsrechnung  1): 

241275  I]  Klafter 

und  demnach: 

241276X3,59666  qm 

oder  (siehe  Hilfsrechnung  2): 

86,7782  qm 
d.  h.: 

86  ha  77  a  82  qm 


Anfgabe  16.  Wieviel  sind  23  Fuss 
7  Zoll  mecklenburgisches  Mass  ausge- 
drückt in  Fuss  und  Zoll  preussisches 
Mass?  (Von  Linien  soll  abgesehen 
werden.) 


Hilfsrechnung« 

7:12  =  0-583 
100 
40 

log  23,588  =  1-37260 
log  314  =  2-49693 


Summe  ^  3-86953 
—  log  291  :=  2-46389 
logo;  =  1-40564 
Zahl  hierzu     25-447 


Auflösung.    Es  ist: 
1  mecklenhurgischer  Fuss  =  0,291  m 
und  nach  Seite  19,  Zeile  11: 

1  preussischer  Fuss  =  0,814  m 
also  verhält  sich: 
1  mecklenh.  Fuss  :  1  preuss.  Fuss  =  291 :  314 

23  Fuss  7  Zoll  sind  aber  (vergleiche  Hilfs- 
rechnung) : 

23  +  -:r^  Fuss  =  23,588  Fuss 
Wir  haben  also  die  Proportion: 

23,583  : «  =  291 :  314 
woraus : 

^  ^3^683Xj3li  _  25  447 

folgt.  Wir  haben  also  25  Fuss  und  0,447  Fuss. 
Nun  ist  1  Zoll  =  -^  Fuss,  also  wird  0,447 

Fuss  gleich  sein: 

0,447  X 12  Zoll  =  5,364  Zoll 
Wir  haben  also: 

23  Fuss  7  Zoll  mecklenburgisch 
und  nahezu  gleich: 

25  Fuss  5  Zoll  preussisch.  ^ 


Angaben  über  die  Masse. 
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Anfgabe  17.  Auf  einer  Karte,  deren 
Massstab  unbekannt  ist,  findet  man  eine 
Länge  zu  321  wflrttembergisch  Fuss 
angegeben.  Dieselbe  Länge  mit  einem 
Metermassstab  gemessen,  ergab  0,237 
Meter.  In  welchem  Massstab  war  die 
Karte  gezeichnet? 

HUferechnimg  1. 

0286X321 
572 

858 


91-806 


HUfsrechnangr  2. 

log  0,237  =  9.37475 
log  91  »806  =  1.96287 
2.58812 
Zahl  dazu      387- •• 


Auflösung.  Es  ist  klar,  dass  wir  zunächst 
das  württembergische  Mass  in  Metermass 
verwandeln  müssen. 

Es  ist: 
1  württembergischer  Fuss  =:  0,286  m 
also: 

321  württembergische  Fuss  =  321X0-286  m 

=  9,1806  m 

Nun  verhält  sich  diese  Länge  zu  der  ge- 
fundenen 0,237,  sowie  die  Masseinheit  zum 
Massstahe  der  Karte,  also  wird: 

0,237  1 


Hassstab  = 


91,806  ""  387 


Aufgabe  18.  Auf  einer  alten  Karte, 
die  im  Massstab  von  1 :  100  gezeichnet 
war,  beträgt  nnn  die  von  5  m  abgenom- 
mene Länge  6,2  dem.  In  welchem  Mass- 
stab erscheint  nun  die  Karte  gezeichnet? 


£rkL  26.  Die  hygroskopischen  Eigenschaften 
des  Papiers  bedingen  eine  stetige  Veränderung 
des  Massstabs  einer  gezeichneten  Karte.  Es 
ist  daher  wichtig,  sich  jedesmal  von  dem  angen- 
blicklichen  Massstabe  zu  überzeugen.  Oft  ist 
dieser  Papiereingang  an  eine  bestimmte  Rich- 
tung gebunden.  Alsdann  sind  in  dieser  Bich» 
tung  die  Längen  proportional  zu  nehmen.  So 
z.  B.  mttssen  im  nebenstehenden  Falle  alle 
Längen  um  40/0  vergrössert  werden. 


Auflösung.  Wir  haben  offenbar  eine 
Proportion,  wenn  x  den  gesuchten  Massstab 
bezeichnet: 

a?:100  =  5.2:5 

denn  die  Länge  von  5  m  sollte  auf  der  Karte 
-T-^  m,  d.  h.  5  dem  betragen.    Aus  diesem 

folgt: 

100.5.2 

so  = ^ —  =  20.5.2  =  104 

5 

Die  Karte  erscheint  demnach  nun  im  Mass- 
stabe von  1 :  104  gezeichnet. 


Anfjgabe  19.  Auf  einer  Karte  ist 
ein  Rechteck  verzeichnet  und  sein  Inhalt 
mit  a-b,  d.  h.  dnrch  das  Produkt  aus 
Grundlinie  und  Höhe  gegeben.  Der 
Massstab  der  Karte  ist  1 :  m.  Die  wirk- 
liche Messung  ergibt  aber  für  a  die  Auflösung.  War  die  Karte  im  Massstab 
Länge  a  —  /Sa  und  für  h  die  Länge  1 : fn  gezeichnet,  dann  müsste : 
ß  —  A/?.     Wie    gross  ist  der  Papier-  a=^ina,    h=zmß 

eingang   nach  diesen  Richtungen    und  da  aber: 
wie  gross  muss  eine  andere  Fläche,  die  a  zu  w  («  —  a  «) 

C'd  sein  sollte,  eingezeichnet  werden?  hznm(ß  —  /s,ß) 

gefanden  wurde,  so  muss: 

a  =z  nt*a  =  m(a  —  A«) 

sein,  also  ist  der  Massstab  der  Bichtnng: 


a 


m'  = 


ma 


«  — A« 
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QBd  Jener  der  Biobtoog: 

d . . .  m"  =  — — ^^— - 

ß  —  Z^ß 

oder  weno  man  nun  die  ersten  Potenzen  von 
l^ß  berfickdchtigt: 


m"  =  m  -|-  m 


n 

Aß 


ß 

.  ^,    »p.     T.    .     1^  1        1.  «^  ^        ^  ,        ^^  Papiereingang  ist  also  in  der  Richtung 
Erkl,  27.    Es  ist  bekanntlich  für  a?  <  1 :      von  a  gleich : 


=  1  +  «  +  a?«  + 


m 


1  — ar 

also  wenn  a?«  und  die  höheren  Potenaen  nicht  und  in  der  Richtung  von  b  gleich: 
beachtet  werden»  genfthert:  .  ^ 

1  .  m^'' 


=  1  +  ar  ^ 


demnach:  ^      *  ®*"®  Fläche  cd  sollte  för: 


«  — A«       1—-^ 


g  \  a   /       mit  /d  gezeichnet  werden.    Nun  mnss  man 

a  aber  statt  m  in  der  Richtung  von  c,  m'  und 

und  statt  m  in  der  Richtung  von  </,   m*' 
nehmen.    Man  hat  daher  zu  suchen: 

e  Ä  mV,    d  =  m"<r' 
also: 


— ; 

m' 
m" 

= 

c 

m  + 

m 

d 

A« 

a 

V 

m  + 

m 

Aß 

und  die  Flftche  mit  y'-ö*  zu  zeichnen. 


7.  Ueber  den  Nonius. 

Frage  20.    Welche  sind  die  Mittel 
zur  Messung  sehr  kleiner  Grössen?  Antwort     Zur   Messung    sehr    kleiner 

Grössen  dienen  der  Nonius,  der  Messkeil 

Erkl.  28.    Auch  das  Mikrometer  ist  hieher  und  die  Mikrometerschraube, 
zu  rechnen,  da  es  aber  vorzugsweise  bei  den 
Kreisinstrumenten  im  Gebrauche  ist,  so  wird  es 
auch  im  Anschluss  an  jene  besprochen. 


Frage  21.    Was  ist  ein  Nonius? 

Antwort  Der  Nonius  ist  ein  an  einem 
grösseren  Massstab  leicht  verschiebbares  Mass- 
Erkl.  29.  Der  Name  „Nonius«  stammt  von  gtäbchen,  welches  so  geteüt  ist,  dass  n  Teüe 
dem  Portugiesen  Pero  Nunez  (Petrus  Nomus)  desselben  gleich  sind  n  ±  1  Teilen  des 
her,  der  zum  erstenmal  bei  den  Kreisteilungen  ^^  „„♦„v„  ®  •„^i^u^«.  ^^«xr^««,,«  ^\.'a^ 
ein;  fthnüche  Vorrichtung  anwandte  (1542).  Massstabs,  zu  welchem  der  Nonius  gehört 
Die  jetzige  Gestalt  des  Nonius  rührt  von  Peter  ^^^  <"«  Länge  von  n  +  1  Teü  des  Mass- 
Wemer,  einem  niederländischen  Schlosshaupt-  Btabs  beim  Nonius  in  n  Teile  geteilt,  so 
mann  her  (1631)  daher  der  Name  Vemier.  spricht  man  vom  vortragenden  oder  vor- 

Petrus Nonius,  geboren  1492  zu  Alcacar  läufigen  Nonius;  sind  dagegen  «  —  1  Teile 
do  Sal,  gestorben  1677  zu  Coimbra,  Professor  des  Massstabs  gleich   n  Teilen  des  Nonius, 
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daselbst.     Scbrieb  „Opera  mathematica'' ,  „De  so  bat  man  einen  nachtragenden  oder  riick- 
crepnseolis  Liber  nnns''  etc.  läufigen  Nonlas  vor  sieb. 

Vernier  Pierre,  geboren  1580  zu  Omans 
(Besaa^on),  gestorben  1686  ebendaselbst,  General- 
direktor der  Münzen. 


Frage  22.     Wie  wird  der  Nonius 
gebraucht?  Antwort.    Da  der  nachtragende  Nonius 

entsteht,  wenn  man  n — 1  Teile  des  Mass- 
stabs in  n  Teile  des  Nonius  zerlegt,  so  ist 
zunächst  klar,  dass  ein-Noniusteil  zu  einem 
Teile  des  Massstabs  sich  verhalten  wird  wie 
n  —  1  zu  n,  es  wird  daher: 

Noniusteil    _     n  —  1 
Massstabteil  n 

Man  hat  demnach  die  Beziehung  : 

Noniusteil  =  Massstabteil Massstabteil. 

n 

Daraus  folgt  weiter  die  Beziehung: 

Massstabteil  —  Noniusteil  =  —  Massstabteil 

n 

und  auch: 

HC 

X  Massstab  teile  —  x  Nonius  teile  =  —  Massstab  teile. 

n 

Analog  gilt  für  den  vortragenden  Nonius 
die  Beziehung: 

X 

X  Massstabteile  — o;  Noniusteile  = Massstabteile. 

n 


Erkl.  80.    Aus: 

Noniusteil 


«  — 1 


n 


Massstabteii 
folgt: 

Noniusteil  =  Massstabteil 

oder: 

Noniusteil  —  Massstabteil 

=  Massstabteil 


n— 1 


n 


"(^-0 


=  Massstabteil 


n —  1  —  n 


oder: 


Noniusteil  =  Massstabteil Massstabteil. 

n 


Nun  nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  Länge 
l  gemessen  und  gefunden,  dass  dieselbe  gleich 
ist  (vergleiche  Figur  16)  5^  Teilen  des  Mass- 
stabs weniger  z  Teilen  des  Nonins,  also: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 
wie  folgt: 

/  =  (y  —  «)  Jf  +  «(3f  —  i^) 

Nun  ist  für  den  nachtragenden  Nonins: 
Jf— J^  =  — Jtf 

n 

und  für  den  vortragenden: 

M  —  N=  —  —  Jf 

n 

demnach  wird: 


Figur  16. 


^uUpunkl 


oder: 


V 


4 


J L 


Massstab 


u 


U-hi 


^ 


—  n 


/  =  (y-.±^)3f 


4 


^  z  3 


1    J/bniius 
Mdlpunki 


Hier  gilt  das  -|-  Zeichen,  wenn  der  Nonius 
ein  nachtragender  ist,  das  —  Zeichen,  wenn 
der  Nonins  ein  vortragender  ist. 

Um  daher  eine  Länge  zu  messen,  bringe 
man  den  Anfangspunkt  des  Massstabs  an 
das  eine  Ende  derselben  und  den  Anfangs- 
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VenneagangskiiBde. 


t 


Figar  17. 


Massstab 


LA 


U     U-hi 

_J I 


^ 


I  I  I  1  I 


JTonius'^ 


s  Z  1 


Erkl.  81.  Der  Buchstabe  M  ist  der  Kurse 
halber  für  den  Massstab-,  N  für  den  Noninsteil 
gebraucht. 

Ans: 

folgt : 

l  —  yM—zM+zM  -  zN 
also  * 

1=.  M(y-z)-^z{M—N) 


ErU.  82.  Die  im  Gebrauch  vorkommenden 
Nonien  sind  zumeist  nachtragende.  Der  vor- 
tragende Nonius  kommt  höchst  selten  vor.  Nach- 
tragende Nonien  sind  auf  den  ersten  Blick  da- 
raus zu  erkennen,  dass  sie  mit  dem  Massstabe 
gleichlaufende  Zählung  haben,  während  sie  bei 
den  vortragenden  dem  Massstabe  entgegen- 
gesetzt laufen. 


ErkL  88.  Der  unterschied  zwischen  einem 
Massstab  und  Noniusteil  nennt  man  die  rt^^' 
gäbe  des  Nonius'^. 


^uUpun 


punkt  des  Nooius  auf  das  andere  und  sehe 
nach,  welcher  Noninsteil  mit  dem  Massstab- 
teil zusammenfällt.  Aus  der  obigen  Formel 
folgt  dann  die  Länge,  ausgedrückt  in  Teile 
des  Massstabes. 

Der  Gebrauch  dieser  Formel  ist  aber  für 
die  Praxis  nicht  vorteilhaft.  Man  pflegt 
anders  zu  verfahren. 

Man  sucht  vielmehr  deqjenigen  Punkt  u, 
der  dem  Nullpunkt  des  Nonius  zunächst  Hegt 
(vergl.  Figur  16).    Sodann  ist  offenbar: 

l  =■  uM-\-  der  Entfernung  zwischen  dem 
Punkte  u  und  dem  Nullpunkte  des  Nonius. 

Oder  für  die  Figur  17: 

l  =  uM -{-  Entfernung  zwischen  dem 
Punkte  u  und  dem  Endpunkte  des  Nonius. 

Im  ersten  Falle  ist  diese  Entfernung  gleich : 

(Jf  —  u)M—z^' 

im  letzteren  dagegen: 

Nun  ist  aber  offenbar: 

also  haben  wir  für  den  ersten  Fall: 

z(M—  N) 
und  für  den  zweiten: 

z^M+y) 

Nun  ist  für  den  nachtragenden  Nonius: 

n 

und  für  den  vortragenden: 


N-'M=  — 


n 


Wählen  wir  also  die  Darstellang  der 
Figur  17  für  die  vortragenden,  jene  der 
Figur  16  für  die  nachtragenden  Nonien,  so 
haben  wir  in  beiden  Fällen: 


Erkl.  84.  Es  wurde  hier  vorausgesetzt, 
dass  ein  NoniusteU  mit  einem  Massstab  teil  zu- 
zusammenföllt ;  dieses  ist  in  der  Regel  nicht 
der  Fall.  Dann  nimmt  man  den  am  meisten 
zusammenfallenden  Strich.  Die  neueren  Instru- 
mente sind  indessen  so  fein  geteilt,  dass  oft 
mehrere  Striche  zusammenzufallen  scheinen.  In 


Entfernung  =z  z- 


M 


n 


SO  dass  also  für  alle  Fälle: 

M 


l=uM+z 


n 


Hieraus  folgt  die  Hegel:   Man  liest  zu- 
nächst   den,    dem    Nullpunkte   des    Nonins 
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fiesem  Falle  nimmt  man  immer  den  mittleren,  vorangehenden  Teilstrich  ab  and  vermehrt 
Man  vergleiche  anch  Figur  18  dieses  Werkes,  diese  Länge  um  soviel  Nonien-Betrag ,  als 

der  nächste  mit  dem  Massstabpnnkte  zu- 
sammenfallende Nonienteil  angibt  (vergleiche 
Erkl.  34  und  37  und  Fignr  18). 

Figur  18. 


8.  Anfgaben  über  Nonien. 

Aufgabe  20.  An  einem  Nonius  sind 
11  Teile  12  Teilen  des  Massstabs  gleich. 
Was  ist  das  fttr  ein  Nonius  und  wie  die 
Angabe  des  Nonius? 


Erkl.  S5.    Vortragend  auch  deswegen,  weil 
ein  Noniusteil  grösser  als  der  liassstabteil. 


Auflösung.  Da  11  Teile  des  Nonias 
gleich  sind  1 1  -|- 1  Teilen  des  Massstabs,  so 
ist  der  Nonius  nach  Frage  22  ein  vor- 
tragender. 

Da  femer: 

123f  =  UN 

so  wird: 
also: 

Daher  betrugt  die  Angabe  des  Nonius 
-|Y  eines  Massstabteiles. 


Aufgabe  21.  Wie  gross  ist  der 
Unterschied  zwischen  7  Teilen  des  No- 
nius und  des  Massstabs  beim  vorher- 
gehenden Nonius? 


Antwort.    Da : 


11 


ist,  so  wird: 


IN'-lM^-j^M 
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d.  h,  der  Unterschied  beträgt  -rr-  eines  Mass- 
stabteiles. 


Aufgabe  22.    Es  soll  ein  nachtra- 
gender Nonius  zu  einer  MiUimeterteilong 

verfertigt  werden,  der  -j^  eines  Milli- 
meters angeben  würde.  Wie  ist  dieses 
zu  machen? 


Erkl.  86.    Es  ist: 


also: 


woraus : 


10 


3f-iS^=--^-3f 


M^^M  =  N 


^-10^=1^=^ 


Antwort.    Wir  haben  allgemein  für  den 
nachtragenden  Nonius: 

n 
oder: 

n 
nun  soll  die  Angabe  gleich  -y^  sein,  dem- 
nach wird:  . 

M—N  =  -ArM 


Hieraus  folgt: 


10 


9 


folgt.     Durch  beiderseitige  Multiplikation  mit 
10  ergibt  sich: 

9M=  ION 


oder: 

Af9  =  NIO 

Es  müssen  daher  9  Teile  des  Massstabs 
gleich  10  Teilen  des  Nonias  gemacht  werden. 
Vergl.  Erkl.  36. 


Aufgabe  23.    Wenn  der  verlangte 
Nonius  der  vorhergehenden  Aufgabe  ein        Antwort.     Für  den  vortragenden  wäre 
vortragender    sein    sollte,   wie   mtisste  offenbar: 
dann  die  Teilung  aussehen?  «^     at  1  i# 

also: 

lljtf=  10^ 
d.  h.   11   Massstabteile    mässten  gleich   10 
Noniusteilen  gemacht  werden. 


Figur  19. 
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Aufgabe  24.    Ist  der  Nonius   der 
FigOT   18    ein    vortragender    oder    ein       Antwort     Durch  Abmessung  mit  dem 
nachtragender  und  wie  viel  betragt  die  z\x\.€i  überzeugt  man  sich,  dass  10  Mass- 
Ablesung?  stabteile  =  11  Teilen  des  Nonius,  auch  lehrt 

der  Anblick,  dass  die  Noniusteile  kleiner 
sind  als  die  Massstabteile,  demnach  ist  es 
ein  vortragender  Nonius. 

Femer  sehen  wir,  dass  die  Länge  /  nur 
bis  zum  Teil  22  des  Massstabs  geht,  und 
dass  der  7.  Teil  des  Massstabs  mit  dem 
5.  Teil  des  Nonius  zusammenfällt. 
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Die  Angabe  des  Nonius  ist  also: 


gleich  -;rr  eines  Massstabteiles. 


10 


Da  nnn  der  5.  Strich  des  Nonios  mit  dem 
7.  Strich  des  Massstabs  znsammenfSlit ,  so 
wird: 


Figur  20. 
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Aufgabe  25.   Man  bestimme  die  Art 
des  Nonius  und  die  Ablesung  an  der       Auflötung.    Der  Nonius  ist  ein  nach- 
vorstehenden tigur  20.  tragender  und  die  Ablesung  lautet: 

Die  genaue  Diskussion  bleibt  dem  Leser 
überlassen. 


Aufgabe  26.  An  einem  Winkel- 
instrament  ist  ein  Nonius  angebracht, 
der  entgegengesetzt  der  Teilung  (die 
20'  zu  20'  geht)  beziffert  ist  Der  Nonius 
ist  so  beschaffen ;  dass  seine  20  Teile 
gleich  6^  20'  sind.  Es  soll  die  Angabe 
des  Nonius  berechnet  werden. 


AuflSsung.  Da  20  Teile  des  Nonins 
gleich  6^  20'  also  380'  sind,  so  ist  der 
Wert  eines  Teiles  gleich: 

20    -^^ 

Der  Massstahteil  beträgt  aber  20',  also 
ist  die  Angabe  des  Nonins  gleich: 

20'  — 19'  =  1' 

d.  h.  mit  Hilfe  des  Nonius  können  an  diesem 
Instrumente  einzelne  Minuten  abgelesen 
werden. 


Aufgabe  27.  An  dem  soeben  be- 
sprochenen Instrumente  wuM^^^^  ^^^^     D^  ^,  ^„g^l,^  ^3g  Nonius 

bestimmt.     Der   Nullpunkt   des  Nonius  gleich  i'  ist,  so  ist  der  gewonnene  Winkel 

steht  zwischen:  gleich: 

270  20'  270  20'  + 8-1' 

und:  d.  h.: 

270  40'  270  28' 

Femer  sieht  maU;  dass  der  S.Strich 
des  Nonius  mit  dem  30^-Strich  überein- 
stimmt Welches  war  der  eingestellte 
Winkel? 
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VennessnngskiDmde. 


Aufgabe  28.  Man  gebe  den  allge- 
meinen Gang,  den  man  beim  Ablesen 
eines  Ereisinstrumentes  mit  Nonins  za 
befolgen  hat,  an. 

ErkL  87.  Es  kann  vorkommen,  das8  kein 
Strich  des  Nonins  vollkommen  mit  einem  Strich 
des  Bfassstabes  zusammenfällt,  sondern  dass  es 
zwei  zu  sein  scheinen.  Dann  untersucht  man, 
ob  zu  beiden  Seiten  der  vermuteten  Treffpunkte 
zwischen  den  gleich  wievielten  Teilstrichen 
gleiche  Abstände  auftreten.  Ist  dieses  der  Fall, 
so  nimmt  man  einen  Teil  Mitte  der  Lesung  an. 
(Z.  B.  hätte  man  bei  der  vorhergebenden  Auf- 
gabe i^efnnden,  dass  entweder  der  8.  oder  der 
9.  Strich  des  Nonius  mit  einem  £reisteilung8- 
Btrich  übereinstimmt,  so  wäre  die  Lesung  8,6 
also  der  Winkel: 

270  28' 6) 

Wenn  nicht,  so  entscheidet  man  sich  für  jenen 
Teil,  dem  kleinere  Abstände  folgen  oder  voran- 
gehen. 


Auflösung.  Mao  bringt  zunächst  den 
Nullpunkt  des  Nonius  auf  den  Nullpunkt  der 
Ereisteilung.  Es  wird  dann  ein  Strich 
des  Nonius  mit  einem  solchen  der  Kreis- 
teilung übereinstimmen.  Hierauf  sieht  man, 
wieviel  Noniusteile  wlevielen  Kreisteilungs- 
teilen entsprechen,  und  berechnet  hieraus  die 
Angabe  des  Nonius. 

Ist  sodann  ein  Winkel  abzulesen,  so  wird 
zu  der  dem  Nullpunkte  des  Nonius  voran- 
gehenden Kreisteillesung  so  oftmals  die  An- 
gabe des  Nonius  hinzugefügt,  als  deijenige 
Noniusteil  anzeigt,  welcher  mit  einem  Kreis- 
teilungsteil übereinstimmt.    VergL  Erkl.  37. 


9.  Ungelöste  Aufgabe. 

Man  bestimme  an  nachfolgenden  Nonien  (vergl.  Figur  21  und  22)  die  Ablesung 
und  die  Art  des  Nonius. 

Figur  22. 


Figur  21. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^*  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDitten  und  gat  brochiert»  um- den  sofortigen  und  danern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis «^  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

G).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  \Yissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fiir  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeiehnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Mit  27  Figaren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

f      ~  nebst  AnMngen  nnplöster  Anfg^en,  für  den  Scbnl-  &  Selbstunterricht  - 

I  mit 

I  iDgabe  nnd  EntwicUimg  der  benotzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erl&utert  durch 

yiele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

I  der  Beehenkansty  der  oiederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aas  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nautik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie ;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflcken-  u.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell*  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstrnktlonen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,    zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolpb  Kleyer, 

Mathematiker,  rereidetor  kOnigl.  prouBS.  Feldmesser ,   vereideter  grosih.  hesgischer  <3eometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

i  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Vermes^s^nngfiskniide 

(Geodäsie.) 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Lüska. 


I  Fortsetzung  von  Heft  1274.  —  Seite  33—48.     Mit  27  Figuren. 

g  Inhalt: 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  l(ann 

Hiirith    ioiIa   RiiAhhanHIiinn   hA7AnAn   WArrip.n. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  älinliihes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dorn  Oesamtgebii^te  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstroktiven  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollstlndig 
greI5ster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benntasten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gprössore  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  von  nngelosten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltsTerzeicIi" 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreJDTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschtilen  I.  und  II«  Ord«,  glelcb- 
berechtigten  höheren  Bflrgerscbnlen,  Privatschnlen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro* 
gymnasien ,  SehuUehrer-  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Baugewerksebuleo, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünirersitäten,  Land«  und  Forst wiaaensebaftsschulen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fflr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SehOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fflr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regf'ln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  tust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fiscberfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägshandluiig. 
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10.  lieber  den  Messkeil  und  die  Messschraube. 


Fra^e  23.   Was  versteht  man  unter 
einem  Messkeil? 


Erkl.  88.  „Die  Erfahrnng  lehrt,  dass  es  für 
genaue  Messungen  gerader  Linien  nicht  gut  ist, 
die  aneinander  su  reihenden  Massstäbe  sich  didit 
berühren  zu  lassen,  weil  dadurch  leicht  eine  Ver- 
sehiebung  des  einen  oder  anderen  bewirkt 
werden  Eann.  Auf  Onmd  dieser  Erfahrung  hat 
Keichenbach  (Georg  von,  geb.  1772  zu  Dur- 
laeh,  gest.  1826  zu  München,  berühmter  Me- 
chaniker) vorgeschlagen :  erstens  die  metallenen 
Massstäbe  an  ihren  Enden  in  scharfe  Kanten 
auslaufen  zu  lassen,  welche  senkrecht  zu  ein- 
ander stehen;  zweitens  diese  Stäbe  bei  der 
Messung  so  in  die  gerade  Linie  zu  legen,  dass 
sich  immer  eine  lotrechte  und  eine  wagrechte 
Kante  gegenüberstehen,  ohne  sich  zu  berühren ; 
und  drittens  den  Abstand  beider  Kanten  durch 
einen  dazwischen  geschobenen  Keil,  dessen  Dicke 
an  jeder  Stelle  bekannt  ist,  zu  messen."  Nach 
dieser  Notiz  von  Bauerfeind  ist  Reichenbach 
der  Erfinder  des  Messkeils. 


Antwort  Unter  einem  Messkeil  versteht 
man  einen  gewöhnlich  aus  Glas  oder  Stahl 
vert*ertigten  Keil,  der  an  seinen  Seitenflächen 
die  seine  Dicke  in  Millimetern  bezeichnende 
Skala  trägt.  Die  Länge  ist  im  Verhältnis  zur 
oberen  Dicke  wie  etwa  10  zu  1.  Die  Ge- 
nauigkeit der  Messung  schwankt  zwischen 
0,1  und  0,01  mm. 

Die  Anwendung  ist  aus  der  Figur  23 
unmittelbar  ersichtlich. 

Figur  23. 


Frage  24.    Wann  wird  der  Mess- 
keil angewandt?  Antwort.     Der   Messkeil    wird   in    der 

Praxis  wohl  sehr  selten  angewandt  und 
nur  dann,  wenn  es  sich  um  sehr  genaue 
Messungen  handelt. 


Frage  25.  Wie  wird  der  Messkeil 
angewandt? 

Erkl.  89.  Was  die  Genauigkeit  anbetrifft, 
die  man  mit  einem  genau  gearbeiteten  Messkeil 
erreichen  kann,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die- 
selbe eine  ziemlich  hohe  ist. 

Wir  können  ja  h  bis  auf  0,2  mm  mit  dem 
blossen  Auge  sicher  schätzen.  Dann  wird,  wenn 
wir  das  nebenstehende  Beispiel  anwenden,  für 
Ä  =  60,2 

^'  =  2,5  +  ^^7,5  =  7,15  mm 

L48ka,  Vennessungsknnde.    I. 


Antwort,  um  die  Anwendung  des  Mess- 
keils am  bequemsten  darzuthun,  wollen  wir 
einen  speziellen  Fall  betrachten.  Ein  Mess- 
keil, dessen  obere  Seite  ==  b  und  dessen 
untere  =  d  (vergl.  Figur  24)  warde  zwi- 
schen zwei  Massstäbe  gelegt  nnd  sank  bis 
zur  Höhe  H  unter. 

Der  Messkeil  habe  femer  die  Länge  h. 
Sodann  besteht  die  Entfernung  der  beiden 
Massstäbe  offenbar  aus  zwei  Teilen.    Einem 
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Vermessungskunde. 


Daraus  sehen  wir,  dass: 

A*  -  A  =  0-015 

so  dass  wir  Abstände  hieraus  bestimmen  können, 
die  um  weniger  als  0,02  mm  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Auch  wenn  man  bloss  auf  0,5  mm  abliest, 
wird: 

^'  —  ^  =  0,0375 

also  jedenfalls  kleiner  als  0,04  mm. 


Teile  x^  welcher  gleich  ist  d  und  einem 
Teile  y^  der  aus  der  Proportion: 

ZU  berechnen  ist;  es  wird  demnach  der  Ab- 
stand gleich: 

War  z.  B.  (/  =  2,5  mm  und  i  =  10  mm, 
ferner  A  =  100  m  und  fT  =  60 mm,  so  wird: 

^  =  2,5  -h  -jöö*'''^  =  7  mm 

Was  nun  die  Prüfung  der  Messkeile  an- 
belangt, 80  ist  zunächst  darauf  zu  sehen,  ob 
die  Ifessflächen  genau  plan  sind  und  zwei- 
tens ob  die  Teilung  richtig  ist.  Die  Richtig- 
keit der  Teilung  kann  durch  Abmessung  mit 
einem  Zirkel  hinreichend  genau  geprüft  wer- 
den. Schwieriger  ist  die  Prüfung  wegen 
Geradheit  der  Flächen.  Man  bedarf  dazu 
einer  plan  parallel  geschlissenen  Glasfläche, 
auf  welche  der  Keil  gelegt  wird.  Indessen 
sind  die  Keile,  von  einer  renommierten  Firma 
bezogeo,  schon  auf  ihre  Richtigkeit  geprüft. 


Frage  26.    Was  ist  eine  Schraube? 


Erkh  40«  Die  Schraube  soll  Arehytas  aus 
Tarent,  ein  Zeitgenosse  von  Plato  (400  vor  Chr.) 
erfanden  haben. 


Erkl«  41«  Wir  nennen  eine  Drehung  Rechts- 
drebung  oder  auch  positive  Drehung,  wenn  sie 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  geschieht.  Im  anderen 
Falle  entsteht  eine  Linksdrehung  oder  eine 
negative  Drehung.  Alle  Schrauben  gehen  bei 
der  Rechtsdrehung  in  den  Instrumenten  teil  hinein. 
Dem  Anziehen  der  Schraube  steht  das  Lüften 
(Oeffnen)  derselben  gegenüber.  Bei  dieser  Defi- 
nition wird  vorausgesetzt,  dass  alle  Drehungen 
vom  Mittelpunkte  des  Schraubenkopfes  aus  ge- 
dacht werden. 


Antwort  Die  Schraube  ist  eine  schiefe 
Ebene,  welche  auf  die  Mantelfläche  eines 
Cjlinders  gewickelt  ist  Man  unterscheidet 
je  nach  der  Verwendung: 

Mikrometerschranben, 

Korrektionsschranben, 

Stellschrauben, 

Klemmschrauben, 

Befestigungsschrauben. 

Eine  jede  Schraube  (vergl.  Figur  25)  be- 
steht aus  einem 

Schraubenkopf  (Z), 
Schraubenkörper  {L\ 
Schraubenmutter  (3f). 

Denkt  man  sich  einen  Schnitt  durch  die 
Mitte  der  Schraube  geführt  (vergl.  Figar  26), 
80  erhält  man  eine  Reihe  von  Dreiecken, 
deren  Basis  i^AB)  die  sogen.  Ganghöhe 
ist  und  deren  Höbe  (CD)  die  Gangtiefe 
darstellt.    Der  Winkel: 

«  =  -^ACB 

stellt  die  Gangform  dar. 

Ist  die  Ganghöhe  gleich  der  Gangtiefe, 

so  ist: 

«  =  630  8' 

Nach  den  Normen  des  ersten  Mechaniker- 
tages vom  Jahre  1889  (vergl.  Zeitschrift  für 
Instrument enkunde  1889,  Novemberheft)  wird 
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dieter  Winkel  aUfremein  zur  Einfflhnuiff  em- 
pfühlen. 

Die  OanghShe  einer  Schraobe  bestimmt 
man  am  einfacliaten  und  fBr  die  gewöhnliche 
Venvendting  hinreichend  genau  dnrch  Anf- 
drflcken  der  Scbranbe  anf  ein  Papier  nnd 
Anlegen  einei  Uassstabes.  Hat  man  ge- 
funden, dass  z.  B.  20  Striche  am  Papier 
=  25  mm  gleichen,  bo  wird  die  OanghOhe 
gleich : 


Frage  27.  In  welcher  Weise  wirkt 
die  Schraube? 


Frage  28.    Was  ist  eine  Mikro- 
meters ch  raube? 


Antwort,  Man  nnterscheidet  zweierlei 
Arten  der  S chraaben Wirkung ,  je  nachdem 
die  Schranbenmutter  tftngs  des  Scliranben- 
gewindes  fest  oder  beweglich  ist  (vergl, 
Figur  27;  A:  die  Schraubenmutter  m  ist 
beweglich,  B:  die  Schranbenmutter  m  Ist 
fest).  Bei  einer  Schraube  mit  fester  Mutter 
(B)  geht  die  Bewegung  des  yerscliiebbaren 
Tf^Ies  im  Sinne  der  Schraubendrehung,  also 
mit  der  Schraube;  ist  die  Mutter  beweglich, 
dann  erfolgt  ihre  Bewegung  gegen  die 
Schraube. 

Hier  interessiert  uns  vorzüglich  die  Hikro- 
meterschranbe ;  von  den  anderen  Schrauben 
wird  dort  die  Rede  sein,  wo  sie  als  Bestand- 
teile eines  luBtrumentes  vorkommen. 


Antwort.  Unter  einer  Mikrometerschranbe 
wird  eine  sehr  fein  gearbeitete  Schraube  ver- 
standen, welche  mit  einem  Uechanismus  ver- 
bunden ist,  der  ihre  Bewegung  an  einer 
Teilung  sichtbar  macht. 

Um  das  Wesen  der  Mikrumeterectaranbe 
klar  za  machen,  betrachten  wir  die  Fignr  38, 
welche  eine  Mikrometerschraube  darstellt,  die 
ZOT  BeBtimmting  von  Drahtstärken  (bis  auf 
0,01  mm  genau)  dient.  Die  Ganghöhe  der 
Schraube  betrttgt  1  mm,  der  Schranbenkopf  A 
iBt  in  eine  lOOteilige  Trommel  umgewandelt. 
Eine  Trommel  Umdrehung  Bchiebt  den  Index  K 
um  1  mm  und  lindert  die  Distanz  i  um 
dieselbe  Grösse.  Der  feste  Index  B  zeigt 
den  jeweiligen  Stand  der  Schraube  an. 

Der  Gebrauch  ist  einfach.  Man  bringt 
den  Gegenstand  zwischen  BB  und  dreht  die 
Trommel  A ,  solange  es  geht.  Darauf  liest 
man  an  der  Teilung  T  die  ganzen  Millimeter 
und  an  derTeilung  der  Trommel  die  Hondertel- 
Millimeter  ab. 


TerBessoBgikiud«. 


Frage  29.   Was  ist  ein  Schraaben< 
mikroskop? 


ErU.  4S.  Die  Schraube  als  Mittel  cur  Ab- 
leauDg  kleiner  OleicliUDgen  wnrde  von  Hooke 
(1665),  einem  beiühmten  Zeitgenoisen  Newtons, 
eingeftlbrt.  Du  Fadenkreuz  wnrde  merat  Ton 
Adrien  Anzont  <f  1691)  in  anagedebnter 
Weise  verwendet.  Seine  ErfindoiiK  giiion  der 
Kitte  des  17.  Jahrhanderts.  Das  Scfaranben- 
DjikToskop  wnide  eegeu  das  Ende  des  voriges 
Jahrhnnderts  von  Ramsden  in  der  gegenwär- 
tigen Form  gefertigt. 

Fignr  30. 


[^^# 


P 


Antwort  Dai  ScfaraabenmikroBkop  Ist 
eine  VerbiDdnDg:  der  Hikrometerscbrautie  mit 
eioem  optiscben  Vergröflsenrngssyatem  (ge- 
wöhnliofa  Hikrometer).  Du  Schnnbfnmikro- 
skop  beetebt  demnach: 

a)  aas  der  Uikrometerrorrichtnog, 

b)  aoB  dem  VergröaaenuigBs;stem. 
Die  MikrometervorrichtBDg  (vgl.  Fig.  29) 

bestebt  aos  einem  beweglichen  Rahmen  ss 
(Schlitten  genannt),  der  mit  einem  Faden  B 
(oder  seltener  mit  einem  FadeakreoE)  ver- 
sehen Ist  Dieser  Schlitten  ist  mittelst  der 
Mikrometers chranbe  T  in  dem  Iiahm«i  R 
beweglich,  welcher  einen  Faden  (o<)er  hün- 
flger  ein  Fadenkreaz)  trflgL  Durch  die 
Hikrometerschranbe  also  wird  im  vorliegen- 
den Falle  die  Fadendlstanz : 

gemessen.  Die  Ffiden  des  Mikrometers  roSssen 
genan  in  die  Bildebene  des  Okalars  fallen. 
Dort  decken  sie  sich  mit  dem  Bilde  des  zu 
messenden  Objektes  (gewöhnlich  Teflnog 
eines  Kreises). 

Um  die  vollen  Umdrehongen  der  Schraube 
zählen  ED  können,  ist  im  Oesicbtsfelde  ein 
Rechen  R  angabracfat.  Dieser  Rechen  ist 
nichts  anderes  als  ein  genan  gearbeiteter 
Schnitt  durch  die  Hitte  der  Schraube.  Die 
Entfernung  zweier  Zahn  spitzen  entspricht 
genau  der  Gan^hOhe  der  Schraube,  also 
dner  vollen  Umdrehnng  der  Schraube  selbst. 
Man  zAhlt  also  die  vollen  Umdrehungen  am 
Redien  und  ihre  aliquoten  Teile  an  der 
Trommel  ab. 

Die  Fignr  SO  zeigt  das  Scbraubenmikro- 
skop  Im  Durchschnitt.  A  ist  das  Okular, 
B  die  Mikrometer  Vorrichtung,  wie  sie  oben 
beschrieben  wurde,  0  das  Objektiv  nnd  S 
ein  Lichtschirm,  welcher  durch  Lichtrefiezion 
die  abzulesende  Teilung  beleuchtet. 


Frage  30.   AVie  g:ebrancht  man  ein 
Schrauben  mikroskop? 


Antwort  Das  Schraabenmikroskop  wird 
wie  folgt  gebraucht.  Man  bestimmt  sich 
zunächst  den  Wert  einer  Trommel  umdrehnng 
in  folgender  Weise :  Angenommen,  das  Mikro- 
skop sei  über  einer  Limbnstellung,  die  von 
10'  zu   10'  geht,  angebracht     Man  bringe 


lieber  das  MeBsen  und  die  Messachraube. 
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Bemerkmiif.  Soll  das  Schranbemnikroskop 
CHT  AoBmesniB^  yoü  Längen  dienen  ^  so  wird 
-eine  in{Sgl]eh8t  genaa  geteilte  Millimeterskala 
in  analoger  Weise  behandelt  Man  mnss  aber, 
da  die  Längenmassstftbe  gewöhnlich  nicht  so 
genau  geteilt  sind  wie  die  Kreisamfönge,  an 
möglichst  vielen  Stellen  die  Untersnchnng 
wiederholen. 


Figur  31. 


Si 


Bemerkung.  Führt  man  eine  derartige 
Untersnchnng  durch  und  swar  an  möglichst  vielen 
Orten  der  Teilung,  die  sich  womöglich  gleich- 
massig  ttber  die  Teilung  erstrecken,  so  stellt  der 
Hittelwert  einen  Pars  (Teil)  der  Trommel  dar. 
Es  muss  nun  angenommen  werden,  dass  weder 
die  Schraube  mathematisch  genau  gearbeitet, 
noch  die  untersuchte  Teilung  fehlerfrei  ist. 

Um  sich  eine  Uebersicht  der  vorhandenen 
Fehler  zu  verschaffen,  bilde  man  die  Differenisen 
der  £incelbestimmungen  gegen  das  Mittel.  Er- 
gibt sich  ein  periodisches  Anwachsen  der  Ab- 
weichungen, dann  müssen  Tafeln  entworfen 
werden,  welche  die  Grösse  der  Fehler  angeben. 

Diese  Tafeln  müssen  bei  genauen  Messungen 
immer  berücksichtigt  werden. 


den  beweglichen  Faden  mit  einem  Teilnngs- 
strich  zur  Koinzidenz  und  lese  den  Stand 
der  Trommel  ab  (Ä).  Hierauf  drehe  man 
die  Trommel  so  lange,  bis  der  bewegliche 
Faden  den  benachbarten  Teilstrich  deckt 
und  lese  wieder  den  Stand  der  Trommel  ab 
{A').  Nehmen  wir  an,  es  seien  n  volle  Um- 
drehungen der  in  100  Teile  geteilten  Trom- 
mel hiezu  notwendig  gewesen,  dann  werden 

«.100  +  (ii'  — ^) 

Trommelpartes  entsprechen  einem  Weg  des 
beweglichen  Fadens  um  10';  wir  haben  also: 

10*      . 
«100  4- (^'  —  ^) 

als  den  Wert  eines  Pars  der  Trommel. 

Dieser  Wert  bleibt  solange  kon- 
stant, solange  die  Entfernungen 
des  Objektivs  und  der  Limbnstei- 
lung  vom  Okular  sich  nicht  ändern. 

Hat  man  einmal  den  Wert  eines  Skalen- 
teiles der  Trommel  bestimmt,  so  wird  das 
Mikroskop  in  folgender  Weise  zur  Ablesung 
gebraucht: 

Hat  man  irgend  ein  Objekt  am  Femrohr 
eingestellt,  so  gibt  der  feste  Faden  im  Mikro- 
skop seine  Richtung  an.  Nehmen  wir  wie 
oben  die  Teilung  von  10'  zu  10'  an«  und 
femer,  dass  die  Figur  31  dem  Mikroskop- 
bilde entspreche.  F  sei  der  feste  Faden. 
Wir  sehen,  dass  die  Richtung: 
>50  10',  aber  <50  20' 

ist.  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  den  Wert 
eines  Trommelpars  zu  1"  gefunden.  Dann 
bringen  wir  den  beweglichen  Faden  zuerst 
mit  dem  Striche  Sy  der  Teilang  zur  Koinzi- 
denz und  lesen  den  Stand  der  Trommel  B^\ 
sodann  bringen  wir  den  beweglichen  Faden 
mit  dem  festen  zur  Koinzidenz  und  lesen 
den  Stand  B  ab;  endlich  bringen  wir  den 
beweglichen  Faden  mit  dem  Striche  8^  zur 
Koinzidenz  und  lesen  den  Stand  ^2  ^^i  ^^^^ 
ist  der  Wert  der  Richtung  gleich: 

5oiO'  +  (JB  — -Bi).l" 

odPT  * 

60  20'  — (B,  — ^).l". 

Dabei  werden  in  den  Differenzen  B^  —  B 
und  B  —  B^  die  etwaigen  Yollnmdrehungen 
der  Schraube  mitgezählt. 


Frage  3L 

mikroskop? 


Was  ist  ein  Schatz- 


Antwort  Wird  «die  Mikrometervorrich- 
tung eines  Schraubenmikroskops  durch  eine 
auf  Qlas  eingeätzte  Teilung  ersetzt,  so  ent- 
steht ein  Schatzmikroskop.  Der  mit  0 
bezeichnete  Strich  der  Olasteilung  (vergl. 
Figur  32)  gibt  die  Visierrichtung  an.  In 
der  Figur  ist  ein  Teil  einer  Teilung  von  10' 
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Fignr  83. 


£ 

c 

B 

A 

10 

o 

0 

l 

9 

ea   10'  ire>eicfaoet  (Striehe  80,  20).     Das 
Intervall  von  10'  wird  darch  die  Glasteflniig 
in  10  Teile   geteilt,    die   gezählt   werden, 
während  man  das  Stock  x  zwischen  0  nnd  30 
abschätzt.    Die  Ablesang  wQrde  lauten: 
30' 0 
+  l'O  (=  OA  in  der  Figur) 
+  0'8  (=«  in  der  Figur) 

31,8',  d.  i.  31'  48" 

Das  Schätzmikroskop  ist  zivar  nicht  so 
genau  wie  das  Schraubenmikroskop,  aber 
man  arbeitet  damit  rasch. 


also: 


Frage  32.   Was  versteht  man  unter 
dem  Abstimmen  eines  Mikroskops? 


Bemerkung.  Es  ist  klar,  dass  die  Abstim- 
mung nur  fttr  ein  bestimmtes  Auge  gilt.  Soll 
daher  ein  Instrument  von  mehreren  Personen 
mit  verschiedener  Sehweite  gebraucht  werden, 
so  muss  dasselbe  fQr  die  normale  Sehweite  ab- 
gestimmt werden,  und  ein  jeder  Beobachter 
muss,  wenn  seine  Sehweite  von  der  normalen 
abweicht,  eine  passende  Brille  tragen. 


Antwort  Es  geschieht,  dass  die  eine 
volle  Schraubenumdrehung  nicht  genau  einem 
Intervall  der  Limbusteilung  entspricht  oder 
dass  die  Olasteilung  des  Schätzmikroskops 
nicht  genau  (0  bis  10)  dem  Intervall  (20 
bis  30)  der  Limbusteilung  gleicht  Man  sagt 
dann,  das  Mikroskop  sei  nicht  ab- 
gestimmt. Um  dasselbe  abzustimmen, 
muss  die  Objektivröhre  gegen  den  Massstab 
passend  verschoben  werden. 

Ist  einmal  die  Abstimmung  gelungen,  dann 
darf  das  Objektiv  nicht  mehr  angerührt  wer- 
den, denn  sonst  geht  die  Abstimmung  ver- 
loren. Man  gebe  daher  seine  Instrumente 
mit  Mikroskopen  niemand  in  die  Hand. 


11.  lieber  die  Libelle. 


Frage  33.   Was  ist  eine  Libelle? 

Figur  38. 


Erkl.  48.  Das  Wort  Libelle  stammt  vom 
lateinischen  libra,  libella  Wage.  Die  Libelle 
des  Altertums  bestand  aus  zwei  kommunizie- 
renden Röhren,  an  welchen  Horizontalmarken 
angebracht  waren  (vergl.  Figur  33). 

Der  Erfinder  der  Böhreniibelle  ist  nach  R. 
Wolf,  Handbuch  der  Astronomie,  Melch.Th^venot, 


Antwort.  Die  Libelle  (Wasser  wage ,  Niveau) 
ist  ein  Instrument,  welches  zur  Bestimmung 
der  horizontalen  Lage  und  zur  Messung  kleiner 
Winkel  dient  und  darauf  beruht,  dass  die 
freien  Flüssigkeitsoberflächen  stets  bestrebt 
sind,  horizontale  Niveaus  zu  bilden  (vergl. 
Erkl.  43). 

Man  unterscheidet  Dosen-  und  Röhren- 
libellen. 


lieber  die  Libelle. 


der  sie  um  16A0  erfnaden  nnd  1666  in  dem 
Werke:  Machine  nooTelle  poar  la  coodnite  les 
eans,  pov  iea  b&limeus  etc.,  Paris,  S°,  beschrie- 
ben hat.  Um  diese  Zeit  (28.  Not.  1666)  war 
sie  aber  bereits  dem  Hecbaniker  Cbapotot  in 
Paris  und  in  England  auch  Hooke  beltaunL 


Frage    34.     Woraus    bestellt    eine 
Dosenlibelle? 


Aotwort  Eise  Dosenlibelle  besteht  ans 
eineta  Gefösa  von  Messing  mit  einer  eben  &b- 
gesehliffenen  OnmdflBche,  welches  oben  mit 
einem  Olasdeckel  versefaeu  ist,  welcher  Innen 
nach  einem  Eogelradias  von  0,5  bis  l  m  ab- 
geschliffen ist  Dieses  Oeßlss  wird  mit  Alkohol 
so  weit  gefüllt,  dass  bei  horizontaler  Lage 
des  Bodens  nnr  ein  kleiner  Kagelabschnitt 
frei  bleibt,  die  sogen.  Lnftblase.  Oben  auf 
dem  Qlase  ist  nodi  ein  Kreis  emgeritzt,  welcher 
die  Stelloi^  der  Lnftblase  angibt  für  den  Fall, 
dasi  der  Boden  der  Libelle  horizontal  steht. 
Dieser  Kreis  ffllirt  den  Namen  Hittelmarke 
(vergl.  Fignr  S4). 

Die  Dosenlibelle  dient  nur  zur  genäherten 
Horizontalstell  nng,  wahrend  die  zd  beschrei- 
bende Röhrenlibelle  zu  präziser  Rorizontal- 
stellQng,  ancb  zar  Uessnng  selir  kleiner 
Neigungswinkel  verwendet  werden  kann. 


Frage   35.      Woraus     besteht    die 
ßührenlibelle? 


BrhI.  a.  Obschon  die  Libellen,  die  in  den 
Handd  kommen,  in  der  Regel  schon  rektitttiert 
sind,  so  wollen  wir  dennoch  einiges  ttber  die 
Bektifikation  sagen.  Gesetzt,  wir  hfitteu  die 
J.  Stetlnng: 

Oat  a    -  4  +26  West 


Antwort.  Die  Böhrenlibelle  besteht  ans 
einem  gebogenen  Olasrobr  (vergl.  Fignr  35) 
von  möglichst  groBsem  Biegnngsradias.  Dieses 
Bohr  ist  mit  Weingeist  gefQllt  nnd  zwar  so, 
dass  wie  bei  Dosenlibellen  eine  Lnftblase  zn- 
rttckbleibt,  nnd  anf  einer  Unterlage  aus 
Uessing  befestigt.  Das  Libellenrohr  ist  oben 
mit  einer  in  das  Glas  eingefttzten  Einleltang 
versehen,  die  gewöhnlich  von  0  nach  beiden 
Seiten  hin  von  der  Mitte  aasgeht  nach  dem 
Schema : 
—  4,-3,-2,-1,  0,  l,  +  2,  +  8, +  4,  +■-■ 

Betrügt  z.  B.  die  LBnge  der  Lnftblase 
sechs  solche  Teile  und  steht  das  eine  Ende 
bei  -|-  3 ,  das  andere  bei  —  3 ,  so  ist  die 
Unterlage  der  Libelle  genan  horizontal,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Libelle  richtig  Ist.  Um 
sich  von  der  Eichtigkeit  der  Libelle,  soweit 
es  für  unsere  Zwecke  nötig  ist,  zu  fiber- 
zengen,  lege  man  sie  anf  irgend  eine  Fläche, 
so  dass  sie  anf  bestimmte  Zahlen  einspielt, 
z.  B.: 

+  2  -4 

sodann  lege  man  die  Libelle  nm.  so  dass 
das  eine  Ende  genan  in  die  friihere  Lage 
des  anderen  kommt  nnd  umgekehrt  Dann 
mnss;  falls  die  Libelle  richtig  ist,  die  Blase 
wieder  so  stehen,  nnd  zwar: 
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Und  würde  die  Umleguug  folgendes  Bild 
liefern : 

Ostb    +0  +6    aWest 

dass  bei  der  sweiten  Lage  der 


so  wissen  wir 
Mittelpunkt : 


2 


(0  +  6)  =  +3 


steht.    Die  Differenz  beträgt  also: 

+  3-(-l)  =  -h4 

Skalenteile.  Um  diese  wegzuschaffen  nnd  anf 
Null  zn  bringen,  drehen  wir  die  Schraube  so 
lange,  bis  in  dieser  zweiten  Lage  der  Null- 
punkt auf  -f-  2  steht,  welches  genau  die  Hälfte 
der  Differenz  ist,  dann  haben  wir: 

Ost  6    —  2  +  2    a  West 

und  wenn  wir  die  Libelle  umlegen: 

Ost  6    ~  2  +  2    a  West 

wodurch  die  Libelle  rektifiziert  ist.  Weiteres 
ttber  die  Libelle  wird  bei  dem  Nivellierinstru- 
ment gesagt,  woselbst  auch  die  verschiedenen 
Befestigungsarten  namhaft  gemacht  werden. 


+  2  —4 

wenn  die  Zahlen  in  derselben  Richtung  ge- 
zählt werden.  Also  z.  B.  seien  die  beiden 
Enden  der  Libelle  a  und  b,  und  die  Richtang 
Ostwest-Richtang,  und  wir  zählen  nach  Ost 
negativ  und  nach  West  4-  vom  Nullpunkte 
aus,  dann  wird  die  erste  Stellung: 

Ost  Ä    —  4  +2    h  West 

und  die  zweite: 

Ost  6    -  4  -f  2    a  West 

d.  h.  durch  das  Umlegen  der  Libelle,  darf 
die  Lage  der  Luftblase  gegen  die  Richtungen 
Ost  und  West  nicht  geändert  werden.  Ist 
dieses  nicht  der  Fall,  so  mnss  mit  Hilfe  der 
Schraube  S  (vergl.  Figur  35)  die  Libelle 
rektifiziert  werden  (siehe  ErkL  44). 

Der  Abstand  der  Luftblasenmitte  von  der 
Nullmarke  heisst  der  Ausschlag.  In  dem 
besprochenen  Falle  war  der  Ausschlag  offen- 
bar: 

i(-4  +  2)  =  -l 

d.  h.  die  Luftblasenmitte  stand  um  einen 
Teil  gegen  Ost  von  der  Nullmarke. 


Frage  36.    Was  versteht  man  unter 
der  Empfindlichkeit  der  Libelle. 


Antwort.  Unter  der  Empfindlichkeit  der 
Libelle  versteht  man  den  einer  Ausschla^- 
änderung  von  1  Strich  der  Libellenteilungp 
entsprechenden  Neigungswinkel  der  Grund- 
fläche gegen  die  Horizontale.  Unter  dem 
Ausschlag  versteht  man  im  allgemeinen  den 
Abstand  der  Blasenmitte  von  dem  Nullpunkt 
der  Glasteilnng. 


Frage  37.    Wie  wii-d  die  Empfind- 
lichkeit der  Libelle  bestimmt? 


Antwort.  Das  Prinzip  der  Bestimmung: 
der  Empfindlichkeit  einer  Libelle  besteht  im 
folgenden : 

Man  nehme  an,  dass  die  Libelle  nach  der 
ErkL  44  rektifiziert  ist.  Alsdann  wird  sie 
auf  eine  geneigte  Fläche  vom  bekannten 
Neigungswinkel  gestellt.  Die  Blasenmitte 
wandert  nun  (vergl.  Figur  36)  von  A  nach 
Bj  d.  h.  um  p  Striche. 

Es  entsprechen  also: 

j?  Striche  dem  <^a 

Der  Winkel  a  kann  leicht  bestimmt  wer- 
den ans  dem  rechtwinkligen  /\CDE,  wo- 
selbst ist: 

DE 

oder  da  a  sehr  klein  ist: 

DE       1 


«"  = 


CE    sinl" 


Mittel  zur  optischen  Vergrtaieniiig  der  Gegenst&ude. 
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BemerkuBgr«  Die  Funktion  der  Libelle  muss 
Öfters  nntersacht  werden.  Dieses  gilt  insbe- 
sondere fOr  ältere  Libellen.  Es  ist  eine  sehr 
oft  gemachte  Erfahrung ,  dass  die  Libellen  mit 
der  Zeit  ganc  nnbranchbar  werden.  Damit  ist 
aber,  wenn  dieses  bei  der  Feldarbeit  ohne  er- 
kennbaren Grund  stattfindet,  stets  ein  erheb- 
licher Zeitverlust  verbunden,  wenn  nicht  gar 
die  Wiederholung  der  ganzen  Arbeit. 


Damit  wird  di«  Empfindlichkeit  in  Bogen- 
sekunden  der  libelle  gleich: 

JL    ^^        1 
p     CE     sin  1" 

Die  Empfindlichkeit  der  gewöhnlichen 
Libellen  bei  kleineren  Theodoliten  beträgt 
etwa  30",  bei  sehr  feinen  Libellen  auf  Ni- 
vellierinstrumenten 5".  Die  feinsten  Libellen 
der  astronomischen  Instrumente  haben  eine 
Empfindlichkeit  von  1".  Alle  diese  Werte 
beziehen  sich  auf  eine  Strichlänge  von  3  mm. 
Ist  die  Empfindlichkeit  bekannt,  dann  kann 
man  die  Neigong,  d.  h.  den  Winkel  a  der 
vorhergehenden  Erörterung  bestimmen,  man 
braucht  bloss  die  Verschiebung  der  BUsen- 
mitte,  in  Strichen  ausgedrückt,  mit  der  Em- 
pfindlichkeit SU  multiplizieren. 


HXt'  ■>■<- 


II.  Mittel  zur  optischen  Vergrösserung  der  Gegenstände. 

Frage  38.     Welche  Mittel  besitzt 
man ,  um  Daheliegende  Gegenstände  zu       Antwort.    Um  nahe  Gegenstände  zu  ver- 
verRTössem?  grossem,  benätzt  man  Lupen  und  Mikro- 

skope. 


Frage  39.    Was  ist  eine  Lupe? 


Antwort.  Die  Lupe  oder  das  Vergrösse- 
rungsglas  ist  eine  aus  Glas  gefertigte  Linse, 
deren  Begrenzung  durch  nahezu  kugelige 
Flächen  gebildet  wird. 


Frage  40.  Welche  Arten  der  Lupen 
unterscheidet  man  in  Bezug  auf  die 
Grenzflächen? 

Figur  37. 


Antwort.  Man  unterscheidet  konvexe 
und  konkave  Linsen.  Die  konvexen  können 
wieder  (vergl.  Figur  37) 

1)  plan-konvex       \      Die  konvexe 

2)  bi-konvex  \  Fläche  hat  einen 

3)  konkav-konvex  j  kleineren  Radius 

sein,  ebenso  können  die  konkaven 

4)  plan-konkav       \  Die  konkave 

5)  bi-konkav            \  Fläche  hat  einen 

6)  konvex-konkav  j  kleineren  Radius 
sein. 

Die  Figur  37  zeigt  mit  gleicher  Zählung 
die  einzelnen  typischen  Formen  im  Durch- 
schnitt, so  dass  eine  weitere  Beschreibung 
nicht  nötig  ist. 
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VwBeMnDgstiande. 


Frage  41.  Welches  sind  die  Haapt- 
elemente  der  geometrischen  Figur  der 
Linse. 

Figur  38. 


Afltvort  Die  Haoptelemente  der  geo- 
metrischeD  Figur  der  Linse  siod: 

1)  Die  geometriBchen  Hittelpunkte, 
d.  b.  die  Hittelponkte  der  beiden  die  Linse 
begrenzenden  KogelHächen  (Jf,  if,,  siehe 
Figur  38). 

2)  Die  Scheitelpunkte,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  (A,Jg)  der  die  beiden  Mittel- 
punkte verbindenden  Achse  der  Linse,  mit 
den  Linsenflachen. 

8)  Die  Linseudicke,  d.  h.  der  Ab< 
stand  der  beiden  Scheitelpunkte  von  ein- 
ander, d.  h.  die  Lftuge  J,v4,, 


Frage  42.   Wie  wirkt  eine  brechende 
le? 


ErU.  45.  Ein  optisches  Gesetz  lautet:  geht 
ein  Strahl  ans  einem  Mittel  in  ein  anderes  ver- 
schieden  dichtes  Mittel  tlber,  so  vird  er  ee- 
biochen.  Seien  o  der  Winkel ,  den  der  ein- 
tretende Strahl  mit  der  Normale  anf  die 
Orenzflävhe  der  beiden  Medien  bildet,  nnd  ß 
der  Winkel  des  Äostrittsstrahls,  so  ist: 


wobei  n,  den  Brechnugsindei  des  ersten  und 
H,  den  BrechnngsiadeK  des  zweiten  Mittels  be- 
zeichnet. 


Erkl,  16.  Ein  Satz  ans  der  Optik  lautet: 
der  nrsprOngliche  und  der  gebroctiene  Stmhl 
liegen  in  einer  Ebene.  Tergl.  Klimpert,  Lehr- 
buch der  Optik. 


Antwort  Sei  F  (vergl.  Figur  39)  eine 
brechende  Kngelfläche  mit  dem  fiadius  R 
und  dem  Hittelpunkt  M. 

Fällt  nnn  ein  Strahl  S  auf  die  Kngel- 
oberfl&che,  so  wird  er  gehrochen  nnd  da 
das  Glas  ein  dichteres  Uedinm  ist  als  die 
Lnft,  nach  dem  Oeeette  der  Brechung  zum 
Einfallslote  also  so,  dass  (vergl.  Fignr  39 
nnd  Erkl.  40): 

fBr  Luft  nnd  Glas  ist  genähert: 


In  dieser  Formel  ist  daa  Grandgesetz 
der  Dloptrik  ausgesprochen  and  alle  £nt- 
Wicklungen,  die  wir  vornehmen,  beruhen 
anf  ihr. 

Betrachten  wir  nnn  einen  Strahl,  der  von 
einem  Acbsenpunkte,  etwa  Ä,  ausgeht,  nnter 
einem  Winkel  a  (vergl.  Figur  40).  Derselbe 
trifft  die  brechende  Fläche  in  B  unter  einem 
Winkel  ß  und  wird  nnter  einem  Winkel  y 
gebrochen,  wobei: 

sin  ja  __  "j^  _ 
sinj'  ~  "j  ~ 
nnd   trifß   (vergl.   Erkl.   46)   die   Achse   in 
einem   Funkte   A'.     Um    die    Lage    dieses 
Punktes  kennen  za  lernen,  mttssen  wir  die 
Strecke  HA'  =  b  bestimmen. 

Wir  haben  ans  dem  /\AMB  (Af  der 
Mittelpankt  der  brechenden  Fläche,  AH  =  a 
die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Fläche, 
UM  =  r  der  Radlns  der  brechenden  Fläche) 
nach  dem  Sinussatze: 


Mittel  snr  optischen  VergröaBemng  der  Gegenstftnde. 
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Figur  40. 


b       K 


Bin (1800  _  ^  _  AM  _  a  +  r 

Bin</)  ~  AB   ~"  ul^ 

ond  im  /SMBA': 

8in (1800  —  y)  _    i4^^   _  ^^ 

siny  MA*  h  —  r 

80  dass  wir  also  haben,  wenn  wir  multi- 
plizieren : 


sin/} 


=  n 


(a  +  r).^'B 


Bemerkung«  Die  nebenstehend  betrachteten 
Fälle  stellen  die  Verhältnisse  bei  dem  Durch- 
gang eines  Strahls  durch  eine  bi-konvexe  Linse 
getrennt  dar.  Man  beachte  wohl,  dass  sie  nur 
genäherte  Formeln  enthalten  nnd  auch  nur  für 
homogenes  Licht  gelten. 

Brkl.  47«    Man  hat,  wenn  man  ausmulti- 
plimert:        ^ah-nar  =  ah+rh 
also  durch  ahr  dividiert: 


also: 


n        «  ^    I    ^ 

r         6  r  ^  a 

f-  -T-  =  —  (»  —  1) 

Figur  41. 


smx  ABih--r) 

Da  o  immer  bei  einer  praktischen  An- 
wendung ein  kleiner  Winkel  ist,  so  kann 
man  sich  erlauben: 

AB  —  AH=:  a 
A'B  =  A'H  =  h 
zu  setzen,  so  dass  man  hat: 

{a  +  r)h 

oder  (vergl.  Erkl.  47): 

I  .  .  . ^-r-  =  —  (n  —  1) 

ab         r 

Betrachten  wir  jetzt  einen  anderen  Fall. 
Ein  Strahl  SB  treffe  ein  Fläche  vom  Radius  f\ 
(vergl.  Figur  41),  auf  der  konkaven  Seite. 
Dann  ist  im  AM^A^B^: 

sin  (180  —  /?)  _  M^A,    _  a^  +  r 
siny         ""   B^Ai    ""    A^Bl 
und  im  /\M^B^C: 

siny B^C  __        fc/ 

sin  (180 -^  "~  M^C  ""   r,  +  6/ 
so  dass  wir  haben  analog  wie  oben: 

-   A,B,'(r,  +  b,*) 

oder  wenn  man  sich  erlaubt: 

B,A,  =  a, 
zu  setzen: 


oder: 


II  . 


,  _   («1  -f  r,)  6/ 
«1  (r,  +  fc/) 

TT  =  —  («  —  1) 


Bemerkung*  Bei  den  Vernachlässigungen, 
die  wir  uns  erlaubt  haben,  kann  man  noch 
ohne  weiteres  die  Dicke  der  Linse  vernach- 
lässigen, sodann  wird: 


"(1-^)=» 


Es  handelt  sich  ja  in  der  Praxis  zumeist 
darum,  nur  eine  Uebersicht  der  Erscheinungen 
zu  erhalten.  Anders  wird  aber  die  Sache,  wenn 
es  sich  um  die  Konstruktion  von  grossen  Ob- 
jektivgläsern handelt.  Dann  müssen  strenge 
Formeln  gebraucht  werden.  Ihre  Entwicklung 
erfordern  indess  unsere  Zwecke  nicht. 


Betrachten  wir  nun  den  Durchgang  durch 
eine  bi-konvexe  Linse,  so  sehen  wir,  dass 
er  nur  eine  Kombination  der  von  uns  ge- 
trennten Fälle  darstellt.  Durch  Addition  der 
Formel  I  und  2  folgt: 

oder  einfacher: 

III  ..  .  ±4-l==(n_i)('l  +  J-) 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  kQnnen  wir  alle 
Verhältnisse  bei  den  Linsen  studieren. 
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VermeBsniigtkiiiide. 


Frage  43.  Wie  verändert  sich  diese 
allgemeine  Formel  bei  den  verschiedenen 
Arten  der  Linsen? 


Bemerkniiir*  Wir  nennen  den  Radias  po- 
sitiv, wenn  er  einer  konvexen  Fläche, 
dagegen  negativ,  wenn  er  einer  konkaven 
Fläche  angehört.  Der  Radius  einer  ebenen 
Fläche  ist  natürlich  oo  gross,  daher  sein  reci- 
proker  Wert  =  0. 

Bemerkang.  Nachdem  die  allgemeine  Formel 
nur  die  Radien  um  den  Abstand  des  leuchten- 
den Punktes  enthält,  so  ist  der  Abstand  für 
den  Schnittpunkt  mit  der  Achse  eine  konstante 
Grösse,  d.  h.  alle  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  vereinigen  sich  wieder  in  einem  Punkte, 
der  das  Bild  des  ersteren  genannt  wird.  Dieser 
Satz  ist  keineswegs  streng  richtig,  denn  wir 
haben  uns  gewisse  Vernachlässigungen  erlaubt, 
um  die  Hauptformel  III,  auf  welcher  er  beruht, 
beweisen  zu  können.  Doch  genügt  er  für  die 
praktischen  Bedürfnisse.  


Antwort.    1)  Bei  der  plan-konvexen 
Linse.     Wir  haben  r^  =  oo,  so   dass  also: 


=  (n  —  I)  — 

ttj        a        ^  r 

2)  Bei  der  konkav-konvexen  Linse 
ist  Tj  negativ  und  r|>r,  also  haben  wir: 

3)  Bei  der  plan-konkaven  ist  r^  =  oo 
und  r  negativ,  also: 


a 


a, 


4)  Bei  den  bi-konkaven  haben  wir  f\ 
und  r  negativ,  also: 


+  -^  =  -(« 


«(tH) 


Wir  wollen  nun  den  Punkt  im  Abstände  a 
das  Objekt,  und  den  Punkt  im  Abstände  a^ 
das  Bild  nennen.  Beide  zusammen  beseich- 
nen  wir  mit  dem  Namen  der  konjugierten 
(d.  h.  zugeordneten)  Punkte. 


Frage  44.  Was  ist  ein  Brenn- 
punkt? 

ErkL  48.  Setzt  man  also  in  der  Formel  III : 

a  =  « 
so  wird: 

wobei  f  die  Entfernung  des  Brennpunktes  von 
der  Linse  bezeichnet.  Sie  wird  die  Brenn- 
weite genannt.  Besonders  einfach  gestaltet 
sich  die  Sache  bei  einer  bi-konvexen  Lmse,  für 
die  r  =z  r^  ist.    Da  für  Glas  und  Luft: 

3 

so  folgt: 

fz=r 

d.  h.  die  Brennweite  ist  gleich  dem  Badius. 

ErkL  49.    Zunächst  wird: 

a^  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem: 

Man  erhält  im  ersteren  Falle  hinter  der 
Linse  ein  Bild,  im  letzteren  aber  nicht,  da 
sich  das  Bild  vor  der  Linse  befindet  auf 
der  Seite  des  Objektes.  Im  ersteren  Falle 
spricht  man  von  einem  physischen  oder 
reellen  Bilde,  im  letzteren  von  einem  geo- 
metrischen oder  virtuellen  Bilde. 


Antwort  Der  Brennpunkt  Ist  der  Ver- 
einigungspunkt paralleler  Strahlen.  Da  die 
von  einem  sehr  weit  (unendlich  weit)  liegen- 
den Objekte  kommenden  Strahlen  auch  nahezu 
parallel  (genau  parallel)  sind,  so  kann  man 
sagen,  dass  das  Bild  emes  sehr  weit  liegen- 
den Gegenstandes  sich  im  Brennpunkte  be- 
findet. Für  die  Brennweite  gilt  (vgl.  Erkl.  48) 
die  Formel: 

IV...)-  =  (n-l)(l  +  l) 

oder  auch  wegen  III: 

«»  ^  «1  f 

woraus  man  wieder: 

erhalten  kann.  Ans  dieser  Formel  lassen 
sich  mehrere  wichtige  Schlüsse  ziehen  (vgl. 
Erkl.  49). 

Man  darf  aber  nicht  vergessen,  dass  diese 
Gleichungen  nur  für  Gegenstände  gelten,  die 
sich  in  der  Nähe  der  optischen  Achse 
der  Linse  befinden. 

Schreiben  wir  die  Formel  VI  wie  folgt: 


VI 


.  .  . 


«1  = 


r 


Mittel  cur  optischen  VergTifsaerong  der  Gegenstände. 
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Fignr  48. 


B 


i 


vn. .  .-^  = 


A' 


l 

B' 


80  gibt  der  Aasdrack: 

_       f 

das  Verhältnis  der  Grössen  a^,  a,,  also  anch 
das  Verhältnis  der  Grössen  zwischen  Bild  nnd 
Gegenstand,  und  wird  daher  das  Vergrösse- 
mngsverhältnis  genannt.  Denn  sei  (vergl. 
Figur  42): 

so  ist: 

AB   _   AO 

A'B*  "~   OA* 

wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AGB 
und  A'OB'. 


Frage  45.   Wie  wirkt  eine  einfache 
bi-konvexe  Linse? 

Figur  43. 


Bemerkung*  Da  die  deutliche  Sehweite  fttr 
verschiedene  Augen  verschieden  ist,  so  wird 
auch  eine  und  dieselbe  Linse  fttr  die  verschie* 
denen  Beobachter  versdiieden  vergrössem.  Wenn 
also  eine  bestimmte  Vergrösserung  angegeben 
wird,  so  versteht  man  oft  darunter  jene  fUr  die 
normale  Sehweite  von  25  cm.  Die  Linse  ver- 
grössert  also  nicht  das  Objekt,  sondern  sie  ge- 
stattet dem  menschlichen  Auge,  sich  dem  Gegen- 
stande zu  nähern  bis  auf  die  durch  die  Linsen - 
brennweite  bestimmte  Grenze. 

Bemerkung.  Die  deutliche  Sehweite  kann 
ziemlich  genau  wie  folgt  bestimmt  werden.  Man 
mache  mit  einer  Nadel  in  ein  Kartenblatt  zwei 

etwa  1-^  mm  von  einander  abstehende  Löcher, 

halte  das  Eartenblatt  dicht  vor  das  Auge  und 
betrachte  durch  die  Oeffhuugen  die  Nadel  'N 
(vergl.  Figur  44).  Man  wird  im  allgemeinen 
zwei  Bilder  derselben  sehen  (JV'A^");  ^^^  dann, 
wenn  der  Abstand  vom  Karteublatt  gleich  ist 
der  deutlichen  Sehweite,  ein  einziges  Bild  der- 
selben. 


Antwort.  Wird  eine  Eonvezlinie  einem 
Gegenstande  so  genähert,  dass  der  Gegen- 
stand in  den  Brennpunkt  zu  liegen  kommt, 
also  am  deutlichsten  gesehen  wird,  dann  er- 
scheint das  Bild  dem  Auge  unter  demselben 
Winkel  durch  die  Linse,  als  wenn  es  aus 
dem  Mittelpunkte  der  Linse  ohne  diese  ge- 
sehen würde  (denn  <^  a  =  ««^  j?;  vgl.  Fig.  43). 
Der  Gegenstand  erscheint  also  so  oftmal  ver- 
grössert,  als  die  Brennweite  der  Linse  in 
der  Sehweite  des  Auges  enthalten  ist.  Die 
Brennweite  einer  Linse  bestimmt  man  aber 
für  praktische  Zwecke  hinreichend  genau, 
wenn  man  die  Sonnenstrahlen  durch  die  Linse 
vereinigen  lässt.  Bestimmt  man  sich  noch 
die  jedem  eigene  Sehweite,  so  kann  man 
sodann  fdr  jede  Linse  die  Vergrösserung 
bestimmen. 

Wir  woUen  nun  die  Wirkung  einer  solchen 
Linse  etwas  eingehender  auf  Grund  unserer 
Formeln  untersuchen.  Da  das  Auge  einen 
Gegenstand  nor  dann  deutlich  sieht,  wenn 
er  sich  in  der  deutlichen  Sehweite  befindet, 
so  wird  das  Auge,  wenn  es  auch  durch  eine 
Lupe  hindurchsieht,  den  Gegenstand  in  der 
deutlichen  Sehweite  d  erblicken.  Sei  also 
e  die  Entfernung  des  Auges  von  der  Linse 
und  a^  die  Entfernung  des  Bildes  von  der 
Linse  (nicht  des  Gegenstandes),  so  mnss 
(vergl.  Figur  45): 

d  =  e  -f"  ^1 
Wir  haben  also: 

a,  =  <2  —  e 
Daher  das  Vergrösserungsverhältnis: 

a,  d  —  e 


a  a 

also  (vergl.  Erkl.  50): 
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Vemessongskimde. 


Figur  44. 


f 


N 


.  V 


ErkL  50.    Wir  haben: 


Ist  das  Auge  diekt  M  der  Liose,  so  wird: 

e  =  0 
also : 

^=4+1 
«    f 

d.  h.  die  VergrösseruDg  um  1  grosser  als 
der  Qaoüent  aus  der  Sehweite  in  die  Hreim- 
weite.  Wir  seheu,  dass  die  oben  mitgeteilte 
Kegel  nur  eine  genäherte  ist  Hftlt  man  das 
Auge  möglichst  nahe  der  Linse,  so  wird  die 
obige  Formel  nahezu  erfüllt. 


a. 


also,  da  a,  =  (f  —  « : 


+1  =  1 
^«     f 


also: 


T  =  + 


d—e  ^  f 


Figur  45. 


=  1  + 


d^e 


Büd 


a  '        f 

Bemerkung.  Bei  der  Bestimmung  der  Ver- 
grösseruDg, ausgenommen  kleine  Vergrösse- 
rungen,  kommt  es  zumeist  nicht  auf  eine 
Einheit  an,  denn  die  Sehweite  des  Auges  ist 
auch  keine  konstante  Grösse  und  deshalb  wer- 
den die  Vergrösserungszahlen  gewöhnlich  bei 
grösseren  Vergrösserungen  auf  5  bis  10  ab- 
gerundet. Man  spricht  nie  von  einer  82  fachen, 
sondern  einfach  von  einer  30  fachen  Vergrösse- 
nuig. 


Frage  46.  Wie  wirken  zwei  Lupen, 
die  miteinander  verbanden  sind? 

Bemerkung.  Wendet  man  mehrere  Lupen 
au,  so  mtlssen  ihre  Brennpunkte  in  einer  Ge- 
raden liegen  oder,  was  dasselbe  ist,  ihre  optische 
Achsen  zusammenfallen.  Man  sagt,  das  Linsen- 
system sei  zentriert.  Ist  das  Linsensjrstem 
nicht  zentriert,  so  erscheint  das  Licht  eines 
Sternes  nie  als  ein  Punkt,  sondern  mit  Aus- 
läufern versehen  (vergl.  Figur  50  und  51). 

Figur  46. 


Antwort.  Da  dem  Gegenstände  ein  be- 
stimmtes Bild  zukommt  (und  nur  diese  Fälle 
betsrachten  wir),  so  kann  man,  wie  in  der 
Dioptrik  bewiesen  wird,  zwei  hintereinander 
gereihte  Lupen  ideell  durch  eine  einzige 
ersetzen. 

Sei  F  die  Brennweite  einer  Kombination 
aus  zwei  Linsen,  so  gilt,  wenn  dieselben 
einander  berühren,  die  Beziehung: 


1   _  1       J^ 

F  ~  ^1       A 
Uro  dieses  einzusehen  und  zugleich   die 
allgemeine  Formel  für  zwei  sich  nicht  be- 
rührende Linsen  zu  erhalten,  sei: 


1 

.— 

1 

+ 

1 

/l 

«1 

a 

1 

1 

1 

+ 

A 

^ 

h 

Dabei  sind  /*,  und  f^  die  Brennweiten 
der  Linsen  für  sich. 

Nehmen  wir  an,  die  Linse  Ä  (vgl.  Fig.  46) 
entwerfe  das  Bild  eines  Achsenpui^tes  in  c, 
so  ist: 

a,  z=  AC 


Mittel  cur  optischen  VergrSssernng  der  Oegenstfinde. 
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«A 


A 


—  d 


Brkl.  61.    Wir  haben: 

denn  es  ist  nach  Oleichnng  VII,  Seite  46: 

_     «/. 

«-A 
Sind  die  Strahlen  parallel,  so  ist: 

also: 

was  SU  beweisen  war. 


for  die  Linse  A  nnd  sogleich: 
für  die  Linse  B\  wir  haben  also: 


oder: 


a,  = 


\ 


-1  =  ±  +  _1_ 


woraus  (vergl.  Erkl.  51)  für  Parallelstrahlen; 
folgt    Für  einander  berührende  Linsen  ist 

<r  =  o 

also: 


6.  =  ^^^ 


oder: 


A  +  A 


-  =  -  +  - 

&i       A  ^  A 


Frage  47.    Wie  gross  ist  die  Ver- 
grösserong  einer  Linsenkombination? 

Bemerkung.  Um  recht  grosse  Vergrösse- 
rongen  zu  finden,  wendet  man  statt  einer  ein- 
sigen stark  gekrümmten  Linse  mehrere  hinter- 
einander geschichtete  £inzellinsen  an,  weil  man 
so  eine  kleinere  sphärische  Aberration  erhält, 
d.  h.  die  Bilder  werden  weniger  entstellt. 


Antwort.  Um  die  Yergrösserung  einer 
Linsenkombination  su  finden,  beachten  wir, 
dass  das  Bild  der  einen  Linse  zugleich  ein 
Objekt  der  zweiten  Linse  ist.  Die  zweite 
Linse  vergrössert  oder  verkleinert,  je  nach 
ihrer  Beschaffenheit,  dieses  Objekt,  als  ob 
sie  allein  da  wäre. 

Sei  also  m|  die  Vergr5sserung  der  ersten, 
t/tg  jene  der  zweiten  Linse,  beide  einzeln 
gedacht  für  gleiche  Stellang  des  Auges,  so 
ist  die  Qesamtvergrösserung  gleich: 

Jlf  =  ntj  •  m. 

Dieser  Satz  gilt  für  beliebig  viele  Linsen. 

• 

AjunerkoBg  4.  Wir  haben  bisher  die  Verhältnisse  des  Lichtdurcbganges  durch  eine  Linse 
unter  der  speziellen  Voraussetzung  der  axialen  Strahlen  behandelt.  Lassen  wir 
diese  Einschränkung  fallen,  so  gelten  die  von  uns  entwickelten  Formeln  nur  ge- 
nähert, dennoch  aber  so,  dass  sie  im  grossen  und  ganzen  erhalten  bleiben.  Wir 
wollen  dieselben  als  Fehler  der  Linsen  und  optischen  Instramente  betrachten. 


Frage  48.  Was  versteht  man  unter 
der  sphärischen  Abweichung  einer 
Linse? 

BemeriLuiig.  Die  sphärische  Abweichung, 
auch  sphärische  Aberration,  ist  nur  den  Linsen 
eigentümlich,  die  durch  Eugelfiächen  begrenzt 
werden.  Bei  den  parabolisch  geschliffenen  Linsen 
kann  sie  zum  grossen  Teil  aufgehoben  werden. 
Man  spricht  dann  von  einer  aplaua tischen 
Linse. 


Antwort.  Unter  der  sphärischen  Ab- 
weichung einer  Linse  versteht  man  di^enige 
Bild  Verzerrung ,  die  durch  die  am  Rande 
eintretenden  Lichtstrahlen  verursacht  wird. 
Es  ist  uns  nicht  möglich,  die  mathematische 
Theorie  dieser  Erscheinung  zu  geben,  es 
soll  nur  bemerkt  werden,  dass  die  sphärische 
Aberration  einer  Funktion  von  der  Gestalt: 


entspricht,  wobei: 


1  e^ 

2w  (w  -  1)     r 


n  := 


n< 


48 


Venneiwimgskuiide. 


Figor  47.  e    der   Darcbmesser    der   Linsenöflhong 

(also  =  der  Linse)  ond 

r  der  KriimmüngsbalbmeBBer  der  brechen- 
den Fläche. 

Ans  dieser  Formel  sehen  wir,  dus  wir 
die  sphärische  Aberration  zum  Teil  aufheben 
können : 

1)  wenn  wir  den  Durchmesser  der  Linse 
verkleinem,  d.  h.  ein  Diaphragma  vor  oder 
hinter  die  Linse  setzen; 

2)  wenn  wir  Linsen  von  möglichst  kleiner 
Krümmung  verwenden. 

Darum  haben  wir,  um  eine  grosse  Ver- 
Das  Bild  einer  Punktanzahl,  beobachtet  durch  ^össerang  zu  erhalten,  nicht  etwa  eine  Linse 
eme   Lmse    ohne   sphärische   Aberration    und  ^^    bedeutender    Krümmung    angewendet, 

Fiffur  48  sondern   mehrere   von  geringer  &ümmung 

^^  aneinander  geschichtet 


durch  eine  mit  bedeutender  sphärischer 

Aberration. 


Frage  49.  Was  versteht  man  unter 
chromatischer  Abweichung? 

Erkl«  52.  Das  weisse  Licht  ist  aus  den 
verschiedensten  prismatischen  Farben  zusammen- 
gesetzt und  wird  durch  ein  Prisma  in  ein  sog. 
Spektrum  zerlegt.  Lässt  man  einen  Lichtstrahl, 
etwa  das  Sonnenlicht,  auf  ein  Prisma  fallen,  so 
sieht  man,  dass  die  roten  Strahlen  am  wenigsten 
und  die  violetten  am  meisten  gebrochen  werden 
Da  nun  jeder  Teil  einer  Linse  ein  solches  Prisma 
darstellt,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  das  Bild 
farbig  erscheinen  muss. 

Figur  49. 


Antwort  Unter  chromatischer  Abwei- 
chung versteht  man  jenen  Farbenrand,  den 
man  an  Objekten  sieht,  wenn  dieselben  durch 
eine  einfache  Linse  betrachtet  werden.  Er 
entsteht  durch  die  ungleiche  Brechung  der 
Lichtstrahlen  in  der  Linse  (vergl.  ErkL  52). 

Gehen  von  einem  Punkte  A  der  Achse 
(vergl.  Figur  49)  Lichtstrahlen  aus,  so  wer- 
den sie  verschiedenartig  gebrochen.  Die 
violetten  sammeln  sich  bei  B^  die  roten  bei  C 
Auf  der  Strecke  BC  sind  die  Vereinigungs- 
punkte der  einzelnen  Strahlen  nach  den 
Spektralfarben  angeordnet  Dieses  gilt  für 
eine  bi-konveze  Linse.  Umgekehrtes  findet 
bei  einer  bi-konkaven  statt,  woraus  folgt, 
dass  man  durch  Vereinigung  einer  bi-konvexen 
Linse  mit  einer  bikonkaven  den  Chromatis- 
mus aufheben  kann.  Solche  Linsen  werden 
achromatische  genannt 

Die  Linsen  der  neueren  Instrumente  sind 
durchweg  achromatisch. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ansführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^yollstandig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer*^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  g^tis  nnd  portoft*ei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  nnd  danern- 
den  Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werdeu. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5j.  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fOr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsBÜgliohste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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^gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  nngelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 


mit 


rä 


s\ 


I  in^bfi  und  Entwicklung  der  benntzten  Sätze,  Foraeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitfe  &  lithograph.  Tafeln, 

ausallenZweigen 

der  Rechenkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  tph&rischen 
g     Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
I    Differential-  n.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
I    ans  allen  Zweiten  der  Physik,  Mechanik,  Ora{)ho8tatik,  Chemie,  (lieod&sie,  Nautik, 
niathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn*,  Wasser-, 
Brileken-  u.  Hoehban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,    zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertimg 

der  exakten  Wissenschaften, 
I  herausgegeben  von 

I  Dr.  Adolph  Kleyer, 

|j         Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  prensa.  Feldmesser,   vereideter  groseh.  hessischer  Geometor  I.  Klasse 

|]  in  Frankfurt  a.  M. 

!si  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Vermeissang^i^kniiile 

(Geodäsie). 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  vdii  Dr.  W.  LAska. 

Portsetzung  von  Heft  1275.  —  Seite  49—64.     Mit  24  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


.^ 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

• 

Dieses  Werk,  vrelchem  kein  äDmlii'hes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  ia  3—4 
neften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  r3f  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wiclitig- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamigebiete  der  Matheniatili,  Phyaük, 
Mechanil^y  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbalin-, 
Brttcicen-  und  Hochbaues,  des  IconstrulKÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Toliständig 
geldster  Form,  mit  irielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiclielnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  augelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Di6  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerxeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelfettde  Kapitel  zur  Ausgabe. 

•Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gjmnasien,  Realgjmnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkscholen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorfoereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land-  und  Forstwissensehaftsschulen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fär  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfelilbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schnl- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  matliematischcn 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  enl sprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiben  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 


Mittel  zur  opUscbeD  Ver^Ossernng  der  Gegenstände. 


49 


Bemerkung«  Achromatische  Linsen  kamen 
erst  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  allge- 
mein in  GebrancL 


Frage  60.   Was  versteht  man  unter 
dem  Zentrierungsfehler? 

Fignr  50. 


Das  Punktsystem  der  Fignr,  betrachtet  durch 
ein  nicht  zentriertes  Linseusystem. 

Figur  61. 


Antwort.  Ist  das  System  sphärischer 
Flächen,  welche  ein  Instrument  ausmachen, 
nicht  zentriert,  d.  h.  befinden  sich  sämtliche 
Brennpunkte  nicht  in  einer  Linie,  so  entsteht 
ein  Zentriernngsfehler.  Derselbe  äussert  sich 
dadurch,  dass  von  den  Bildern  nach  einer 
Seite  hin  sehr  starke  Strahlen  ausgehen,  und 
oft  auch  nach  mehreren,  je  nach  den  vor- 
handenen exzentrischen  Linsen.  Man  erhält 
nie  scharfe  Bilder,  selbst  in  wenig  zentrierten 
Objektiven  erscheint  ein  Stern  wie  eine  Ellipse 
mit  einem  hellen  Brennpunkte  (vgL  Fignr  50 
und  Fignr  51). 

Der  Zentrierungsfehler  kann  durch  einen 
guten  Mechaniker  oder  vom  Optiker  selbst 
behoben  werden,  indem  er  zwischen  die 
Einzellinsen  Staniolblätter  einschiebt  oder 
mit  den  eigens  zu  diesem  Zwecke  vorhan- 
denen Schrauben  operiert.  Eine  Selbst- 
berichtigung  raten  wir  niemanden. 


VeigrOsserte  Bilder  von  leuchtenden  Punkten 
bei  zentrischen  Abweichungen. 


51.  Welches  sind  die  wesent- 
lichen Bestandteile  eines  Fernrohrs? 


Antwort     Die   wesentlichsten  Bestand- 
teile eines  Fernrohrs  sind: 

a)  das  Objektiv, 

b)  das  Okular. 


Erkl.  68«    Man  nennt  das  dem  Auge  zu-    .        i   i?  1 1    eo\ 
gekehrte  Glas  immer  das  Okular,  d.  h.  das   (vergi.  Jf-iki.  53}. 

Augenglas,  das  dem  Objekte  zugekehrte  Glas  Dasjenige  Glas,  welches  bestimmt  ist,  die 
Objektiv;  natHrlich  wird  vorausgesetzt,  dass  vom  Objekte  kommenden  Strahlen  aufzu- 
das  Femrohr  regelrecht  gebraucht  wird.  fangen,  wird  das  Objektiv  genannt.    Die 

vom  Objektiv  gesammelten  Strahlen  werden 
durch  das  Okularglas  vergrössert.  Es 
muss  immer,  wenn  der  Gegenstand  deutlich 
gesehen  werden  soll,  der  jeweilige  Brenn- 
punkt des  Okulars  mit  dem  Brennpunkte  des 
Objektivs  zasammenfallen. 


Frage   52.     Welche   Arten   von 
Fernröhren  unterscheidet  man? 


L4fka,  Vermessniigskiiiide.    I. 


Antwort.    Man  unterscheidet  drei  Arten 
der  Femröhre: 

a)  das  Galileische, 

b)  das  Keplersche  oder  astronomische, 

c)  das  terrestrische  Fernrohr. 
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Vermessnngskniide. 


Frage  53.    Wie  ist  das  Galileische 
Fernrohr  beschaffen? 

Figur  52. 


Bemerkung,  Den  Namen  trSgt  dieses  Fern- 
rohr nach  Galilei,  der  es  nm  1610  zam  ersten- 
mal za  astronomischen  Beobachtungen  anwandte. 
Es  wnrde  etwa  1608  in  Holland  erfnnden,  von 
wem,  darüber  ist  man  noch  nicht  im  Klaren. 
Daher  wird  es  oft  auch  das  holländische  Fem- 
rohr genannt.  


Antwort.  Das  Galileische  Fernrohr  be- 
steht ans  einer  bi-konvexen  Linse  als  Objektiv 
und  einer  bi-konkaven  als  Okular  (vergl. 
Figur  52).  Dasselbe  wird  zumeist  bei  ein- 
facheren Theatergläsern  gebraucht.  In  der 
Geodäsie  dient  es  nur  als  Rekognoszferungs- 
instrument;  es  verträgt  nur  schwache  Ver- 
gr5s8erungen,  und  da  das  Auge  nicht  das 
reelle,  sondern  nur  das  geometrische  Bild 
sieht,  so  lässt  sich  in  einem  solchen  Fem- 
rohr kein  Fadenkreuz  anbringen,  weswegen 
es  auch  nicht  in  der  Vermessnngskunde  an- 
gewendet wird.  Ein  Vorzug  eines  solchen 
Fernrohrs  ist  das  grosse  und  helle  Gesichts- 
feld. 


Frage  54,    Wie  ist  das  astrono- 
mische Fernrohr  beschaffen? 

•  Figur  53. 


Bemerkung«  Das  astronomische  Fernrohr 
wurde  von  Kepler  zuerst  angegeben.  Statt  der 
einfachen  Linse  B  verwendet  man  oft  zusam- 
mengesetzte Okulare,  von  denen  wir  weiter 
unten  sprechen.  Auch  die  Objektivlinse  ist  zu- 
meist eine  achromatLsche,  aus  einer  bi-konvexen 
und  einer  bi-konkaven  bestehende  Kombination. 


Antwort.  Das  astronomische  Femrohr 
besteht  im  wesentlichen  aus  zwei  bi-konvexen 
Linsen,  von  denen  die  mit  grösserer  Oeffnuog 
(Durchmesser)  und  längerer  Brennweite  F  als 
Objektiv  A  und  die  mit  sehr  kleiner  Brenn- 
weite ff  B  als  Okular  dient 

Vom  Gegenstande  G  (vergleiche  Fig.  53) 
entwirft  das  Objektiv  ein  Bild  G^]  dasselbe 
wird  vom  Okular  B  zu  G^  vergrOssert  und 
erscheint  in  der  verkehrten  Lage. 

Da  durch  das  Okular  das  wirkliche  phy- 
sische Bild  betrachtet  wird,  so  kann  bei 
diesem  Fem'rohr  ein  Fadenkreuz  in  die  Brenn- 
weite der  Okularlinse  eingespannt  werden, 
welches  zugleich  mit  dem  Objekte  scharf  im 
Gesichtsfeld  zu  sehen  ist. 


Frage  55.  Wie  ist  das  terrestrische 
Fernrohr  beschaffen?  Antwort.     Das    terrestrische    Fernrohr 

unterscheidet  sich  vom  astronomischen   da- 

Bemerkung.  Als  Erfinder  des  terrestrischen  durch,  dass  zwischen  das  Objektiv  und  das 

Fernrohrs  gilt   Schyrlaeus,    ein  Dominikaner-   Okular  eine  bi-konvexe  Linse  eingeschaltet 

mönch,  der  es  um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  j»^»  welche  den  Zweck  hat,  das  vom  Objektiv 

konstruierte  kommende  Bild  umzukehren.   Das  Auge  sieht 

im  terrestrischen  Fernrohr  die  Gegenstände 
nicht  verkehrt,  sondern  aufrecht. 


Mittel  zur  optischen  Vergrösserung  der  Gegenstände. 
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Anmerknng  0.  Wir  haben  bisher  die  Okulare  als  einfache  Linsen  angenommen,  solche 
werden  aber  in  der  Wirklichkeit  nie  angewendet.  Man  wendet  vielmehr  Linsen- 
kombinationen  an,  die  von  der  chromatischen  und  sphärischen  Abweichung  nahezu 
frei  sind. 


Frage  56.    Welche  sind  die  wich- 
tigsten Okulare? 


Antwort.  Die  wichtigsten  in  der  Geodäsie 
angewandten  Okulare  sind: 

a)  das  Hnygens-Campanische  Okular, 

b)  das  Ramsdensche  Okular. 


Frage  57.  Welches  ist  die  Einrich- 
tung und  welche  sind  die  wichtigsten 
Eigenschaften  des  Hnygensschen  Oku- 
lars? 

Figur  54  a. 


Bemerkung.  Das  Okular  kann  durch  eine 
einfache  Linse  ersetzt  gedacht  werden,  welche 
natürlich  nie  realisiert  werden  kann.  Diese 
Linse  führt  den  Namen  der  Aequivalentlinse 
und  ihre  Brennweite  die  AequiTalentbrenn- 
weite;  ihre  Brennweite  ist  nach  den  in  Frage  46 
mitgeteilten  Formeln: 

wenn  f  und  f^  die  Brennweiten  der  Einsei- 
linsen sind. 


Antwort.  Das  Huygenssche  Okular  be- 
steht aus  zwei  plan-konvexen  Linsen,  deren 
ebene  Flächen  dem  Auge  zugekehrt  sind. 

Die  Linse  A^  die  dem  Objektiv  zugekehrt 
ist,  heisst  die  EoUektivlinse.  Sie  ver- 
kürzt die  Brennweite  der  vom  Objektiv  kom- 
menden Strahlen  (x  der  Brennpunkt  vom  Ob- 
jektiv allein,  F  der  Brennpunkt  von  Objektiv 
und  Kollektiv).  Das  Bild  steht  hart  in  der 
Mitte  zwischen  den  Linsen  Ä,  B  (vergl. 
Figur  54  a).  Soll  ein  Fadenkreuz  angebracht 
werden,  so  muss  dasselbe  auch  an  dieser 
Stelle  stehen,  die  gewöhnlich  durch  ein 
Diaphragma  kenntlich  gemacht  ist. 

Dadurch,  dass  das  Licht  gezwungen  ist, 
noch  durch  eine  Linse  hindurchzugehen,  wer- 
den die  Oegenstände  zwar  weniger  hell  ge- 
sehen, dafür  erreicht  man  aber  durch  Ver- 
kürzung der  Brennweite  infolge  der  Kollektiv- 
linse ein  grösseres  Gesichtsfeld. 


Frage  68.    Welches  ist  das  Wesen 
des  Bamsdenschen  Okulars?  Antwort    Das  Okular  von  Ramsden  be- 

steht aus  zwei  plan-konvexen  Linsen,  deren 
konvexe  Seiten  gegen  einander  gekehrt  sind. 
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VennessiuigBkaiide. 


Fignr  54b. 


I 


D 


Bemerkiui^.  Besttglich  der  Blenden  oder 
Diaphra^en  mögen  hier  einige  Bemerkungen 
folgen.  Die  Diaphragmen  dienen  daza,  nm  die 
Randstrahlen,  die  Ton  den  Linsen  kommen,  ab- 
Inhalten.  Die  Linsen  sind  nämlich  an  den 
Rändern  weniger  gnt  gearbeitet.  Nnr  einige 
neuere,  sehr  genau  gearbeitete  Okulare  kön- 
nen ohne  ein  Diaphragma  gebraucht  werden. 
Man  httte  sich,  das  Diaphragma  zu  verschieben, 
da  durch  dessen  Verschiebung  das  Bild  wesent- 
lich verschlechtert  werden  kann. 


Das  Kollektivglas  wendet  seine  plane  Seite 
dem  Objektiv  zu. 

Bei  dem  Ramsdenschen  Okular  steht  das 
Kollektiv  nicht  innerhalb  wie  bei  dem 
Huygensschen,  sondern  ausserhalb  der 
Brennweite  des  Objektivs.  Man  erhält 
also,  da  die  Kollektivlinse  hier  als  Lupe 
wirkt,  eine  grössere  Vergrösserung  als  beim 
Huygensschen,  dafttr  aber  wird  das  Gesichts- 
feld kleiner. 

Ein  Fadenkreuz,  sowie  das  Diaphragma 
stehen  ausserhalb  der  beiden  Linsen  (vergl. 
Figur  54b).  D  =  Diaphragma,  0  Objektiv, 
A  Kollektivlinse,  B  Okularlinse. 


Frage  59.  Wie  wird  die  Brenn- 
weite einer  Lupe  am  genauesten 
bestimmt? 


Erkl.  64.  Denn  ist  das  Femrohr  auf  oo 
eingestellt,  so  kann  man  durch  dasselbe  nur 
soläe  Gegenstände  sehen,  von  welchen  nur 
parallele  Strahlen  ins  Fernrohr  gelangen.  Sollen 
aber  von  C  nur  parallele  Strahlen  in  A  ge- 
langen, so  muss  C  im  Brennpunkte  von  B  liegen, 
weil  der  Brennpunkt  der  Verejnigungspunkt 
paralleler  Strahlen  ist. 


Antwort  Um  die  Brennweite  einer  Lupe 
sehr  genau  zu  bestimmen,  nehmen  wir  ein 
Femrohr  und  richten  es  auf  einen  unendlich 
weit  entfernten  Gegenstand.  Gegenstände 
von  500  m  Entfernung  kOnnen  schon  als 
unendlich  weit  angenommen  werden.  Sodaim 
stellen  wir  das  Femrohr  A,  ohne  etwas  an 
demselben  zu  ändern,  vor  die  Lupe  B  und  sehen 
nach,  in  welcher  Entfernung  von  der  Lupe 
ein  vorgehaltenes  Blatt  Papier  C  gelesen 
werden  kann.  Sind  die  Buchstaben  am  deut- 
lichsten, so  steht  C  im  Brennpunkte  von  B 
(vergl.  Erkl.  54;  Methode  von  Maskelyne; 
vergl.  Figur  55). 


Frage  60.  Wie 
grössernng  eines 
stimmt? 


wird   die  Ver- 
Fernrohrs be- 


Antwort. Um  die  Vergrösserung  eines 
Femrohrs  zu  bestimmen,  bedient  man  sich 
am  besten  des  Dynameters  von  Ramaden. 
Dasselbe  besteht  ans  drei  in  einander  ein- 
schiebbaren Bohren  A,  B,  C  (vgl  Fignr  56), 
von  denen  die  erste  eine  Lupe  Z,  die  zweite 
eine  Teilung  S  auf  Milchf^  in  0,01  mm 
trägt  und  die  dritte  dazu  dient,  um  das 
Ganze  bequem  am  Okular  des  Femrohrs  be- 
festigen, bezw.  halten  zu  könnoL 


Instnunente  Ar  HorizontaUofiiahnie.  —  Mittel  zur  FnnktbezeichDoiig. 
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Um  ipit  HQfe  des  DynameterB  die  Ver- 
grÖBBsrong  bratimmm  zu  kOmteii,  stellt  man 
das  Fernrohr  anf  ODeudllcIi  ein;  sctdann  hält 
man  das  Dynameter  vor  dem  Okular  und 
verachiebt  es  so  lange,  hie  auf  der  Glas- 
Skala  das  BUd  dea  Objektlva  als  ein  scharf' 
randiger  Ereia  erscheint.  Dann  ist  die  Ver- 
grttssenmg  des  Fenirohra  gleich  dem  Quo- 
tienten ans  dem  Dnrchffleaeer  dea  Objeklivs 
in  den  JOnrchmeaaer  seines  Bildes. 

lat  z.  B.  der  ObjektiTdnrchmeaser  gleich 
33  mm  nnd  das  Bild  anf  der  Glasplatte 
=  0,3  mm,  so  ist  die  VergrCssernng: 


BemerkDBg.  Uan  kann  anch  ohne  Dj^a- 
metet  mit  Hilfe  einer  Lape  L  nnd  einer  anf 
Oelpapiei  BU^etiagenen  MillimeCerteiluug  S 
(vergL  Figur  56}  die  Tergräaserung  des  Fern- 
rohrs in  analoger  Weise  bettinunen. 


Frage  61.     Gibt    es    noch    andere 
Methoden    zur    Bestimmung    der    Ver-       Antwort.     Es  gibt  noch   viele  andere 
grtisserung  eines  Fernrohrs?  Methoden,  die  aber  zumeist  nicht  so  einfaoh 

angewendet  werden  kSnnen  oder  andererseits 

Be.«rkuDg.    Man  kann  sich  z.  B.  zweier  ''*^'"'  hinreichend  genau  shid. 
Nivellierlatten    bedienen,    die    man    in    nicht  Fiirnr  57. 

allEngrosser  Entfernung  nebeneinander  stellt. 
Visiert  man  die  eine  im  Fernrohr  nnd  erbaut 
auf  die  andere  mit  blossem  Änge,  nnd  sieht 
man,  dass  etwa  drei  Teile  (cm)  im  Femrofai 
nenn  Teilen  der  Wirklichkeit  (vergl.  Fignr  57) 
entsprechen,  so  ist  die  TergrSssemng : 


III.  Instrumente  zur  Horizontalaufnahme. 
1.    Mittel  zur  Funktbezeichnung. 

Fra^  A2.     Welche  Mittel   stehen 
znr  Punktbezeichnung  zur  Verfbgung?       Antwort  Als  Mittel  zur  zeitweisen  Punlrtr 
bezeichntmg  dienen  die  Baken  (Flnchtstübe, 

Stangen)  nnd  HolzpflÜcke. 
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Vermessangskande. 


Frage  63.  Wie  mttssen  die  Holz- 
pflöcke beschaffen  sein,  die  man  zur 
Punktbezeichnung  verwendet? 

Figur  58. 


Antwort.  Man  braucht  entweder  8  dm 
lange,  2  bis  3  cm  starke  runde,  oben  quer 
abgesägte,  uoten  zagespitzte  Holzpflöcke 
(vergl.  Figur  58),  oder  solche,  die  einem 
etwa  2  om  breiten,  4  cm  langen  and  10  bis 
12  cm  hohen  Keil  gleichen  (vergl.  Figur  58). 
Die  ersteren  fär  jene  Paukte,  fiber  welche 
ein  Winkelinstrument  aufgestellt  werden  soll, 
die  letzteren  nur  als  yorQbergehende  End- 
punkt-Bezeicbnun£:en  der  Abscissen  oder  Or- 
dinaten.  Die  breite  Flache  dient  zur  Auf- 
nahme der  Nummer.  Dieselbe  wird  mit  blaner 
Ingenieurkreide  angeschrieben.  OewOhnlich 
sind  die  letzteren  Holzpflöcke  durchlöchert, 
damit  man  bequem  jede  beliebige  Menge  (an 
einen  Faden  angebunden)  mitnehmen  kann. 


Frage  64.    Was  ist  eine  Bake? 

Antwort.    Eine  Bake  ist  eine  aus  mög- 
lichst festem  und  trockenem  Holze  verfertigte, 
etwa  2  m  lange  und  2  bis  3  cm  dicke,  runde 
ErkK  56.    Bentltzt  man  die  Baken,  so  muss  Stange,  die  an  ihrem  unteren  Ende  einen 
sowohl   der  Landmesser    als   auch   jeder    der  Schuh  mit  einer  Stahlspitze  trägt. 
Messgehilfen   mit    einem  Lot  zur  Senkrecht-        Die  Baken  werden  von  halb  bis  viertel 
Stellung  derselben  versehen  sein.  j^eter  weiss  und  rot  angestrichen.  Das  obere 

Ende  soll  immer  hell  sein.  Der  eiserne 
Schuh,  etwa  2  bis  3  cm  lang,  soll  nach  oben 
zwei  Lappen  haben,  welche  das  Holz  von 
zwei  Seiten  noch  über  der  Höhlung  des 
Schuhes  umfassen. 


Frage  65.   Wozu  dient  eine  Bake? 

Antwort.    Die  Bake  dient  zur  Punkt- 

bezeichnung  für  die  Daner  der  Messung. 

v  wi    EA     o       ..  j       T,     •      T»  1        .      Mai^  versieht  oft  die  Baken  auch  mit  Fähn- 

5':!^^!^J.L!L^'i!v^^,?uJr>A?^^^^  eben  aus  roter  und  weisser  Leinwand.    Diese 

Messfä buchen  dienen  zur  Charakterie- 
sierung  von  Punkten^  für  welche  die  ein- 
fachen Baken  weniger  geeignet  sind  (vergl. 
Erkl.  56). 


Hecken  und  kleinen  Gebüschen  und  ähnlichem 
schwer  aufzuünden  sein. 


Frage  66. 

gebraucht? 


Wie   wird    die  Bake 


Antwort.  Um  die  Bake  zu  gebrauchen, 
fasst  man  sie  beim  Einsetzen  über  ihrem 
Schwerpunkte  (etwa  in  ^/a  ihrer  Höhe)  mit 
dem  Daumen  und  Zeigefinger  und  lässt  sie 
selbst  die  lotrechte  Lage  suchen,  worauf 
man  sie  niederfallen  lässt,  damit  sie  sich  in 
den  Boden  einbohrt  Durch  etwas  Nachhilfe 
wird  sodann  der  Stab  festgestellt 


Mittel  znr  PnnktbezeichunDg. 
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Figur  59. 


Noch  besser  ist  es  aber,  wenn  man  eigene 
Ständer  für  Baken  besitzt,  da  es  nnmöglich 
ist»  überall  die  Bake  genügend  sieber  in  den 
Boden  einzabohren.  Solche  Ständer  (vergL 
Figur  59)  ersparen  oft,  insbesondere  in  den 
Städten  auf  hartem  Pflaster,  einen  Gehilfen. 
Man  ist  dann  auch  sicher,  dass  die  Bake 
einmal  zentrisch  über  den  Punkt  steht  und 
sodann  unverändert  ihre  lotrechte  Stellung 
einhält,  so  dass  man  von  der  Willkür  des 
Gehilfen  unabhängig  wird. 


Frage  67.    Worauf  hat  man  beim 
Gebrauche  der  Baken  zu  sehen. 


Figur  60. 


Antwort.  Beim  Gebrauche  der  Baken 
mnss  man  besonders  auf  zweierlei  sehen: 
1)  dass  sie  genau  über  dengenigen  Punkt 
stehen,  den  sie  bezeichnen  sollen ,  2)  dass 
sie  senkrecht  über  ihm  stehen.  Vom  Senk- 
rechtstehen kann  man  sich  eventuell  auch 
mit  Hilfe  eines  Senkels  überzeugen.  Man 
hält  zu  diesem  Zwecke  den  Senkel  in  einiger 
Entfernung  von  der  Bake  in  der  ausge- 
streckten Hand  und  visiert  über  den  Faden 
desselben  am  besten  den  Baum  der  Bake 
tangierend  nach  dem  Stabe  hin.  Dieses  muss 
jedoch  von  zwei  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Eichtungen  aus  geschehen. 

Kann  man  die  untere  Spitze  der  Bake 
anvisieren,  so  wird  man  diese  lieber  zum 
Ziel  wählen,  um  der  unliebsamen  Senkrecht- 
stellung zQ  entgehen. 


Frage  68.     Was  ist 

ein  Senkel  oder  Blei- 
lot? 


Antwort.  Der  Senkel  oder  das  Bleilot  ist 
ein  aus  einem  massiven  Körper  (Blei)  her- 
gestellter Cylinder,  dessen  unteres  Ende  in 
eine  zentiische  Spitze  ausgeht.  Derselbe 
gibt  auf  einen  Faden  aufgehängt  die  lot- 
rechte Eichtnng  an.  Die  untere  Spitze  ist, 
um  Beschädigungen  weniger  ausgesetzt  zu 
werden,  aus  Stahl,  die  äussere  Umhüllung 
aus  Messing  (vergl.  Figur  60). 
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Vermessniigskiuide. 


2.  Mittel  zur  Längenmessung. 


Frage  69.     Was   ist   eine   Hess- 
kette? 

Erkl.  57.    Als  Eettenstab  dient  eine  Bake 
mit  etwas  kräftigem  Qaerstift  am  Fuss. 


Figur  61. 


o 


Antwort.  Die  MeBskette  ist  eine 
Kette  ans  starkem  Eisendraht,  gewQluüicli 
ca.  20  m  lang  mit  Gliedern  von  2  dm  Lftnge. 
Diese  sind  durch  Ringe  mit  einander  ver- 
bunden. Die  zwei  letzten  Glieder  enden  mit 
starken  Ringen,  durch  die  Kettenstäbe 
geschoben  werden  können  (vergl.  Fignr  61). 
Zu  jeder  Kette  gehören  gewöhnlich  zwei 
solche  Kettenstabe.  Ausserdem  sind  zu  jeder 
Kette  mehrere  Kettennägel  (Markier- 
nägel,  Zahler,  Kettenstäbchen)  er- 
forderlich. 

Diese  sind  aus  Stahldraht  und  3  bis  4  dm 
lang:  unten  sind  sie  zugespitzt  und  oben 
haben  sie  ein  Oehr  (yergl.  Figur  61). 


Frage  70,    Wie  wird  die  Kette  g  e- 

braucht?  Antwort.    Um  mit  Hilfe  einer  Kette  eine 

durch  zwei  Baken  Ä  und  B  bezeichnete  Linie 
Erkl.  58.    Die  Messkette  ist  bei  der  zn  messen,  verfährt  man  wie  folgt: 
neueren  Preussiachen  Kataster-Vor- 
messung ausser  Gebrauch  gesetzt. 


B 


Figur  62. 
E 
D 


A 

c 


Einer  der  Gehilfen  steckt  seinen  Ketten- 
stab in  Ä  fest  und  lässt  den  zweiten  Ge- 
hilfen in  der  Richtung  der  Linie  ^2^  die 
Kette  ausspannen.  Ist  dieses  geschehen,  so 
wird  neben  dem  Endpunkte  ein  Markier- 
stäbchen eingesteckt,  welches  als  Anfangs- 
punkt der  neuen  Messung  gilt  (vergleiche 
Figur  62  A,B,  Baken,  C,  D,  Kettenstäbe, 
E  Markierstäbchen). 

Die  Ketten  sind  in  der  neueren  Zeit 
fast  ganz  aus  dem  Gebranch  gekommen,  in- 
dem sie  von  den  ungleich  genaueren  Stahl- 
messbändern verdrängt  wurden. 


Frage  71.  Was  ist  ein  Stahl- 
messband? 

Bemerkung.  Man  benutzt  nur  die  Mess- 
bänder  aus  Stahl  oder  Messing.  Die  früher 
benützten  leinenen  Messbänder  sind 
durchaus  zu  verwerfen.  Es  beträgt  nämlich 
der  Längenunterschied  zwischen  einem  ganz 
trockenen  und  einem  nassen  Messband  von 
25  m  Länge  etwa  5  cm.  Hieraus  kann  man 
leicht  schliessen,  wie  ungenau  eine  Abmessung 
mit  denselben  sein  muss. 


Antwort.  Das  Stahlmessband  ist  ein 
aus  gehärtetem  Stahl  verfertigtes  Band  von 
10  oder  20  m  Länge,  15  bis  20  mm  Breite 
und  0,5  mm  Dicke.  Dasselbe  ist  gewöhnlich 
durch  eingeschlagene  Messingnägel  in  Meter 
und  durch  Löcher  in  Decimeter  abgeteilt. 
Die  Centimeter  werden  geschätzt. 

Die  für  den  Feldgebrauch  bestimmten 
Messbänder  dürfen  höchstens  bei 

20  m  um  +3-5  mm 

10  ,     „   +24    „ 

von  dem  angegebenen  Mass  abweichen. 


Mittel  sar  Längenmessang. 
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Figur  63. 


Frage  72.    Wie  wird  das  Messband 

gebraucht?  Antwort    um  mit  einem  Messband  eine 

Strecke  abzamesseoi  bezeichnet  man  die  End- 
punkte, wenn  sie  nicht  anders  sichtbar  sind, 
durch  vertikal  stehende  Baken.  Sodann  wird 
das  eine  Ende  des  Messbandes  so  an  die 
Bi^enspitze  B  angelegt  (yergl.  Figur  63), 
dass  dieselbe  in  den  kreisförmigen  Aasschnitt 
der  messingnen  Handhabe  am  Ende  des  Mess- 
bandes za  liegen  kommt.  Der  Qehilfe  hält 
das  andere  Ende  und  spannt  das  Messband 
ungefähr  in  der  Eichtnng  der  zu  messenden 
Linie.  Man  sieht  nun  nach,  ob  die  ideale 
Verlftngerang  die  Bake  des  Endpunktes 
schneidet.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  gibt 
man  dem  Gehilfen  ein  verabredetes  Zeichen 
oder  ruft  ihm  zu,  das  Ende  des  Messbandes 
um  band-  oder  fingerbreit  oder  sehr  wenig 
nach  rechts  oder  links  zu  legen.  Zu  diesem 
Zwecke  hebt  der  Gehilfe  das  Ende  des  Mess- 
bandes ein  wenig,  erteilt  dem  ganzen  Mess- 
band durch  einen  Bück  eine  wellenförmige 
Bewegung  und  verlegt  so  das  ganze  Mess- 
band in  die  angegebene  Richtung.  Liegt 
einmal  das  Messband  in  der  verlangten  Bich- 
Bemerkung.    Als  Markiemägel  können  ge-  ^^^Sf  so  wird  das  Ende  durch  einen  Markier- 

wöhnlich  über  1  dm   lange  und  entsprechend  nagel  bezeichnet.     Dieser  wird  am  besten 

Dieser  dient  zum  Ausgangspunkt  ffir  die 
Wiederholung  dieses  Verfahrens.  Gehen  die 
ganzen  Längen  nicht  auf,  so  werden  Meter 
und  Decimeter  direkt  abgelesen  und  Centi- 
meter  geschätzt. 


Frage  73.    Wie  wird  mit  dem  Mess- 
band eine  geneigte  Gerade  gemessen? 


Figur  64. 


4 


Antwort  Soll  mit  dem  Messbande  eine 
geneigte  Gerade  gemessen  werden,  z.  B.  die 
Entfernung  AB  (vergl.  Figur  64),  so  muss 
das  sogenannte  Gefälle  derselben  bestimmt 
werden.  Dazu  dient  der  Gefällmesser.  Der- 
selbe besteht  aus  einer  Latte  mit  eingetra- 
gener Teilung,  über  welcher  ein  verschieb- 
bares Visierbrett  befestigt  ist.  Ein  Senklot 
ermöglicht  die  Horizontalstellung  derselben. 
Durch  den  GefäUsmesser  wird  die  Höhen- 
differenz AB  gemessen.  Die  Teilung  auf 
der  Latte  geht  von  Centimeter  zu  Centi- 
meter.  Nehmen  wir  nun  an,  wir  hätten  ge- 
funden: 

CAz=zh 

AB  =  l 
so  wird: 


='V-(I)' 
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Die  Grösse: 


h_ 
l 


wird  das  Gefälle  genannt.    Da  dasselbe  nur 
eine  kleine  Grösse  sein  darf,  so  ist  (vergL 

Krkl.  59.    Wir  haben,  indem  wir  die  Wnreel  Er^-  59) : 


ziehen  *. 


CB 


l/l  /"ÄV-I  1     Ä2  1     M 


oder: 


='[-i(4)] 


2'    / 


da  aber  -=-  sehr  klein  ist,  so  kann  man   die 

höheren  Glieder  vernachlässigen  und  man  er-        ^'  gilt  als  Regel :  Nnr  bei  genauen  Mfeg- 
],g]t;.  ^  Bongen   ist   diese    Korrektion   anzubringen, 


\^'-(t)='-1" 


sobald: 


/  ^  30 


Die  Messung  aaf  diesem  Wege  ist  nicht  ge- 
stattet, sobald: 

l  ^  3 

und  mass  durch  Staffelmessung  (s.  d.)  er- 
setzt werden. 


Trage 

latte? 


74.     Was  ist  eine  Mess- 


Antwort.  Die  Messlatte  (Messrute, 
Messstab,  Lachterstab)  ist  eiae  gewöhnlich 
aus  Fichtenholz  verfertigte,  prismatische 
oder  ovale  Stange  von  5  m  Länge  und  2 
bis  4  cm  Dicke.  An  den  Enden  ist  sie  mit 
Eisen  beschlagen.  Sie  wird  von  Meter  zu 
Meter  verschieden  gefUrbt  (weiss  und  rot). 
Die  weitere  Teilung  in  Decimeter  pflegt  man 
durch  eingeschlagene  Nägel  zu  kennzeichnen. 


Figur  65. 


Frage  75.    Wie  wird  eine  Mess- 
latte gebraucht?  Antwort.     Man   pflegt   für   gewöhnüch 

zwei  Messlatten  zu  gebrauchen.  Gut  ist  es, 
wenn  jede  Messlatte  einen  Träger  hat;  man 
braucht  also  bei  Lattenmessnngen  zwei  Ge- 
hilfen (siehe  Figur  65). 

Soll  eine  Linie  AB  gemessen  werden,  so 
legt  der  erste  Gehilfe  seine  Latte  a  an  den 
einen  Endpunkt  der  abgesteckten  Linie  A  B^ 
etwa  A^  und  bringt  das  vordere  Ende  in 
die  Richtung  der  zu  messenden  Strecke.    Der 
—       B  zweite  Gehilfe  legt  sodann  die  zweite  Latte  h 
sachte  an,  wobei  der  erste  seine  Latte  fest- 
hält   Ist  dieses  geschehen,  so  hebt  der  erste 
Gehilfe  seine  Latte  auf,  aber  so,  dass  da- 
durch die  Lage  der  zweiten  nicht  geändeit 
wird,   zählt  laut  Eins  und  geht  geschwind 
vor,  um  seine  Latte  an  h  anzulegen.    Ist 
Erkl.  60.    Bei  genaueren  Messungen  wer-   ^^^^^    geschehen,   so  hebt  der  zweite  die 
den  vierkantige  Latten  gebraucht,  die  längs  Latte  ft,  zählt  laut  Zwei  und  geht  nun  vor. 
einer  ausgespannten  Schnur  gelegt  werden.         So  werden  die  Latten  fortfahrend  aneinander 


CL 


a 


Mittel  zur  Längenmessimg. 
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gelegt,  ohne  dass  man  sie  vei tauscht.  Ä 
zählt  immer  die  angeraden,  B  die  geraden 
Legnngen,  wodurch  zugleich  ein  Verzählen 
verhindert  ist. 


Frage  76^   Ist  diese  Art  der  Latten- 
legnng  überall  verwendbar? 


Antwort.  Diese  Art  der  Lattenlegung 
ist  nur  auf  ebenem  Boden  verwendbar.  Ist 
der  Boden  nicht  eben,  so  muss  ein  anderes 
Verfahren  eingeschlagen  werden. 


Frage  77.    Kann  die  Lattenmessnng 
auch  auf  geneigtem  Boden  stattfinden? 


Figur  66. 


Antwort.  Die  Lattenmessung  kann  auch 
auf  geneigrtem  Boden  stattfinden,  man  muss 
aber  jedesmal  die  gemessene  Strecke  auf 
den  Horizont  redozieren.  Zu  diesem  Zwecke 
befindet  sich  auf  der  Latte  ein  Gefällsmesser, 
der  im  Prinzip  aus  einem  Senklot  und  einer 
Teilung  von  Grad  zu  Grad  besteht.  Siehe 
Figur  66.  Sei  /  sodann  die  Länge  der  Latte 
und  a  der  Neigungswinkel,  so  wird  die  auf 
den  Horizont  reduzierte  Fläche  (s.  Figur  67): 

X  z=.  l  cos  tt 

Man  hat  also: 

Z  —  X  =  /  (1  —  cos  «) 

Setzt  man  /  =  5,  10,20  m,  so  ergibt  sich 
nachstehende  Tabelle: 


10 

20 

30 
40. 

50 

60 
70 

80 

90 

100 

110 

120 
180 
140 
150 


1-Z 


Z  =  5m 


/  =  10  m 


;  =  20m 


m 
0-00 
0-00 
0-01 
0-01 
0-02 
0-03 
0-04 
0.05 
0-06 
0-08 
0-09 
0.11 
013 
0-15 
0-17 


m 
0-00 
O.Ol 
0-01 
0.02 
0-04 
006 
0.07 
0.10 
0.12 
0.16 
0.18 
0.22 
0.25 
0.29 
0-34 


m 
0.00 
O.Ol 
0.03 
0-05 
0-08 
0-11 
0.15 
0-20 
0.25 
0.30 
0.37 
0-44 
051 
0.59 
0-68 


Das  Schema  einer   derartigen   Messung 
auf  sehr  diversem  Boden  ist: 
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MessoDg:  mit  5  m  Latten. 


Latte 

a 

l  —  X 

Lftnge 

Produkte 

1  bis   5 

2^ 

000 

5 

000 

6    „     7 

40 

001 

1 

O.Ol 

7    „   10 

Ö'J 

0.03 

4 

0.12 

10    „  16 

1     8'' 

0-05 

6 

025 

—  0.88 

+  76 

74.62 


Fra^e  78.    Was  ist  über  die  Mes-       *  *  ^«*    ^r  v     u* 

„„ .®^„   „«^v^«^„   rr^^^ir.»    ^«   V.«         Antwort    Man  muss  beachten,  womog- 

sung  eines  unebenen  Terrains   zu  be-  ^^^  ^j^  ^^^^„^  ^^^  unebenen  Terraiie 

acntenr  2^  umgehen.     Es  ist  viel  rationeller,  die 

Entfernung  zweier  Punkte,  die  durch  ein 
unebenes  Terrain  getrennt  sind,  auf  indirek- 
tem Wege  zu  messen.  Dieses  gilt  insbeaon« 
dere,  wenn  grosse  Genauigkeit  erfordert 
Bemerknng.      lieber    indirekte    Messung  wird.    Man  messe  auf  anebenem  Boden  lieber 

(mittelbare  Messung)  yergleiehe  3.  b),  Seite  5.  weniger  Längen  und  mehr  Winkel  als  um- 
gekehrt, und  die  Längen  nur  dort,  wo  das 
Terrain  ein  ebenes  ist  Wir  werden  auf 
diesen  Gegenstand  noch  bei  der  Koordinaten- 
Vermessung  zurückkommen. 


Frage  79.    Was  versteht  man  unter 
Staffelmessung? 


Figur  68. 


Antwort.  Ist  die  Neigung  der  zu  mes- 
senden Strecke  gross,  so  wendet  man  die 
Staffelmessung  an,  welche  darin  besteht,  dass 
man  die  Latte  mit  der  Libelle  horizontal 
stellt,  von  dem  freischwebenden  Endpunkt 
herablotet  auf  den  freischwebenden  Endpunkt 
der  nächstliegenden  Latte. 

Für  Stalfelmessungen  wurde  ein  eigener 
Apparat  konstruiert,  der  eine  grössere  Sicher- 
heit gewährt,  als  das  Loten  aus  freier  Hand 
gestattet. 

Derselbe  besteht  aus  einer  Messlatte,  die 
oben  mit  einer  Röhrenlibelle  versehen  ist 
und  aus  einem  eingeteilten,  senkrecht  stehen- 
den Stabe  mit  einer  Dosenlibelle,  an  welchen 
das  freie  Ende  des  Messstabes  angelehnt 
wird.  Die  Art  und  Weise  der  Handhabung 
braucht  wohl  nicht  weiter  auseinandergesetzt 
zu  werden  (siehe  Figur  68). 


3.  lieber  die  Genauigkeit  der  Längenmessungen. 

Frage  80.  Wie  gross  ist  der  mitt- 
lere Fehler  einer  Längenmessung ?  .  «  .     ,       .  ,      ^  ,,      . 

Antwort.    Sei  ^  der  mittlere  Fehler  emer 

Bemerkung.    Ueber  den  Begriif  des  mitt-  Anlage  des  Massstabs,  so  ist  der  mittlere 
leren  Fehlers  vergleiche  Bobecks  Lehrbuch  der  Fehler  für  «  Anlagen: 
Ausgleichsrechnung.  »i  =  ^  \/« 


Ueber  die  Genauigkeit  der  LäagenmessTingen.  —  Der  Theodolit. 
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Erkl.  61.    Jordan  gibt  in  seinem  Taschen-  oder,    da   n   proportional    der   gemessenen 
bneh  f&r  Geometrie  folgende  kleine  Tafel  für  Länge,  aoph: 
die  mittleren  Fehler:  m  z=:  u'  l/F 

wobei,  wenn  l  =  na: 

wird.  Es  stellt  sodann  /*'  den  mittleren 
Fehler  einer  Längeneinheit  dar. 

Die  Grösse  y^*  beträgt  nach  Jordan  für 
verschiedene  Messnngsarten  0,003  bis  0,008, 
so  dass  wir  folgende  Tafeln  haben. 

Der  mittlere  Fehler  beträgt:  ^ 

für  Lattenmesaung  ...»»  =  0,003  ^/l^ 
für  Stahlbandmessung  .    .    m  =  0,005  V/^ 
far  Kettenmessung  .    .    .    m  =  0,008  \/l 
Bezuglich  der  Genauigkeit  der  Feldmess- 
mit  gi?83ter  Genauigkeit  gemessene  Strecken  längenmessungen   bestimmt   die  Preussische 
gelten,  wobei  angenommen  wird,  dass  man  eine  Anweisung  IX  vom  25.  Oktober  1881,  aass 
jede  Strecke  doppelt  gemessen  hat.  die   zulässige  Abweichung  a   zweier  unab- 

hängiger Messungen  (hin  und  her)  der  Länge  l 
für  Latten  und  Stahlbänder  höchstens  folgende 
Beträge  annehmen  dürfe: 

I.  auf  ebenem  Boden    .    .    .    o  =  0,01  V 4/ +  0,005/2 

II.  auf  mittlerem  Boden     .    .    a  =  0,01  l/6/  + 0,0075/2 

III.  auf  unebenem  Boden     .    .    a  =  0,01  l/8/  +  0,01/* 

Die  Vermessungsanweisung  IX  enthält 
auch  pag.  33  und  folgende  die  Werte  von  a 
in  Tafeln  geordnet 


Gemessene 

Mittlere  Fehler 

einer  Messung 

Länge 

mit  Latten 

mit  Kette 

m 

m 

m 

10 

0.011 

0-034 

50 

0-026 

0076 

100 

0.085 

0.107 

150 

0-043 

0.131 

200 

0.049 

0.151 

250 

0.055 

0-169 

300 

0.061 

0-185 

1 

Es  muss  indess  hervorgehoben  werden,  dass 
die  mitgeteilten  Formeln  und  Zahlen  nur  für 


4.    Der  Theodolit. 


Frage  81.    Was  ist  ein  Theodolit? 

Bemerkung.  Der  Name  Theodolit  ist  un- 
bekannten Ursprungs  (vergl.  Poggendorfs  An- 
nalen,  193.  Bd.,  und  Dienglers  Journal,  116.  Bd. ; 
femer:  Zeitschrift  für  Vermessungskunde  1880, 
p.  55,  1883,  p.  321).  Es  scheint,  dass  der  Name 
eine  Verschmelzung  eines  arabischen  Wortes  ist 
mit  dem  englischen  Artikel  the. 


Antwort.  Der  Theodolit  ist  ein  Mess- 
instrument, welches  dem  Wesen  nach  aus 
zwei  geteilten  Kreisen  besteht,  von  welchen 
der  eine  horizontal,  der  andere  dagegen  ver- 
tikal aufgestellt  ist.  Ausserdem  ist  dieses 
Instrument  mit  einer  Visiervorrichtung  (Fem- 
rohr) und  mit  Mitteln  zum  Horizontal-  und 
Vertikalstellen  (Libellen)  versehen.  Dazu 
kommen  noch  Behelfe  für  feine  Bewegungen 
des  Femrohrs  (Schrauben). 


Frage  82.   Welches  ist  das  Prinzip 
der  Konstruktion  eines  Theodolits? 


Antwort.  Das  konstmktive  Prinzip  des 
Theodolits  besteht  im  folgenden  (vgl.  Fig.  69): 
'Eine  feste  Unterlage  G  ist  mit  einer 
konischen  Bohmng  versehen,  welche  zwei 
gegen  einander  drehbare  Achsen  (üfiV  die 
Alhidadenachse  und  WN*  die  Limbusachse) 
trttgt.  Jede  dieser  Achsen  ist  mit  einer  ge- 
teilten Ereisscheibe  {E  Alhidade,  K  Limbus) 


Vermeasuigskimde. 


Bemerkung«  Der  Theodolit  ist  am  Anfknge 
dieses  Jahrhunderts  allgemein  in  Gebrauch  ge- 
kommen. Der  Erfinder  dieses  Instruments  ist 
nicht  bekannt,  ebensowenig  ist  die  Ableitung 
des  Wortes  Theodolit  aufgeklärt.  In  früherer 
Zeit  bediente  man  sich  zur  Winkelmessnog  zu- 
nächst des  Sextanten,  sodann  kamen  gegen  das 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  Vollkreise  in 
Oebrauch,  welche  nicht  die  horizontale,  sondern 
die  wirklichen  Winkel  zu  messen  gestatteten. 
Dadurch  war  man  aber  gezwungen,  die  Winkel 
auf  den  Horizont  zu  reduzieren. 


verbunden.  Die  AlhidadenBcheibe  ist  mit 
einem  gabelförmigen  Träger  T  versehen, 
welcher  am  obem  Ende  eine  Horizontalachse 
A  trägt,  die  mit  einem  Fernrohr  Fund  einem 
Vertikalkreis  P  fest  verbunden  ist.  Der 
Limbuskreis  K^  sowie  der  Vertikalkreis  P 
sind  voll  geteilt.  Der  Alhidadenkreis  be- 
sitzt nur  zwei  diametral  stehende  Nonien. 
Der  Nonins  des  Vertikalkreises  befindet  sich 
auf  einer  Erweiterung  J  des  Trägers  T, 

Je  nachdem  der  Limbus  beweglich  oder 
fest  mit  der  Unterlage  G  verbunden  ist, 
unterscheidet  man  repetierende  oder  einfache 
Theodolite. 


Figur  69. 


Bemerkung.  In  Mherer  Zeit  befestigte  man  auch  noch  an  das  Gestell  G  ein  sogenanntes 
Versicherungsfemrohr.  Es  war  dieses  ein  gewöhnliches  Femrohr  mit  einem  Fadenkreuz,  welches 
zur  Kontrolle  des  Fernrohrstandes  diente.  Die  neueren  Instrumente  werden  aber  so  solid 
gebaut,  dass  eine  etwaige  Verrückung  absolut  unmöglich  ist,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  das 
Instmment  regelrecht  behandelt  wird.  Die  geringen  Verschiebungen,  die  durch  die  Drehung 
des  Limbus  oder  Alhidade  entstehen,  eliminiert  man  am  besten,  wenn  man  die  Winkel  in 
doppelter  Bichtuug  misst,  d.  h.  einmal  durch  eine  Rechtsdrehung,  das  anderemal  durch  eine 
Linksdrehung. 


Der  Theodolit. 
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Figur  71. 


Za'. 


Es  sei  (vergl.  Figur  70)  K  der  fest- 
geklemmte Limbaskreis.  Bei  der  Femrohr- 
stellung F  zeigt  der  Zeiger  Z  eine  Ab- 
lesung A  an.  Wird  das  Femrohr  von  F 
nach  J^'  um  einen  Winkel  a  gedi*eht,  so 
geht  der  Zeiger  von  Ä  nach  Ä'  und  die 
Differenz  der  Ablesungen  A'  —  A  wird 
gleich  a  sein. 

Machen  wir  nun  den  Limbus  K  frei  von 
der  Unterlage  und  verbinden  ihn  fest  mit  der 
Albidade,  wobei  wir  zugleich  das  Femrohr 
wieder  in  die  Richtung  von  F  bringen  (vergl. 
Figur  71).  Wird  nun  K  von  H  losgelöst 
und  mit  der  Unterlage  fest  verbunden  (auf 
welche  Weise  dieses  bewerkstelligt  wird,  ist 
vorderhand  Nebensache)  und  das  Femrolir 
von  F  nach  F*  gebracht,  so  wandert  der 
Zeiger  Z  von  A'  nach  A'*  wieder,  so  dass: 

A"-^A*  =itt 
ist.    Nan  hatten  wir  aber  früher: 

^'  —  ^  =  « 

Demnach  wird: 

(A**  —  A')  +  (A'  —  ^)  =  2« 
oder: 

A"  —  A  =  2tt 

d.  h.  der  Zeiger  Z  steht  von  A  um  den 
Winkel  2  a  ab.  So  fortfahrend  können  wir 
den  Abstand  zwischen  A  und  dem  Zeiger 
einem  beliebigen  Vielfachen  des  Winkels  a 
gleich  machen. 


Frage  83.   Welche  Arten  der  Theo- 
dolite werden  sonst  auch  unterschieden? 


Bemerkung.  Die  in  den  Figuren  72  und 
73  abgebildeten  Theodolite  ersten  Ranges  werden 
in  dieser  Form  von  der  berühmten  Werkstätte 
Ertel  und  Sohn  in  München  gebaut. 


Antwort.  Hau  unterscheidet  noch,  je 
nach  der  Femrohrlage,  Theodolite  mit 
zentrischem  und  exzentrischem 
Fernrohr;  ferner,  je  nach  der  Ferarohr- 
beschaffenheit,  Theodolite  mit  geradem 
oder  gebrochenem  Fernrohr. 

So  ist  Figur  72  ein  zentrischer  Theodolit 
mit  geradem  Femrolir, 

Figur  73  ein  zentrischer  Theodolit  mit 
gebrochenem  Fernrohr, 

Figur  74  ein  exzentrischer  Theodolit  mit 
geradem  Fernrohr. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  y^yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer-*  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  UUd  portofifCi  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes.  Heft  ist  aafgescbDitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthäit  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthalt  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Yorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortieff liebste  Nachschlagebnch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.   - 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Heftec 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 


mit 


I  iD^be  und  EntwicUong  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

\  erlätttei;t  durch 

1  viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

H  aus  allen   Zweigen 

I    der  Recheiikiinst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 

id  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Pliysii^y  Mechanik,  Oraphostatik,  Chemie,  (lieodftsie,  Nautik, 
niatlieiiiat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

^    Brücken-  n.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darsteil*  Geometrie,  Polar-  u. 

I  Parallel-PerspeetlTe)  Sebattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

I      Schüler,  Stndieretide,  Kandidaten,'  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Studium,    zur  Forthülfe   bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kOoigl.  preusa.  Feldmesser,   vereideter  groaeh.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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(Geodäsie). 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Liiska. 

p  Fortsetzung  von  Heft  1278.  —  Seite  G5— 80.     Mit  19  Figuren. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  188K 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ShnHches  zur  Seite  stellt,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Hefe  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesainfgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik;  iiiath.  Geographie,  Aatronomie,  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  and  Hochbaues,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Flgvren^,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angenrandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  uDgelüsten  Aufgaben  heimgehen,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Ldsungren  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerceich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  lt.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schullehrer- Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnien, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn*  Yorbereltnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forst wissenschaftsschnieD, 
Militärschulen,  Yorbereitungrs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen^  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelOste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben. wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lOsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werdend 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluii;« 


Dei  Tbeodolit   ' 
Figur  74.    Theodolit  Ton  Ertel  &  Sohn  in  Mttnchen. 


Frage  84.    Welche  Vorteile  bieten 
die  verschiedenen  Formen?  Antwort.    Verglelelit  man  die  verachie- 

denen  Formen  der  Theodolite  miteinuider,  so 

w._    ._  T.»     1-  1-.-   i     r^    -    sieht  man,  daas  mit  dem  eioEachen  Theodolit 

B««erk«w.  Für  die  geodätiache  Piai«  ^^^j  ^^  ^^^^  ^^^^  gemessen  werden  kön- 
darfte  das  «ntnsdi  dnrehschlagbare  Femrohr  j^^^  ^j^  ^f  dem  eizentriBCheD  und  ge- 
die  neiste  Beqoemlichkeit  gewähren.  Man  ist  brochenen.  Dafür  mass  mit  dem  cxzentri- 
niefat  iimwr  geiwnngeii,  in  beiden  Logen  sa  sehen  der  Winkel,  ansgenommen  iVeilich, 
messen,  wis  bei  Ueberschlagswinkeln  eine  Zeit-  wenn  der  anvisierte  Gegenstand  unendlich 
erspamls  abgibt.  —  Das  gebroehene  Femrohr  weit  ist,  in  beiden  Femrohrlagen  beobachtet 
wird  nur  bei  grflsseren  InBtrnnenten  gebronoht;  werden.  Die  vollkommenste  Fomi  bietet  das 
fflr  die  geodätische  Praxis  hat  es  den  Nachteil,  febrochene  Instmment  indeisen  mwiht  das 
dass  es  die  An.nchnng  der  Objekte  e.cbwert.  r'Soh'lsTSe.^Te^Sn""» 
einem  gebrochenen  Instrument  nicht  so  he- 

Ltika, 
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qnem,  wie  bei  einem  geraden.  Vorteilhaft 
ist  aber  bei  gebrochenem  Femrohr  immer 
die  gleiche  Augenhöhe  des  Beobachters  nnd 
die  gedrängtere  Form  des  ganzen  Theodolits. 
Ein  Nachteil  ist  die  Schwächung  der  Licht- 
kraft dorch  die  Beflexion. 


Figur  75. 


Frage  85.    In  welcher  Weise  wer- 
den die  Theodolite  ausgeführt? 


Bemerkung.  Ist  der  Theodolit  kein  Repe- 
titionstheodolit,  dann  ist  der  Limbus  fest  und 
mit  dem  Stativ  gewöhnlich  ans  einem  Gnss. 
Die  Schraube  8"  entfällt  dann  und  die  Schraube 
aS'  wird  unten  (ähnlich  Wie  5'')  angebracht. 

Bei  neueren  Instrumenten  pflegt  man  so- 
wohl die.  Limbus-  als  auch  die  Alhidadenachse 
durch  Gegenfedern  zu  unterstützen,  um  der 
gegenseitigen  Beibung  dieser  Achsen  vorzu- 
beugen, und  den  Limbus  nnd  die  Alhidade  be- 
weglicher zu  machen. 


Antwort.  Was  die  praktisdie  AusfObruDg 
der  Theodolite  anbietrifit,  so  iat  diese  ewar 
je  nach  der  Werkstätte,  aus  der  die  Instru- 
mente stammen,  verschieden,  aber  man  kann 
doch  eine  typische  Form  schaffen,  welcher 
sich  alle  anschliessen. 

Die  in  neuerer  Zeit  gebauten  Theodolite 
sind  gewöhnlich  Repetitionstheodolite  (yergl. 
Figur  75)  und  haben  folgende  Einriebtang: 

Die  Stativsänle  S  (vergl.  Figur  75)  ist 
zentrisch  durchbohrt  In  diese  Bolirnnp 
passt  genau  die  den  Limbus  tragende  Säule  X, 
die  ebenfalls  durchbohrt  ist  und  die  Achse 
der  Alhidade  in  sich  aufnimmt.  Beim  festen 
Stativ  sind  L  und  Ä  unabhängig  von  ein- 
ander drehbar.    Mit  dem  Stativ  S  ist  ein 


Der  Theodolit. 
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Bemerkung:.  Die  in  der  Fignr  75  ge- 
zeielmete  Arreüeraiig  wird  sehr  selten  ange- 
wendet, Bie  ist  aber  sehr  instruktiv,  indem  mau 
klar  ikre  Funktion  übersieht.  Ueberhaupt  möge 
bei  allen  schematischen  Zeichnungen  beachtet 
werden,  dass  sie  cur  Klarstellung  des  Prinzips 
dienen  sollen.  Die  Behandlung  bleibt  dieselbe, 
die  Ausführung  wird  je  nach  der  Firma  ver- 
schieden sein.  Man  kann  sich  allgemein  merken: 
die  obere  Schraube  arretiert  die  Alhidade,  die 
untere  den  Limbus.  Eine  in  neuester  Zeit  sehr 
beliebte  Art  der  Arretierung  ist  jene  durch  die 
Achse  S  (vergl.  Figur  75). 


Schraubenarm  fest  verbunden,  welcher  mit 
Hilfe  der  Schraube  S"  den  Limbus  fest- 
zustellen gestattet.  Dann  ist  nur  noch  die 
Alhidade  drehbar.  Sie  kann  auch  mit  Hilfe 
der  Schraube  S'  mit  dem  Limbus  fest  ver- 
bunden werden.    Man  hat  also  folgendes: 

L  iS^^'und  S*  lose;  dann  kann  die  Alhidade 
und  der  Limbus  beliebig  und  von  einander 
unabhängig  gedreht  werden. 

IL  S"  fest,  S'  lose;  dann  kann  nur  die 
Alhidade  gedreht  werden. 

IIL  S"  lose,  S'  fest;  dann  dreht  sich 
die  Alhidade  mit  dem  Limbus  zugleich. 

IV.  S"  und  S'  fest;  dann  ist  sowohl  die 
Alhidade  als  auch  der  Limbus  unbeweglich. 

Unterhalb  trägt  das  Stativ  noch  eine  an- 
schraubbare Mfitze  M  mit  einer  Oese,  welche 
zur  Aufnahme  der  Senkelschnur  beim  Zen- 
trieren dient.  Die  Alhidade  trägt  eine  gabel- 
förmige Erweiterung  g,  welche  als  ^ger 
des  Fernrohrs  und  des  Horizontalkreises 
fungiert. 


Frage  86.  Welche  Mittel  besitzt 
man,  um  möglichst  feine  Bewegungen 
des  Limbus  und  der  Alhidade,  sowie 
der  Horizontalachse  zu  bewerkstelligen  ? 


H 


Figur  76. 
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Antwort,  Zur  feinen  Bewegung  des  Lim- 
bus, der  Alhidade  und  der  Femrohrachse 
dienen  die  Mikrometerschrauben.  Wird  mit- 
tels der  Schraube  S'  (vergl.  Figur  75)  die 
Alhidade  am  Limbus  befestigt,  so  haften 
auch  die  Halter  HH'  (vergl.  Figur  76)  der 
Mikrometerschraube  T  am  Limbus  fest.  Diese 
Mikrometerschraube  drückt  die  Alhidade  A 
gegen  die  Federvorrichtnng  /.  Wird  sie 
gedreht,  so  bewegt  sich  auch  die  Alhidade. 
Aehnlich  wirkt  auch  die  Mikrometerschranbe 
der  Horizontalachse.  Hier  wird  mittehi  der 
Schraube  S  (veigl.  Fignr  77)  die  Femrohr- 
achse i^  fest  an  den  Ring  R  gedrückt,  welcher 
einen  Hebel  H  tiägt,  dessen  Ende  durch  die 
Mikrometerschraube  bewegt  wird. 

Ist  also  die  Schraube  S'  lose,  dann  kann 
das  Fernrohr  und  der  mit  ihm  verbundene 
Vertikalkreis  beliebig  bewegt  werden.  Wird 
sie  angezogen,  dann  ist  nur  eine  f^ine  Be- 
wegung möglich,  welche  durch  die  Mikro- 
meterschraube bewirkt  wird. 

Die  Hanptbedingung  einer  guten  Mikro- 
meterschraube ist,  dass  kein  „toter  Gang^ 
existiert,  d.  h.  dass  nach  dem  Anziehen  der 
Bremsscliraube  und  ohne  Angriff  der  Mikro- 
meterschraube keine  Drehung  der  Alhidade, 
resp.  des  LimbUs  oder  des  Fernrohrs  mög- 
lich ist    Auch  muBS  die  Feder  J^  genügend 


Vemessungtlniiida. 


stark  Bein,  damit  aacb  die  Alhldade  der 
Schraobe  folge.  Bei  neaeren  Instnunonteii 
Ist  durch  Süfte  (£"£"  in  den  Figuren  76 
nnd  77)  dafOr  Torgesorgt,  dasa  die  Elastizi- 
tätagrenze  und  daher  auch  die  WiAungs- 
grenze  der  Feder  nicht  fiberacbritt^n  werde. 
Ea  kann  Bich  demzufolge  z,  B.  der  Hebel  H 
(vergl.  Figur  77)  nur  in  dem  Zwischenräume 
von  S'S'  bewegen. 


Bemerknng.  Die  nachstehende  Figor  78  Die  praktische  Angfäbmng  der  Tlieo- 
liefert  das  Bild  eines  neueren  Bepetitions-  dolite  sollen  die  nachfolgenden  nnd  vorher- 
theodolttB,  vrie  dtexelben  vom  Mechaniker  gehenden  Abbildungen  (samüicb  den  Kata- 
0.  Fennel  in  Kassel  gebaut  wenlen.  '"S*^"  ^^^  betreffenden  Finnen  entnommen) 

Dieselben  werden  auch  zur  ungefHhren 
Orientierung  nach  den  Arimnten  mit  einer 
UagnetBodel  versehen.  £b  bat  dieaea  einen 
grossen  Vor(«il  für  die  Bechnnng,  da  man  nie 
lange  Über  die  Bichtnsg  nachdenken  rnnss  und 
daher  eine  Zeicbnnng  in  vielen  Fällen  erspart. 

Die  nacbNtehcnde  Figur  79  zeigt  dan  fn- 
atnunent  von  einer  andern  Seite. 

Eina  etwas  abweichendere  Form  wird  in 
neuerer  Zeit  von  dem  Mechaniker  Bamberg  in 
Friedenau  bei  Berlin  in  Anwendong  gebracht. 
Die  Nonien  sind  durch  Hikroakope  ersetzt,  das 
Fernrohr  mögliebst  stark  und  gross,  und  die 
einzelnen  Teile  sehr  massiv  (siebe  Fignr  80). 


Figur  78.    Theodolit  tos  0.  Feniiel  In  Cusel. 


.  VenDessnngskniide. 
Fignr  ?9.    Theodolit  von  0,  Fenne]  in  Cassel. 


Fehlertheorie  des  Theodolits. 
Theodolit  tou  C.  Baniber;;  lu  Frledenan  bei  Berlin. 


5.  Felllertheorie  des  Theodolit». 

a)  Fehler,  die  man  durch  ein  besonderes  Vermessungsverfahren  unschädlich 
machen  kann. 
Frage  87.    Welche  sind  die  Fehler 
eines   Theodolits,   die  man  durch  ein 

geeignetes    Messverfahren    unschädlich       Antwort.  Unter  die  Fehler,  die  bei  geeig- 
machen  kann.-'  netem    MessverfahreD    unschädlich    gremacht 

werden  künnea,  z&hlt  man: 

I.  die  ExzentriEitSt  der  Alhidade; 
IL  die  Exzentrizität  der  Visnrachse  des 
Femrohra ; 

III.  den  Indezfehler  am  HöhenkreU; 

IV.  die  Eollimation. 
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Frage  88.  Was  versteht  man  unter 
Exzentrizität  der  Alhidade? 


Figur  82. 


Antwort.  Unter  Exzentrizität  der  Alhi- 
dade versteht  man  jene  Gerade,  welche  den 
Mittelpunkt  des  Limbus  L  mit  dem  IQttel- 
pankt  der  Alhidade  Ä  verbindet  Dieser 
Fehler  ändert  die  Winkelablesong,  sobald 
sie  nur  an  einem  Nonins  g:emacht  wird. 
Denken  wir  uns  die  Objekte  0(y  anvisiert, 
so  erhalten  wir  den  Winkel  OÄC^  für 
welchen  wir  den  Bogen  M' N'  ablesen, 
während  vom  Zentrum  ans  (vergL  Figur  81) 
dem  Winkel: 

OLiT  =:OÄ(y 

die  Bogenablesung  MN  gehört  Der  Unter- 
schied der  Bogen: 

gibt  dei\jenigen  Fehler,  der  durch  die  Ex- 
zentrizität der  Alhidade  entsteht  Dieser 
Fehler  wird  behoben,  wenn  man  die  beiden 
Nonien  abliest  und  das  Mittel  nimmt  Denn 
(vergl.  Figur  82)  es  wird  für  die  Visur  Bi 

und  für  die  Visur  Ai 

— 2 — -^ 

wenn  GG'FF'DC  die  Kreislesungen  be- 
zeichnet   Nun  ist  aber: 

OC±OÄ 

BO±OD 
also  auch  der  Bogen: 

CD=iEH 

Aus  diesem  Grunde  sind  an  allen  Hori- 
zontalkreisen zwei  Nonien  angebracht 

Man  muss  daher,  um  von  diesem  Fehler 
frei  zu  bleiben,  immer  an  zwei  diametral 
stehenden  Nonien  die  Ablesung  machen  und 
diese  zu  einem  Mittel  vereinigen. 

Hat  man  nur  einen  Nonius,  so  muss  der 
Winkel  in  beiden  Fetnrohrlagen  abgelesen 
werden. 


Frage  89.   Was  versteht  man  unter 
Exzentrizität  der  Visurlinie? 


Antwort  Unter  der  Exzentrizität  der 
Visurlinie  versteht  man  die  senkrechte  Ent- 
fernung der  Visurlinie  von  der  Alhidaden- 
achse,  d.  h.  von  der  Senkrechten  im  Mittel- 
punkte  des  Alhldadenkreises.  Der  Theodolit 
mit  einem  exzentrisch  angebrachten  Femrohr 
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Figur  83. 


Bemerkangr*  Exaentrlsche  Fernrohren  wer- 
den nur  dort  angewendet,  wo  ziemlich  steile 
HOhenwinkel  zu  messen  sind,  oder  dort,  wo 
die  anyisierten  Gegenstände  sich  unendlich  weit 
vom  Beobachter  befinden,  d.  h.  in  der  Astronomie. 
Ib  der  praktischen  Feldmesskunde  findet  man 
sie  seltener  in  Anwendung,  weil,  wie  schon 
firüher  erwähnt  wurde,  immer  die  Messung  in 
beiden  Lagen  erforderiich  ist« 


besitzt  eine  solche  absichtliche  Exzentrizität 
der  Visnrlinie.  Den  Einfluss  dieses  Fehlers 
eliminiert  man,  wenn  man  in  beiden  Fem- 
rohrlagen  die  Ablesungen  macht  Dieser  er- 
gibt sich,  wenn  man  beachtet,  dass  beide 
Tangenten  von  einem  Punkte  aa  einen  Kreis 
mit  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit 
dem  Zentrum  gleiche  Winkel  einschliessen 
(vergl.  Figur  83).    Es  wird  daher: 

und  ebenso,  weil  <^  AMO  =  <^  ONA  =  90^: 
<^MOA  =  <^AON 
Also  am  Ablesungskreise: 

M+N  __ 
2 

d.  h.  um  die  Richtung  P  zu  bekommen,  muss 
man  die  Ablesungen  beider  Femrohrlagen  zu 
einem  Mittel  vereinigen.  Da  nun  der  Winkel 
die  Differenz  zweier  Eichtnngen  ist,  so  gilt 
für  ihn  dasselbe  Prinzip. 

Man  kann  demnach  mit  einem  exzentri- 
schen Theodolit  die  Winkel  genau  so  wie 
mit  einem  jeden  gewöhnlichen  messen,  wenn 
man  nur  in  beiden  Fernrohrlagen  beobachtet. 

Da  nun  eine  kleine  Exzentrizität  der  Visur- 
linie  immer  möglich  ist,  auch  bei  einem  zen- 
trischen Fernrohr,  so  wird  man  auch  bei 
einem  zentrischen  Femrohr  dasselbe  Ver- 
fahren beobachten. 


=  P 


Frage  90.  Was  versteht  man  unter 
dem  Indexfeliler  des  Höhenkreises? 


Figur  84. 


\P 


Bemerkung.  Man  ersieht  hieraus,  dass 
man  stets  die  Ablesung  in  beiden  Lagen  vor- 
nehmen muss,  da  man  nie  sicher  ist,  dass  der 
Indexfehler,  den  man  einmal  abgelesen  hat, 
sich  gleich  bleibt.  


Antwort  Unter  dem  Indexfehler  des 
Höhenkreises  versteht  man  die  Abweichung 
des  Noniusnullstriches  von  der  horizontalen 
Lage  der  Visurlinie.  Visiert  man  einen 
Punkt  P  an,  so  wird  man  beim  Vorhanden- 
sein eines  Indexfehlers  i  statt  dessen  Höhen- 
winkel POH  (vgl.  Figur  84)  entsprechenden 
Bogen  am  Kreise  den  Bogen: 

1)  .  .  .  MN=MR  —  NR 

ablesen.    Beobachtet  man  nun  in  der  zweiten 
Fernrohrlage,  so  erhält  man: 

M'N'  =  M'R'  +  N'R' 
oder  da: 

N'R'=iNRy    R'M'  =  RM 
auch: 

2)  .  .  .  M'N*  z=z  MB  +  NR 

also  durch  Addition  von  61.  1)  in  Gl.  2) : 

MN+M'N' 


2 


=  MR 


Der  Indexfehler  des  Höhenkreises  wird 
daher  eliminiert,  wenn  man  den  Höhenwinkel 
in  beiden  Femrohrlagen  misst  und  die  Ab- 
lesungen zu  einem  Mittel  vereinigt. 


VeimeasniigakDude. 


Frage  91.   Was  versteht  man  unter 
EoUimatioiisfehler  ? 


Antvort.  Unter  EoUimatioiufehler  vei- 
Btebt  man  jeDen  Winke],  den  die  ViBniadiBe 
des  Fernrohrs  mit  der  horizontalen  Drehachse 
desselben  einschliesst. 

Sei  (vergl.  Figur  85)  0(y  die  horizontale 
Drehachse  des  Fernrohrs,  RB^  dessen  Ziel- 
achae,  aowie  PP_LOO',  so  iat  der  Winkel 
I'NR  =  c  =  KoUimation  desselben.  Wird 
das  Fernrohr  nmgelegt  oder  dnrehgesclüagen, 
so  gebt  es  in  die  Bichtang  WS"'  über, 
wobei  wieder: 

Bf-NP  =  e 

Die  KoUimation  wird  am  besten  darcli 
Umlegen  des  Fernrohrs  in  seinen  Achsen 
bestimmt.    Das  Verfahren  ist  folgendes: 

Uan  visiert  einen  Gegenstand  an,  der 
mindestens  500  m  weit  ist,  nnd  bringt  ihn 
mit  dem  Hittelfaden  znr  Deckung.  Hierauf 
legt  man  das  Femrohr  am.  Ist  der  Gegen- 
stand wieder  am  Uittelfaden,  so  ist  die  KoUi- 
mation =  0.  Ist  er  nicht  am  Hittelfaden, 
-^  so   gibt   seine   Entfemang  von  diesem   die 

doppelte  KoUimation  an.    Han  hat  dann  den 
•?  I.I  «a     ..  '  -  .      ..        ,  .  ,  Horizontalkreis  abzulesen,  wobei  man  keine 

p»H«nvLlV.  VÄ^^™^'''^'  "|'?,''«\«"'   Ablesung  R  bekemmt,   hienwf  den  MlUel- 
ladenkren/  träet,  befinden  sich  vier  Schrauben   i.  j  j  j       r,  \     i         u      — ««t. 

7.UT  VcratelluDg  des  leUteren.    Will  ma^z.  B     '^«.'H"  ""^^  **™  Gegenstand  zu  bringen  und 
das  Fadenkreui  in  der  Riciitung  nach  A  ver-    "i^^er    abzulesen,    wobei    man    R"    eriiält. 
stellen,  so  iUftet  man  die  Schraube  A  nnd  «ieht  Dann  bildet  man  die  Ablesung: 
die  Schraube  B  an  (vergl.  Figur  86).  ft"  —  B 


Sei  uHmlich  die  Ablesung  bei 

Xli  ~  A» 


so  wird  (vergl.  Figur  85)  die  wahre  Ablesung 
gleich : 


und  stellt  den  Noniosnallponkt  anf  diese 
Ablesnng,  klemmt  fest  und  bringt  nun  mit- 
tels der  Bchisnben  am  Okulare  den  Gegen- 
stand znr  Deckung  mit  dem  Mittel  faden 
(vergl.  Erkl.  63). 

Da  das  Umlegen  des  Femrohrs  identisch 
Ist  mit  seinem  Durchschlagen,  was  die  Wir- 
kung nämlich  anbetrifft,  so  wird  der  Kolli- 
matioDsfehler  eliminiert,  wenn  du  Fernrohr 
in  beiden  Lagen  verwendet  wird. 

Ist  der  KoUimationsfehler  nicht  aibsugross, 
80  that  man  besser,  wenn  man  immer  in 
beiden  Lagen  beobachtet,  statt  den  Fehler 
zu  korrigieren.  Alle  bisher  genannten  Fehler 
sind  durchaus  nicht  so  konstant,  wie  man 
auf  den  ersten  Blick  meinen  möchte,  denn 
beim  Feldgebranch  ist  das  Instrument  oft 
stark  variierenden  Temperatnrdifferenzen  aus- 
gesetzt 


Man  darf  also  nur  die  Hälfte  des  Fehlers 
abkorrigieren. 
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b)  Fehler,  die  man  am  Theodolit  selbst  korrigieren  muss. 

Frage  92.  Welches  sind  die  Fehler, 
die    man   nicht   durch    ein    besonderes       Antwort.    Unter  die  Fehler,  die  man  am 
Messyerfahren  eliminieren  kann?  Theodolit  selbst  berichtigen  muss,  werden 

diejenigen  zu  zählen  sein,  welche  durch  die 
l^ichtparallelität  der  Libellen-  und  der  Hori- 
zontaldrehachse des  Femrohrs  mit  der  Alhi- 
dadenebene  entstehen,  d.  h.  mit  jener  Ebene, 
die  senkrecht  zur  Vertikalachse  steht. 


Frage  93.  Wie  werden  diese  Fehler 
beseitigt? 


Bemerkung.  lu  der  neuesten  Zeit  werden 
fast  ausnahmslos  hei  Theodoliten  Beiterlibellen 
angewendet,  die  DoHenlibellen  dienen  nur  zur 
ungefähren  Einstellung. 


Antwort.  Handelt  es  sich  um  die  Be- 
seitigung dieser  Fehler,  so  hat  man  drei 
Fälle  zu  unterscheiden,  die  durch  die  kon- 
struktive Befestigung  der  Libelle  am  Instru- 
ment bedingt  werden. 

I.  Die  LibeUe  steht  auf  der  Drehungs- 
achse des  Fernrohrs  (Aufsatzlibelle,  Reiter- 
libelle). 

II.  Die  Libelle  steht  auf  dem  Fernrohr 
in  dessen  Längsrichtung. 

III.  Die  Libelle  steht  auf  der  Alhidade. 


Frage  94.  Wie  wiid  im  Falle,  dass 
eine  Aufsatzlibelle  existiert,  die  Paral- 
lelität der  Libellen  und  Fernrohrachsen 
mit  der  Alliidadenebene  hergestellt? 


ErkL  64.  Die  Einrichtung  zur  Hebung  oder 
Senkung  des  Achsenlagers  ist  uumittelbar  an 
der  Figur  87  klar.  Um  z.  B.  das  Achsenlager 
zu  heben,  lüftet  man  die  Schrauben  A  und  B 
und  zieht  die  Schrauben  C  und  D  an. 

Figur  87. 


Antwort.  Man  bringt  zuerst  die  Libelle 
zum  Einspielen ,  legt  sie  darauf  um.  Zeigt 
sich  ein  Ausschlag,  so  wird  er  ziw  Hälfte 
an  der  Libellen  •  Korrektionsschraube  kor- 
rigiert. 

Dann  ist  die  Libellenachse  parallel  mit  der 
augenblicklichen  Drehachse  des  Femrohrs. 

Nun  versucht  man  in  der  bei  Frage  97 
gegebenen  Ordnung  das  Instrument  horizontal 
zu  stellen.  Erreicht  man  es,  dass  die  Libelle 
bei  der  Drehung  um  360®  an  Ort  und  Stelle 
bleibt,  so  ist  auch  die  Alhidadenebene  parallel 
zur  Libelle  und  zum  Fernrohr. 

Ist  man  aber  nicht  im  stände,  das  In- 
strument auf  diese  Weise  horizontal  zu 
stellen,  so  ist  dieses  ein  Zeichen,  dass  die 
Libellenachse  nicht  parallel  zur  Alhidaden- 
ebene steht. 

Man  bringt  dann  das  Fernrohr  so  in  die 
nahezu  horizontale  Lage,  dass  der  Ausschlag 
der  Libelle  möglichst  klein  wird,  stellt  sie 
parallel  zu  zwei  Stellschrauben  des  Theo- 
dolits und  bringt  die  Libelle  zum  Einspielen. 
Hierauf  wird  die  Alhidade  um  180®  (ge- 
nähert) gedreht,  so  dass  die  Libelle  umge- 
legt erscheint.  Der  sich  ergebende  Aus- 
schlag wird  zur  Hälfte  an  den  Stellschrauben 
und  zur  Hälfte  an  den  Achaenlagerschrauben 
des  Instruments  (vergl.  Erkl.  64)  korrigiert. 


76 


Vermessnugskiinde. 


Bemerkungr*  Um  sich  ein  allgemeines  Urteil 
über  die  Güte  eines  Instrumenta  an  verschaffen, 
messe  man  öfters  einen  bekannten  Winkel. 
Eine  solche  Eontrolle  ist  während  eines  längeren 
Gebrauchs  absolut  notwendig  und  erspart  oft 
viel  Arbeit. 


Hierauf  dreht  man  das  Fernrohr  am  90^ 
und  bringt  mittelst  Stellschrauben  den  ganzen 
AnsBcbls^  zur  Null.  Dann  moss,  MIa  ieine 
andere  Fehlerquelle  im  Spiele  ist,  das  In* 
strument  genau  horizontal  stehen  nnd  die 
Libelle  in  allen  Lagen  einspielen. 

Derartige  Korrektionen  macht  aber  jeder 
gewissenh^te  Mechaniker,  bevor  er  ein  In- 
strument abliefert.  Die  besagten  Rektifika- 
tionen haben  einen  mehr  akademischen  Wert 
Bezieht  man  aber  ein  Instrument  nicht  direkt 
von  einer  renomierten  Firma,  sondern  aus 
zweiter  Hand,  dann  bleibt  wohl  nichts  an- 
deres übrig,  als  sich  einmal  von  dessen 
Fehlerlosigkeit  zu  überzeugen. 


Frage  95.  Wie  hat  man  zu  ver- 
fahren, wenn  die  Libelle  fest  am  Fem- 
rohr in  dessen  Längsrichtung  befestigt 
ist? 


.c^" 


Figur  88. 
'  C 


>d' 


ErkU  65.  Ein  Satz  aus  der  Trigonometrie 
lautet:  Die  Tangente  eines  der  Hypotenuse  an- 
liegenden Winkels  ist  gleich  dem  Quotienten 
aus  der  gegenüberliegenden  Kathete  in  die  an- 
Helfende.  (Vergleiche  Kleyers  Lehrbuch  der 
Trigonometrie.) 


ErkL  06«  Ist  a  ein  kleiner  Winkel,  so  kann 
bekanntlich : 

tg  «  =  ff"  sin  1" 

gesetzt  werden.    Daraus  folgt: 

a"  =z    !^"    =  208265  tg  « 
am  1"  ^ 


Antwort  Um  zonäehst  die  Richtung  der 
Libellenachse  mit  der  Femrohrachse  in  üeber- 
einstimmung  zu  bringen,  benützt  man  zwei 
genau  nivdlierte  Punkte,  die  etwa  100  m 
von  emander  entfernt  abstehen.  Man  stellt 
sich  vor  dem  ersten  etwa  10  m  weit  auf, 
bringt  die  Blase  zum  Einspielen  und  bestimmt 
wie  beim  Nivellieren  die  Höhendifferenz  d. 

Wäre  die  Neigung  der  Femrohrachse 
gegen  die  LibeUenachse  gleich  Null,  so 
müsste  die 

Summe  oder  Differenz 

den  Ablesungen  der  bekannten  Höhendifferenz 
der  beiden  Punkte  gleich  sein. 

Stehen  die  beiden  Punkte  A  und  B  (vergl. 
Figur  88)  hintereinander  und  sind  h  und  A' 
ihre  bekannten  Höhen,  sowie  A  ihre  Ent- 
femnng,  so  haben  wir  (vergl.  Figur  88)  im 
ACDE  (vergl.  Erkl.  65): 

DE 

Nun  ist: 

DE  =:z  (PB  +  BD)  —  (0^  —  ÄC) 

CE=zOP  =  /S 
oder: 

DE=i{h'  +  d*)^(h'-'d) 
also: 

^^^^(h'-h)  +  (d  +  d') 

^  A 

woraus  der  Winkel  a  berechnet  werden  kann. 
Da  a  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist,  so  kann 
man  setzen  (vergl.  ErkL  66): 

A 
worauf  man  a  direkt  in  Bogensekunden  er- 
hält.    Ist    die   Empfindlichkeit   der  Libelle 
bekannt,  so  fixiere  man  bei  einem  Libellen- 
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Stande,  der  dem  Winkel  a''  entspricht,  einen 
Pankt  nnd  bringe  durch  die  Korrjeklions- 
schraabe  die  Libelle  znm  Einspielen.  Wie 
man  sieht  ist  diese  Methode  ein  wenig  um- 
ständlich. Um  nun  die  Libellenachse  parallel 
zur  Alhidadenebene  zu  stellen,  verfahre  man 
genan  so,  wie  bei  der  vorhergehenden  Frage. 


Frage  96.  Wie  hat  man  zu  ver- 
fahren,  wenn  die  Libelle  fest  mit  der 
Alhidade  verbunden  ist? 


Erkl«  67.  Unter  einem  künstlichen  Horizont 
wird  eine  flache,  mit  Quecksilber  gefüllte  Schale 
verstanden,  dieselbe  vertritt  einen  genan  hori- 
zontal liegenden  Spiegel  und  es  befinden  sich 
immer  Ange,  Objekt  und  Spiegelbild  in  einer 
und  derselben  Vertikalebene.  Es  möge  noch 
hervoigehoben  werden,  dass  die  Methode  mit 
künstlichem  Horizont  die  genaueste  von  allen  ist. 


Antwort.  Man  stellt  zuerst  die  Achse 
der  Libelle  parallel  zur  Alhidadenebene,  wie 
in  der  Frage  94  gelehrt  worden.  Um  nun 
auch  die  Ueberzeugung  zu  haben,  dass  die 
Horizontalachse  des  Femrohrs  sen]a*echt  steht 
zur  Alhidadenachse,  muss  man  nachsehen, 
ob  das  Femrohr  bei  einer  vertikalen  Drehung 
sich  in  der  Vertikalebene  bewegt.  Zu  diesem 
Zwecke  führe  man  das  Fernrohr  längs  einer 
hohen  senkrechten  Turmmauerkante  und  sehe 
nach,  ob  die  Kante  immer  am  Vertikalfaden 
bleibt.  Oder  noch  besser,  man  hänge  irgend- 
wo ein  recht  langes  Lot  auf,  dessen  Ende 
man  zur  Vermeidung  der  Schwingungen  im 
Wasser  schwimmen  lassen  kann.  Oder  man 
bediene  sich  eines  künstlichen  Horizonts  von 
Quecksilber,  indem  man  einen  hochgelegenen 
Punkt  direkt  anvisiert  und  nachsieht,  ob 
die  Visnrebene  durch  sein  Spiegelbild  geht. 
Ist  dieses  nicht  der  Fall,  dann  muss  an  den 
entsprechenden  Achsenlagerschrauben  ge- 
schraubt werden  (vergl.  Erkl.  67  und  64). 


6.  Gebrauch  des  Theodolits. 


Frage  97.  Wie  wird  der  Theodolit 
über  einen  markierten  Punkt  aufge- 
stellt? 

Figur  89. 


Antwort  Um  über  einen  markierten  Punkt 
den  Theodolit  aufzustellen,  verfahre  man  wie 
folgt: 

I.  Das  Stativ  wird  genähert  über  den 
Punkt  zentriert  und  zwar  so,  dass  die  obere 
Fläche  möglichst  horizontal  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  nehme  man  das  Senklot,  halte  es  in 
freier  Hand,  etwa  in  der  Mitte  der  Stativ- 
öffnung und  schiebe  das  Stativ  so  lange, 
bis  das  über  dem  markierten  Punkt  stehende 
Lot,  etwa  in  der  Mitte  der  Stativöffnung  sich 
befindet  (vergl.  Figur  89). 

IL  Sodann  wird  der  Theodolit  auf  das 
Stativ  gestellt  und  das  Lot  an  die  Zentriachse 
des  Femrohrs  befestigt,  so  dass  es  auf  nnd 
nieder  bewegt  werden  kann.  Während  man 
nun  mit  einer  Hand  das  Femrohr  hin-  und 
herschiebt,  hält  man  mit  der  anderen  Hand 
die  Schnur  des  Lotes  bei  B  nnd  senkt  er- 
forderlichenfalls das  Lot  bis  znm  Boden,  um 
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Vermessungskunde. 


Figur  90. 


Vax^...v/^^ 


^ 


Figur  91. 


IStjtllunif 


nStdlungr 


dessen  Schwankungen  zu  vermindern.  Ist 
die  Zentrierung  vollendet,  so  wird  das  Fem- 
rohr an  das  Qestell  angezogen,  jedoch  nicht 
zu  stark,  da  man  noch  mit  den  Fassschrauben 
des  Theodolit  arbeiten  muss  (vergl.  Fig.  90). 

III.  Um  das  Instrument  horizontal  zu 
stellen,  bringe  man  die  Aufsatzlibelle  senk- 
recht zur  Verbindangslinie  zweier  Schrauben 
I  und  II  (vergl.  Figar  91),  se  dass  ihr  Ende 
zur  dritten  Schraube  zu  liegen  kommt  Durch 
Schrauben  au  dieser  Schraube  wird  die  Blase 
zum  Einspielen  gebracht  Ist  dieses  geschehen, 
so  dreht  man  den  Limbus  so,  dass  die  Libelle 
eine  gegen  die  frühere  senkrechte  Stellung 
einnimmt  Spielt  auch  jetzt  die  Libelle  ein, 
so  ist  das  Instrument  horizontal  aufgestellt 
Wenn  nicht,  so  drehe  man  an  den  Schrauben 
I  und  II  gleichmftssig,  entweder  in  der  Rich- 
tung der  Pfeile  der  Figur  oder  ent^^egen- 
gesetzt,  bis  die  Blase  einspielt  Hierauf  ¥mrd 

uMSteUung    ^^®  Libelle  noch  einmal  in  die  I.  Stellung 

gebracht,  und  wieder  an  der  Schraube  lU 
zum  Einspielen  gebracht.  Bringt  man  die 
Libelle  wieder  in  die  11.  Stellung,  so  wird 
sie  in  der  Regel  einspielen,  wodurch  die 
Horizontalstelhing  des  Instrumentes  vollendet 
ist.  Sollte  dieses  nicht  der  Fall  sein,  so 
muss  das  Verfahren  wiederholt  werden,  was 
jedoch  bei  einiger  üebung  sehr  selten  ge- 
schieht 

IV.  Nun  wird  das  Ferarohr  fest  an  das 
Stativ  geschraubt  und  ist  zur  Messung  fertig- 
gestellt Man  nehme  jedoch,  weim  nicht 
nötig,  die  Aufsatzlibelle  nicht  ab,  um  die 
Ilorizontalstellnng  stets  kontrollieren  zu 
können. 


Frage  98.  Welchen  Einfluss  hat 
die  exzentrische  Stellung  des  Theodolita 
auf  einen  gemessenen  Winkel? 


Antwort.  Um  den  Einfluss  der  ungenauen 
exzentrischen  Stellung  des  Theodolits  auf 
den  gemessenen  Winkel  beurteilen  zu  können, 
nehmen  wir  an,  wir  hätten  den  Winkel 
OAB  =  a  zu  bestimmen,  infolge  exzen- 
trischer Stellung  stand  aber  das  Instrument 
nicht  in  0,  sondern  in  0'  und  es  wurde  der 
Winkel  a'  gemessen.  Wie  gross  ist  die 
Differenz: 


«  —  « 


Wir  haben: 


also: 


«  +  f  =  «'  +  €' 


r< 


tr  —  i—  €' 


dabei  ist  e,  t*  ein  kleiner  Winkel. 


^^l)ranch  des  Theodolits. 
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¥\gXLf  92. 


Wir  haben  im  /\OÄB: 


sin  c  =:  —  am  rj 
m 


und  im  AO'AB: 

sin  «'  =  —  sin  «' 
m 

da  s,  e'  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  wird 
(vergl.  Erkl.  68): 

(,»      ^v/_      ^     /sinV        8ini?\ 
^        *^    "  sin  1"  V    «'  »»   >/ 

Demnach  auch: 

•=-'+[^(^-^)r 

^    d,  n  und  fn  sind  in  gleichem  Mass  zu  nehmen, 
gewöhnlich  in  Metern. 
Erkl«  68«    Ist  c  ein  kleiner  Winkel«  so  kann        Nehmen  wir  an,  es  sei : 

n'  =  f»  =  10  m 

(2  =  1cm  =0-01  m 

so  folgt  (vergl.  Erkl.  69) : 

«  =  o'  +  [206  (sin  ri*  -  sin  ri)]'* 

Nehmen  wir  nun  ferner  an: 

V  =  90o 

so  folgt: 

«  =  «'  +  206"  =  «'  +  3'  26 

Dieses  ist   aber  schon  ein  bedeutender 
Fehler.    Man  sieht  hieraus,  wie  vorsichtig 
man  beim  Zentrieren  verfaliren  mnss,  sobald 
= -^Y^;^ -206265  (sin  V  — sin  1?)  kürzere  Distanzen  vorliegen.    Besonders  da 
also  rund:  ^^  Zentrieren  keineswegs  eine  so  leichte 

_.  206  (sin  1)'  —  sin  77)  Sache  ist,  wie  man  sich  vorstellen  würde. 


hinreichend  genau: 

sint 

:.=  «" 

sin  1" 

demnach  wird: 

€" 

SlUf 

Sin  1" 

also: 

f"  = 

d 

sin  17 

sin  1" 

n 

Erkl.  69.    Es  wird: 

'    sinl"  V 

sin  17' 
n 

sin  97 

001 

Q069A5  li 

Frage  99.    Wie  wird  ein   Winkel 
mit  einem  Theod(dit  gemessen? 


Bemerkung«  Da  bei  diesem  Verfahren  der 
Vertikalkreis  seine  Lage  (z.  B.  rechts  gegen 
links  oder  umgekehrt)-  ändert,  so  spricht  man 
auch  von  der  ersten  und  zweiten  Ereislage. 
Der  Grund  für  die  nebenstehende  Art  und  Weise 
der  Winkelmessungen  ist  in  der  Fehlertheorie 
des  Theodolits  ausführlich  dargethan.  Hier 
werden  nur  die  dort  angegebenen  Methoden 
zur  Fehlerei iroination  eusammengefasst. 


Antwort.  Um  einen  Winkel  mit  dem 
Theodolit  zu  messen,  verfahre  man  wie  folgt: 

Das  Instrument  wird  nach  Frage  97 
zentrisch  über  dem  Scheitelpunkte  des  zu 
messenden  Wmkels  aufgestellt  und  horizontal 
gestellt.  Sodann  visiert  man  das  eine  Objekt 
Ä  ungefähr  beim  offenen  Alhidadenkreis, 
klemmt  fest  und  bringt  mittels  der  Alhidaden- 
schraube  das  Objekt  zur  Deckung  mit  dem 
Mittelfaden.  Hierauf  werden  die  Grade, 
Minuten,  Stunden,  an  den  Kreisen  abgelesen. 
Nach  der  Ablesung  wird  der  Alhidadenkreis 
frei  gemacht.  Nun  gehe  man  in  der  Richtung 
von  rechts  nach  links  auf  das  Objekt  B 
und  bestimme  ebenso  die  Ablesung  bei  B. 

Hierauf  wird  das  Femrohr  durchgeschlagen 
und  der  Alhidadenkreis  um  180^  gedreht. 
Nun  wird  zuerst  der  Punkt  B  und  dann, 
indem  man  von  links  nach  rechts  geht, 
der  Punkt  Ä  abgelesen. 

Die  Anordnung  und  Schematisiernng  er- 
gibt sich  ans  nachfolgendem  Beispiel: 
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Venn«8saii|;8kiuide; 


{ 


I.  Ereislage  i  ^ 
IL  Kreislage  l 


A. 

Feldskizze. 

Datam  and  Ort: 

Beobachter: 

Instrament: 

Standpunkt: 

Non.  I 

Non.  II 

Ä 

.    .     116<^  52' 

40" 

65'' 

B 

.    .    267    40 

45 

45 

B 

.    .      87    41 

0 

10 

A 

.    .    296    52 

40 

35 

B.   Ausrechnung. 


Stand- 
punkt 

1 

Lesung 

Nonien 

I.  Krcislage  '  IT.  Kreifilafire 

Summe 

Mittel 

■ 

Winkel 

0 

I      1     II           I      i     II 

0 

4 

ti 

1 

Ä 

1 

1   116    ;    62 

40   ;   65 

40 

35 

1 

170 

42-5 

B       ' 

t 
1 

1 
t 

267        40 

t 

45    1    45 

1 

60 

70 

220 

55.0 

AB 

160 

48 

1.25 

Frage  100.     Wie  wird  die  Repe- 
titionsmessung  ausgeführt? 


Erkl.  70.  Allgemein  als  positiv  gilt  die 
Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  nach  welcher 
auch  alle  Winkelinstrumente  eingeteilt  sind. 
Demnach  wachsen  die  Zahlen  der  Teilung  von 
links  nach  rechts. 


Erkl.  71.    Man  hat  also  das  Schema 


«t  •  •  •  <*0 


Antwort  Die  Repetitionsmessung  ge« 
schiebt  in  folgender  Weise: 

1)  Man  stellt  bei  festgeklemmtem  Limbas 
das  Femrohr  auf  den  links  stehenden  Ziel- 
punkt A  und  liest  den  Wert  a^  ab  (vei^l. 
Erkl.  70). 

2)  Man  stellt  bei  nnverftndertem  Limbns 
das  Femrohr  auf  den  rechts  stehenden  Ziel- 
punkt B  und  liest  den  Wert  a^  ab. 

3)  Man  dreht  den  Limbas  samt  der  Alhi- 
dade  wieder  auf  den  Punkt  Ä  and  liest  a^*  ab. 

4)  Man  stellt  bei  festgeklemmtem  Limbns 
[der  Lage  bei  3)]  den  Pankt  B  ein  und  liest 
den  Wert  a^*  ab. 

Dieses  Verfahren  wird  wiederholt,  etwa 
nmal  (vergL  Erkl.  71).    Dann  ist: 

<»i  —  «0  =  -^1 

«i'  —  V  =  ^t 

<*i    -^  *o     —  A^ 


iE)  a/  . . .  ao'  {A) 

(B)a,"...«/'(^) 


Sodann  erhält  man,  indem  man  summiert 
und  beachtet,  dass: 


«0      =    «1 
«o'    =    «' 

a«    —  a 


II 


IN 


a, 


ö, 


n—l  


-^1  ~h  -^S  4*  -^S  +  •  •  •  -^1 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ansflUirliche  Prospekt  und  das  ansftihrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschsitten  ond  gut  brpchjert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhal tsverzeicbnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheioen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnen!^entspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutnng 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollstfindig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbach  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbaoh  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
snm  Selbststndiam,  das  vortrefflichste  Nachschlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeiehnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dnick  von  Carl  Hammer  in  Stnitgart. 
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8    Ä5    Pf.    I    Forts.  V.Heft  1279.  — Seite  81-96. 

£  d  Mit  14  Figuren  und  8  Tftfeln. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

--  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fdr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  EotwlcUong  der  benatzten  Satze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch  ^ 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
S  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
^  Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  (Geodäsie,  Nautik, 
mathemat  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflek(*tt-  u.  Hochban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darsteJl.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstraktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  ^Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfoigreiciien 

Staditun     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereidetor  kOnigl.  pröuss.  Feldmesser,  vereideter  groseh.  hesBiBcher  Geometor  I.  Klasie 

in  Frankfurt'  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Termesisangfiskiinde 

(Geodäsie). 

Erster  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Lilska. 

Fortsetzung  von  Heft  1279.  —  Seite  81—96.    Mit  14  Figuren  und  3  Tafeln. 
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Das  voll8t8ndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

Hiiprh    ioHo   Riinhhflnrihinn   hA7nnpn   wurriftn. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  alinlkhes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aos  dem  Qe6auitgebi<*te  der  Mathematik,  Phjrslk, 
Meebanik,  niath.  Geographie 9  Astronomie,  de»  Maschinen*,  Strassen-,  Elsenbalin', 
Brttcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrnkÜTfn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstäiidig 
gelöster  Form^  mit  Tlelen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,'  Kegeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  slcli  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzieich- 
nis,  Herichtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I«  und  II«  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,'Land-  nnd  Forstwlssenschaftsschulen, 
Militärschnlen ,  Torbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabeusammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  Terwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Birnfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihenlipd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebc^ 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.    Wichtige  und  praktische  Aut- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nanion 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Verfasser 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse   10,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Terlagshandlnng.      s 


Gebnnch  du  Theodolits.  gj 

Nimmt  man  dae  arithmetische  lOttel  des  A, 
Eitl.  72.   Wird  bei  der  MeBrang  der  NnU-  "»d  "*«*  ni«>: 


pnnkt  flbenchritten,  so  miiss  86O0  mitgenom- 
men  wwden.    Ist  iliMes  nim&l  geschehen,  dann   , 
haben  wir: 


BepetIttMStbMdoUt  Ton  £rtel  ft  Sohn. 

Fignr  93. 


I  folgt  (vergl.  Erkl.  72): 


Der  auf  diese  Weise  beobachtete  Wert 
voD  A,  entspricht  also  n  einzelnen  Beobach- 
toDgeD.  Die  Repetition  Ist  also  nichts  anderes 
als  ein  Snbstrat  für  n  einzelne  Beobachtungen. 

Nelmien  wir  nun  an,  ea  seien  TeilnngB- 
feUer  am  Limbns  vorbanden,  etwa: 


so  folgt: 


j^Ja^"    '  bei  o„"    ' 


-'"•'"   =A 


Durch  die  Bepetition  werden  also  die 
Teilnngsfehler  im  VerhUtnis  der  Bepetitionen 
noBchAdlich  gemacht. 

Nimmt  man  nna  an,  dass  durch  die  Zn- 
Bammenfassnng  von  A^A^-  ■  ■  zn  einem  arith- 
metischen Kittel  aacb  die  Beobaohtangsfehler 
vermiodert  werden,  was  in  der  Regel  zntrifPt, 
so  sieht  mau,  dass  die  BepeÜtiMtsmessong 
Snaserst  empfehlenswert  iet. 

Bemerknog.  Bei  der  Repetition  kommt  es 
banptBächlich  damnl  an,  dass  das  Instniment 
während  der  ganzen  Operation  nnverrQckt 
bleibe. 


Frag^  101.  Besitzt  die  Repetltions- 
messüBg  auch  Nachteile? 

Bemerkung.  Die  Repetition  wurde  im 
Jihre  1759  von  Tobias  Majer,  Vater  des  Geo- 
datm  Johannes  Tobias  Mayer,  in  Osttingen 
cingefllhrt  Man  hat  sie  in  frQherer  Zeit  fast 
illgemein  angewendet;  später  ist  sie  nnver- 
dientei  Weise  fast  ansser  Anwendung  gekom- 

LtikB,  TcrmBiaimgsliiuide.    I. 


Antwort  Man  hat  gefiinden,  dass  bei 
der  BepeUtionBmessnng  anch  ziemlich  regel- 
mässige Fehler  entstehen,  welche  durch 
Reibung  zwiscben  dem  Limbos  und  der 
Albidade  bedingt  sind.  Dieselben  hänfen 
sich  an,  besonders  bei  minder  gnten  Instra- 
menten.  Sie  können  aber  nnschSdlich  ge- 
macht werden,  wenn  man  beim  letzten  Ab* 
satz  die  Messung  in  gleicher  Tonrenaahl  in 
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VermesBongskiiiide. 


men,  indem  man  bei  der  Repetition  ein  Mit- 
drehen des  Fernrohrs  befürchtete.  Allein  bei 
den  neueren  Instrumenten  ist  dieser  Uebelstand 
vollkommen  ausgeschlossen. 


entgegengesetzter  ^^J^aog  wiederholt  Ge- 
schieht diese  ^^i^^efholaDg  beim  dorch- 
schlagenen  Femrohr,  ao  stellt  ^e  Bepetitioos- 
messung  wohl  die  geoAueate  Art  und  Weise 
der  Winkelmessnng'  dar,   die  wir  beftitsen. 

Um  dieses  zu  belegen,  teile  ich  meine 
eigene  Messung  (ans  der  Vermessung  der 
Stadt  Pisek  in  Böhmen  1891)  nüt: 

Das  Instrument  war  ein  Kepetitionstheo- 
dolit  von  Ertel  u.  Sohn  in  München  (älterer 
Arbeit),  10"  durch  Nonien  angebend: 

(U  Nonien). 


ferner : 


^  Putim 

1240 

20' 

85" 

A  Pisek 

172 

14 

45 

47 

54 

10 

47 

54 

10 

2tc 

220 

9 

2 

95 

48 

27 

47 

54 

13 

Sw 

268 

3 

8 

143 

42 

33 

47 

54 

11 

4tr 

815 

67 

8 

191 

36 

88 

47 

54 

8 

6w 

3 

51 

30 

239 

30 

55 

47 

54 

11 

A  Pisek 

8 

51 

30 

A  Cizova 

48 

8 

5 

44 

11 

85 

44 

11 

85 

2w 

92 

14 

40 

88 

23 

10 

44 

11 

85 

Quf 

186 

26 

22 

132 

84 

52 

44 

11 

87 

Aw 

180 

87 

57 

176 

46 

27 

44 

11 

37 

Bemerkung.  Bei  der  Richtungsmethode,  die 
wir  im  II.  Teil  ausftthrlieh  behandeln,  wird  das 
Femrohr,  nachdem  die  Winkelmessung  vollendet 
ist,  durchgeschlagen  und  die  Winkelmessnng 
im  entgegengesetzten  Sinne  wiederholt. 


I.    Putim 

344 

10 

27  \ 

10 

32  / 

Pisek 

32 

4 

67  \ 

4 

47/ 

Cizova 

76 

16 

22  \ 

16 

17/ 

II.    Putim 

264 

20 

M 

19 

42  / 

Pisek 

812 

14 

Ol 

14 

12/ 

Cizova 

356 

25 

62  \ 
57/ 

IL    Putim 

31 

28 

52  \ 
52  / 

28 

Pisek 

79 

22 

47  1 
52  / 

22 

Cizova 

123 

34 

30  \ 

34 

45  1 

30 


52 


20 


55 


6 


66 


52 


50 
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Man  sieht^  dass  man  bei  einiger  Sorg^falt 
sehr  genau  messen  kann.  Der  Standpunkt 
war  der  Aussichtsturm  Amerika.  Bemerkung: 
Starker  Wind.    Libellenstand  unverändert. 

Die  cahlreichen,  von  mir  bei  Gelegenheit 
der  besagten  Messung  gemachten  Repetitions- 
messungen  halten  sich  innerhalb  derselben 
Grenze. 

Zu  gleicher  Zeit  wurde  derselbe  Winkel 
nach  der  Eiehtungsmethode  gemessen  (vergl. 
Bemerkung)  und  gefunden: 

Winkel :    Putim  —  Pisek 
47    64    22 

64    11 

53    58 
470  54'   10" 

Winkel :    Pisek  —  Cizova 
44    11    28 
11    49 
11     47 
440  11'   81" 

Die  mit  Rücksicht  auf  das  angewandte 
Instrument  übereinstimmenden  Resultate  zei- 
gen recht  deutlich  die  volle  Gleichwertigkeit 
beider  Methoden. 

Nimmt  man  das  Mittel  aus  beiden  Be- 
stünmungeUi  auf  1''  abgerundet^  so  folgt: 

Winkel:    Putim — Pisek 
470  54'   10" 


Qenanigkeit  der  WiukolmessaDgen.  §3 

Winkel :    Pisek  —  Cizova 
440  11'  33" 

Dieses  Beispiel  zeigt  auch,  ndt  welcher 
GeDanigkeit  man  einen  Winkel  mit  einem 
10''  angebenden  Theodolit  messen  kann.)  U 


7.  Genauigkeit  der  Winkelmessungen. 

Fri^e  102.    Was  ist  über  die  Ge- 
nauigkeit    der    Winkelmessungen     zu       ^^^^^    j^^  Hauptprinzip,  welches  bei 
mericen  r  jl^^  Winkelmessungen  zu  beachten  ist,  besagt : 

dass  die  Winkelgenauigkeit  bei  dem- 
selben Instrumente  von  der  Winkel- 
grösse  unabhängig  ist.  Während  bei 
den  Längenmessungen  die  Genauigkeit  um 
so  kleiner  wird,  je  länger  die  Strecke  ist, 
ist  die  Genauigkeit  bei  der  Winkelmessung 
von  der  Grösse  des  Winkels  unabhängig. 


Frage  103.    Kann  man  mit  einem 
Instrumente,  welches  bloss  Minuten  an-       Antwort.     Fasst  man  die  Frage  theo- 
gibt,  einen  Winkel  bis  auf  Sekunden  retisch  auf,  so  kann  die  Möglichkeit  nicht 
genau  messen?  abgesprochen  werden.  Denn  nehmen  wir  an, 

wir  hätten  einen  W^inkel  von  V  33''  mit 
einem  Minuten  angebenden  Theodolit  zu 
messen.  Dabei  haben  wir  a  mal  1'  und  b 
mal  2'  bekommen,  also  ist  das  Resultat: 

a'V  +  b'2' 
a-|-  & 

Dieses  Eesultat  soll  aber  geben  1'33", 
also  wird: 

Bemerkung.      Die    nebenstehende    Unter-        „        .  .  ,^^  ,.    t^  ... 

«ni^i.«««,  .*»;«*  ^^«fi;«v,  ^oco  ^«  k^;  ^;«^«»  ;«^^«        Es  entsteht  nun  die  Frage,  gibt  es  zwei 
suciiTiiig  zeigt  aeutuch,  dass  es  bei  einem  jeden      ^  rr    \.^  j  r     j:     ji«^«     m^x 

^     — ©      ©  »  j         ganze  Zahlen  a  und  0,  die  diese  Glei- 

Instrument    eme   gewisse  Genauigkeitsgrenze  chung    befriedigen?     Gewiss,    denn  bringt 
gibt,  Über  welche  man  nie  hinauskommen  kann,  man  sie  auf  die  Form : 

Man   kann    als   praktische    Regel    aufstellen:  a (60"— 93") +  2» (120" 93")  =  0 

Stimmen  die  Einzelwerte  der  gemessenen  Winkel  also:  _  qq/#     i  07// ;,  _  a 

bis  auf  den  doppelten  Betrag  der  Teünngseinheit  ,  ,  ^        ,         .""^  -  .  ,.  .     .  , 

des  Instrumentes  ttberein,  so  genügt  eine  be-  J^^Jjl»*  °^  "'»f»'^'  ^*««  «le  befnedjgt  wird 

schränkte  Anzahl  der  Wiederholungen  (gewöhn-  *  a  =  27«n 

lieh  vier).    Wird  diese  vermehrt,  so  entspricht  6  =  33.» 

die  80  gewonnene  Genauigkeit  in  der  Regel  ^^^^^  ,^  ^^^  beliebige  ganze  positive  Zahl 

nicht  m^r  dem  Zeitaufwande.  bezeichnet. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  man  60  Messungen 
machen  mnss,  vorausgesetzt,  was  unwahr- 
scheinlich ist,  dass  sich  darunter  eine 
bestimmte  Anzahl  von  1'  und  eine  bestimmte 
Anzahl  von  2'  befindet. 

Diese  Ueberlegung  zeigt  klar,  dass  man 
praktisch  genommen  mit  einem  Winkelinstru- 
ment einen  Winkel  höchstens  so  genau  messen 
kann,  als  seine  Angabe  ist,  d.  h.  z.  B.  mit 
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einem  1'  ai]g«beo<^^<l)  Fernrohr  bis  auf  1' 
gemm.  Man  darf  dabei  oicbt  ausser  acht 
lassen,  dass  auch  andere  Fehler  anf  die 
Wlnkelbestimmmig:  einwirken,  deren  Betrag 
oft  die  Ablesung  nm  bedeutendes  öberragL 

ErU.  78.  Ist  auch  die  UebereJBstJ cimang  kaiu  licbtigea  Eriterinm  der  Richtigkeit,  so 
ist  gewiss  die  Nichtübereinatimnumg  ein  sicheres  Kriterium  der  Ungenanigkeit.  Stimmen  die 
Sätze  einer  Messung  nicht,  so  ninss  sofort  nwhgesehen  werden,  wodurch  di»  Uebereinstimmnng 
geitOrt  worden  ist. 

Ein  Beispiel  einer  solchen  schlechten  Hessni^  geschah  mit  einem  Ertelschen  ansgezeichueten 
Theodolit  von  10"  Ablesung.  Sie  wurde  in  meiner  Abwesenheit  von  einem  stellTertretenden 
Herrn  gemacht  bei  der  Vermessung  der  Stadt  Pisek.    Natltrlich  ist  die  HessiBg  Dubr^achbar. 

I.  Nonius    II.  Nonins 
Visnr:     Polygonpnnkt  28)        305»        20'  20" 


10" 


^„  i  erste  Femrohrlage 

QQ"  \  aweite  Femrobrlage 

2b"  }  ^'^^  Fernrobrlage 

70"  }  zweite  Femrohrlage 

,,.„  >  erste  Feiniohrlage 

16"       I    «weite  FemrohrlBge 

ir  ein  bedentender  Kollimatiousfehler 

. __    _._ ,   __ä  Libelle  war  nicht  gehörig  beachtet. 

Der  Fehler  liegt  in  der  Terinderlichen  Neigung,  die  nicht  korriglen  wurde. 


8.  Ueber  die  Bnssole. 

Frag:e  104.    Was  ist  eine  Bussole? 

Antwort.    Unter  einer  Bnssole  versteht 
Fiffur  94  "'^  ^^^  Verbindung  einer  frei  sohwebendw 

^         '  Magnetnadel  mit  einer  Ereiateilnng,  deren 

Mittelpunkt  vertikal  unter  dem  Drehnnga- 
pnnkte  der  Nadel  liegt.  Im  Princip  besteht 
also  die  Bnaaole  ans  einer  Scheibe  mit  Kreig- 
teünng,  welche  in  der  MiUe  eine  Nadel 
trflgt ,  die  als  Träger  fHr  die  Ua^etnadel 
dient  (vergl.  Figur  95).  Die  Baasole  wird 
gewSlinlich  fest  mit  einem  FcrorobT  ver- 
bunden (vergl.  Figur  94),  welches  exzentrisch 
angebracht  ist.  Es  gibt  aber  anch  Bussolen 
mit  zentrisch  angebrachtem  Fernrohr  (vergl. 
Figur  96).  Die  Teilung  des  Bassolenkreises 
ist  jene  der  geteilten  Kreise.  Das  mit  einer 
Boasole  versehene  Femrohr  dient  hauptsäch- 
lich zur  Orientiemng  nach  der  Nord-Sfid- 
richtnug.  Von  Wichtigkeit  sind  solche  In* 
strumente  in  der  bergmännischen  Oeodftaie. 

ErU.  74.   Bnssole  stammt  vom  italienischen  Bussolen  mit  Dioptern  (vergl.  Fig.  97)  werden 

JZ"';  f  ^^**'f    ^Ir  7"^'^?  «   ^"pP,*  "^   seltener  gebraucht. 

1300  bekannt.    Angeblich  soll  Marco  Polo  sie  °  „,  _. 

bei  den  Chinesen  kennen  gelernt  haben.  Eine  moderne  Form  gibt  Figur  98.    Die- 

selbe stellt  ein  Bussoleninstrnment ,  wie  es 
von  der  mechanischen  WerkstStte  Brelthaapt 
und  Sohn  in  Cassel  gebaut  wird,  dar. 


-Uebei  di€  Bnwole. 


Fignr  98.    Brelthanpls  Bngsolenlnstriunent* 


Bemerkiur.     Weiteres   über  die  Basaole 
findet  man  in  Kleyers  Lehtbncb  des  HagnetiamnE, 


TenMBBOitgddUide. 
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Frage  106.    Auf  welchem  Prinzip 
beruht  die  Bussole? 


Erkl.  75.  Die  Theorie  des  firdmagnetisrnnB 
findet  man  ausführlich  behandelt  in  Kleyers 
Lehrbuch  des  Magnetismus.  Die  all|;emeine 
Verteilung  der  magnetischen  Deklination  auf 
der  ganzen  Welt  geben  die  neben-  und  um- 
stehenden Tafeln  I  und  IIL  Für  Europa  spe- 
ziell  die  Karte  ü. 


Aachen  

Berlin  

Danzig  

Dresden  

Hamburg 12    0 

Hannover 12  20 


Jahr  1890. 

U^ 

0' 

10 

0 

8 

6 

10 

14 

Antwort.  Die  Bassole  als  Orientierungs- 
instrument  beruht  auf  der  bekannten  Eigen- 
schaft der  Magnetnadel,  vermöge  welcher 
sich  die  frei  drehbare  Magnetnadel  immer 
in  die  Richtung  des  magnetischen  Meridians 
stellt.  Da  sich  dieser  im  allgemeinen  sehr 
wenig  ändert,  so  kann  er  zur  Bestimmung 
der  Nordsüdrichtong  dienen,  sobald  man 
seine  Abweichung  von  dieser  kennt.  Diese 
Abweichung  wird  die  magnetische  Dekli- 
nation genannt.  Diese  ist  in  steter  Ab- 
nahme begriffen  und  zwar  um  7,15  jährlich. 
Einige  Werte  der  magnetischen  Deklination 
seien  nachstehend  mitgeteilt: 


Karlsruhe 12<>40' 

Kiel  12    6 

Leipzig  .....  11     2 

München  10  57 

Stuttgart 12  27 

Wien  9    0 

Um  so  viel  weicht  also  der  magnetische 
Meridian  vom  astronomischen,  d.  h.  von  der 
Nordsüdrichtong  gegen  West  ab. 


Für  das  Jahr  1897  erhält  man  nachstehende  Tafel  der  magnetischen  Deklination: 


Geographische  Länge  von  Ferro 


Jährliche  Abnahme  -  00125 


Geographische 

450 

500 

550 

Breite 

200 

1309 

1503 

16*)  3 

22 

13,1 

14,2 

14,9 

24 

12,3 

13,2 

13,6 

26 

11,4 

12,8 

12,5 

28 

10,5 

11,2 

11,4 

30 

9,7 

10,2 

10,3 

32 

8,8 

9,1 

8,8 

34 

8,3 

8,2 

7,7 

36 

7,8 

7,4 

6,6 

88 

7,0 

6,5 

5,5 

40 

6,6 

6,1 

5,1 

Bemerkung.  Diese  Zahlen  sind  als  Nähe- 
rungswerte zu  betraehten.  Da  aber  die  Bussolen- 
instmmente  selten  eine  grössere  Ablesung  als 
auf  001  gestatten,  so  dürften  sie  im  allgemeinen 
genügen.  Dieses  um  so  mehr,  da  die  Bussolen- 
instrumente bei  den  Operationen,  die  wir  be- 
trachten, nur  als  Orientierungsmittel  dienen. 


Nach  dieser  Tafel  kann  man  sich  die 
Deklination  für  jeden  Ort  innerhalb  der  ge- 
gebenen Grenzen  und  für  jedes  Jahr  leicht 
bestimmen. 

Will  man  z.  B.  für  das  Jahr  1897  die 
magnetische  Deklination  für  einen  Ort  85^ 
westlich  von  Ferro  und  47^  geographische 
Breite  haben,  so  stellt  sich  die  Belchnung 
wie  folgt: 

Man  rechnet  dieselbe  zunächst  für  1890 
um  35^  westlich  von  Ferro. 


TenneBanngakimile. 
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Bemerkung.  Während  in  der  Feldmessung 
die  Bnssole  nur  als  Orientienmgsinstmment 
dient,  ist  sie  bei  der  Bergwerkvermessnng  ab- 
solut unentbehrlicL  Soll  man  aber  mit  ihrer 
Hilfe  genauere  Besultate  erhalten,  so  muss  man 
flieh  von  einem  magnetischen  Observatorium  die 
snr  Zeit  der  Beobachtung  geltenden  Werte  der 
Deklination  yerschaffen.  Denn  es  kommen  sehr 
oft  g^sse  Störungen  der  magnetischen  Elemente 
▼or,  die  das  Resultat  bedeutend  entstellen 
können. 


Es  ergibt  sich  fSr  die  Breite  45^: 
9.7  +  8.8         18.6 


2  ~"      2 

für  die  Breite  50^: 

10.24-9.1        19.3 


=  9-26 


=  9.65 


2  2 

also  die  Differenz: 

9.66  —  9.25  =  4-0.40 

diese  geteilt  durch  5  gibt: 

4-0-08 
Nun  ist: 

470  =  460 -f  2 

also  wird  man  haben: 

90.26  4-00.08-2  =  90.4 


Frage  106.  Wie  wird  ein  Bussolen- 
instnunent  in  der  Vermessungskunde  ver- 
wendet? 


Antwort  Das  Bussoleninstroment  wird 
ähnlich  dem  Theodolit  zur  Ausmessung  der 
Polygonzüge  verwendet.  Seine  Genauigkeit 
beträgt  aber  unter  den  günstigsten  Umständen 

kaum  -j^  bis  -öq-  derjenigen  der  Theodolit- 
messung. Es  kann  also  nur  zu  den  forst- 
lichen Aufnahmen  verwendet  werden  und 
überhaupt  zu  allen  jenen,  wo  es  auf  eine 
grosse  Genauigkeit  nicht  ankommt. 

Die  Anwendung  wird  am  besten  an  einem 
Beispiele  klar: 


Frage  107,  Wie  wird  ein  Polygon 
mit  einem  Bussoleninstrumente  aufge- 
nommen? 

Figur  99. 


ElU.  76«  Unter  dem  Azimut  wird  die  Ab- 
weichung einer  Richtung  von  der  Nordsfld- 
riehtnng  yerstanden.    Das  Azimut  wird  astro- 


Antwort.  Man  verfährt  genau  so,  wie 
bei  der  Theodolitmessung.  Man  misst  alle 
Seiten  und  alle  Winkel. 

Die  Winkelmessung  gestaltet  sich  hier 
ein  wenig  anders. 

Man  stellt  sich  mit  dem  Instrument  über 
jeden  Punkt  und  visiert  die  benachbarten 
Punkte  (z.  B.  vom  Punkte  Ä  die  Punkte  B 
und  C)  und  liest  jedesmal  den  Stand  der 
Nadel  ab.  Die  Differenz  der  Ablesungen 
gibt  den  Innenwinkel  des  Polygons.  Z.  B. 
(vergl.  Figur  99): 

Winkel  bei  -4  =  a'  —  a 

„    2>  =  cT' —  1800 -f  <r 

«       C  =   €'  -  « 

Dabei  hat  man  den  y orteil ,  dass  man 
nahezu  die  Azimute  der  Seiten  bekommt, 
wenn  man  die  Deklination  von  der  Ablesung 
subtrahiert,  wenn  sie  westlich,  addiert,  wenn 
sie  östlich  ist  Für  Deutschland  nnd  Oester- 
reich  ist  die  Deklination  westlich.  (Vergl. 
Erkl.  76).) 
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VermeBsnngskande. 


nomisch  vom  Stidpunkte  über  West,  Noi^,  Ost 
ge^en  Süd  von  0-3600  gez&hlt  Man  hat  also 
Azimute  von: 

s  =  0  =  aeo") 

W  =  90o 
N  =  1800 
0  =  2700 


Man  hat  also  Azimut  der  Seite  AB: 
180  -|-  «  —  Deklination 

Ueber  die  Berechnung  der  Azimute  ver- 
gleiche den  n.  Teil  dieses  Lehrbuches. 


9.   Der  Messtisch. 


Frage  108.    Was  ist  ein  Messtisch? 

Bemerkung.  Die  'erste  Verwendung  des 
Messtisches  gehört  dem  Anfange  des  17.  Jahr- 
hunderts an.  Der  Messtisch  wurde  1590  von  Prof. 
Praetorius  in  Altdorf  bei  Nürnberg  erfunden 
und  hiess  früher  „mensa  praetoriana*',  d.  h.  der 
Tisch  Praetorius,  aus  welcher  Benennung  wohl 
auch  das  Wort  „Mensel^  abzuleiten  ist.  In 
manchen  Ländern  wurde  er  überhaupt  nie  ver- 
wendet, z.  B.  in  England;  in  Oesterreich  wird 
er  noch  heutzutage  fast  allgemein  angewendet. 


Antwort  Ein  Mesatiscli  ist  ein  geo- 
dätisches Instrument,  welches  zur  Anfna^bme 
von  Objekten  dient  und  im  wesentlichen  aus 
einem  Gestell,  einem  Zeichenbrett  und  aus 
einer  Absehvorrichtung,  verbunden  mit  einem 
Linear  zum  Aufzeichnen  der  Visur  besteht 
Der  Messtisch  findet  seine  hauptsächliche 
Anwendung  in  der  Topographie.  Bei  der 
Eatastervermessung  ist  nach  Anw.  VIII  §  87 
der  Messtisch  ausser  Gebrauch  gesetzt  Heut- 
zutage wird  man  sich  bei  Vermessnngsarbeiten 
des  Messtisches  wohl  nur  aus  Not  bedienen. 


Figur  100. 


Z[ 


]Z 


Der  Messtiach.  gj 

Frage  109.    Wie  ist  das  Gestell  be- 
schaffen? Antwort.    Das  Gestell  des  Zeichenbrettes 
besteht  aas  dem  Stativ  (Sverg-l.  Figur  100) 
und  dem  eigreatlichen  Gestell  (Z*),   welche» 

Bmerk«,.     E.  gibt  »hUo»  n.,b,  «l.r  ST'''Kf"S  ^i?";'''^"'"  <*>  '■'/,™ 

.   ,  „,  ^    .  ,1     B.     .<     .-1.      Stativ  steht.    Die  Befestignne  des  Gestelles 

mmder   vollkoBmeiie  Gestelle   für  Messtische.   ^^   ^^^j^^j   ^^^^^   ^^^  ^^^^^   ^  ^.^^^ 

Die  HanpterfordeniifiM  eines  guten  GesteUs  ^er  Schraube  A.  Das  Gestell  D  trÄgt  eine 
sind:  rasche  HoriBontiernng  und  genügende  cjUndriache  Bohrnng,  in  welcher  der  eigent- 
Festigkeit.  liehe  TrÄger  (ff)  des  Zeichenbretts  drehbar 

nnd  zentrisch  eingesenkt  ist.  Die  Schraohe  F 
dient  zur  Festklemmnng  des  Trägers  {E)  an 
das  Gestell  (J^).  Ist  J"  festgeklemmt,  so  ver- 
mittelt die  Schraube  G  eine  Feinbewegmtg 
des  Trägers  E.  Eie  Einrichtung  dieser  Fein- 
bewegnng  ist  dieselbe  vrie  beim  Theodolit, 
wnliin  verwiesen  werden  mag.  Der  Trager 
trägt  eine  sogenannte  Wendeplatte  FF,  au 
Figur  101.  „e)che    das    Zeichenbrett    ZZ 

vermittels   der   Schrauben  HH 
angeschraubt  wird. 

Das  Zeichenbrett  ist  eine 
Tafel  etwa  60  cm  im  Quadrat 
ans  Linden-  oder  Ähombolz  und 
besteht  aus  einem  Kahmen  und 
mehreren  Platten,  deren  Faser- 
richtnngen  sieh  kreuzen.  Die 
obere  Seite  des  Zeichenbretts 
wird  mit  Papier  überzogen.  Man 
feuchtet  zu  diesem  Zwecke  das 
Papierblatt  auf  einer  Seite  stark 
an  und  legt  es  auf  das  mit  ge- 
schlagenem Giwels  Uberstrichene 
Blatt.  Das  Papier  wird  ver- 
mittels eines  Tuches  aufgedruckt 
4  nnd   durch   seitliches   Anleimen 

der  fiberstehendeo  Bflnder  fest 
gemacht. 
Der  nene  Heastisch  von  Krtel  nnd  Sohn  in  Hünchen  besteht  ans  drei  Teilen: 
dem  Stativ,  dem  Mittelstflck  nnd  dem  Tiscbbhitt  (vergl.  Figur  101).  Das  Stativ  ist 
zosammengesetzt  ans  ejnem  ringfSnuigen  Kopfuil  mit  drei  flantschenartigen  Ansätzen, 
an  welche  sich  die  oberen  Enden  der  durohhrocbeneo  Btativbeine  beiderseits  anlegen. 
Ein  Bolzen  mit  Schraabe  nnd  FlSgelmutter  ermöglicht  die  leichte  Drehnng,  sowie  die 
feste  VerbhiduDg  zwischen  Stativkopf  nnd  Stativbein,  je  nachdem  die  Flügelmutter  ange- 
zogen oder  gelöst  wird. 

D«r  Stativkopf  wird  aus  zwei  HolzscUchten  zusammengeleimt,  in  welchen  die  Faser 
nach  verschiedenen  BichtuDgen  läuft,  nm  das  Werfen  des  Solses  zn  vermeiden;  durch 
diesen  Kopf  ragen  drei  Stellachranben  aa  nach  oben,  deren  Muttern  In  Form  von  sechs- 
seitigen Prismen  eingesetzt  sind.  Diese  Stellschrauben  werden  gedreht  durch  die  am 
unteren  Ende  aufgesteckten  EOpfe,  wahrend  auf  jedes  der  oberen  Enden  ehi  Plattchen 
mit  Kugelgelenk  aufgesprengt  ist,  welches  sich  leicht  nach  allen  Seiten  dreht  nnd  fflr 
die  ebene  Unterfläche  des  Mittelstückes  einen  Stfitzpunkt  abgibt,  sowie  eine  beliebige 
Yerschieibung  desselben  auf  den  drei  Plättohen  zuUsst,  gleichviel  wie  diese  ünterflache 
gegen  die  Kop^aohe  des  Statins  geneigt  ist. 

Das  Mittelstfick  besitzt  zwei  nach  oben  und  unten  gekehrt«  kreisfCrmige  Flächen, 
eine  untere  soheibenfSrmige ,  mit  welcher  es  anf  den  drei  Stellschrauben  liegt  und  ehie 
obere  ringfSrmige,   welche  als  Unterlage  ffir  emen  gleich  grossen  zweiten  Ring  dient, 
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der  mit  dem  Tischblatt  fest  verbanden  werden  kann.  Die  ünterflttche  ist  dnreh  acht 
Eippen,  der  obere  Bing  durch  sechs  Speichen  hinreichend  verstärkt,  am  Verbiegongea 
unmöglich  zu  machen.  Bippen  und  Speichen  vereinigen  sieh  an  einem  cylinderförmigen 
Kernstück  von  etwa  10  cm  Durchmesser,  das  eine  schalenförmige  Fällung  enthält.  Dieses 
Kernstück  ist  in  der  Mitte  seiner  nur  4,5  cm  betragenden  Höhe  auf  1  cm  Breite  cylindrisch 
abgedreht  und  um  diese  Cylinderfläche  ein  aus  zwei  Hälften  znsammengescluraubter  Klemm- 
ring r  gelegt  Durch  einen  radial  nach  aussen  ragenden  leierförmigen  Arm  nebst  zwei 
Schrauben  ist  dieser  Klemmring  mit  dem  oberen  Bing  in  Verbindung  und  ermöglicht  die 
Feststellung  sowie  die  grobe  und  feine  horizontale  Drehung  des  Tischblattes.  Die  grobe 
Drehung  wird  mit  der  durch  den  Arm  greifenden  Klemmschraube  k  gehemmt,  indem 
durch  Anziehen  derselben  ein  vorgelegtes  Plättchen  radial  gegen  die  abgedrehte  Cylinder- 
fläche des  Kernstückes  gedrückt  wird.  Die  feine  Horizontaldrehung  ist  durch  zwei 
tangential  zur  äusseren  Bingperipherie  einander  entgegenwirkende  Schrauben  ermöglicht, 
welche  ihre  Führung  in  je  einem  geschlitzten  und  durch  ein  EJemmschränbchen  zusammen- 
gezogenen Gabelteil  des  vorgenannten  leierförmigen  Armes  erhalten.  Diese  beiden  Schrauben 
fassen  einen  vom  beweglichen  Bing  nach  abwärts  stehenden  Backen  von  beiden  Seiten  fest, 
so  dass  keine  unabsichtliche  Bewegung  des  Tischblattes  möglich  ist,  wie  bei  Anwendung 
von  Schraube  und  Feder,  wobei  letztere  entweder  mit  der  Zeit  lahm  wird  oder  durch 
zufälligen  seitlichen  Druck,  wie  er  durch  Anlegen  an  das  weit  aasladende  Tischblatt  nur 
zu  häufig  entsteht,  überwunden  wird  und  Fehler  in  der  Orientierang  mit  sich  bringt. 
Auf  dem  25  cm  im  Darchmesser  haltenden  bew^lichen  Bing  wird  das  Tischblatt  durch 
drei  über  die  Oberfläche  desselben  vorstehende  Schrauben  hhy  welche  in  ebenso  viele  in 
das  Tischblatt  eingelassene  Muttern  eingreifen,  festgehalten  und  erhält  dadurch  eine  weit 
vollkommenere  Unterstützung,  als  mit  Anwendung  der  in  letzter  Zeit  bei  den  meisten 
Messtischkonstruktionen  beliebten  Horizontalführung  mit  Zentralbüchse  und  Vertikalachse, 
welche  stets  der  Stabilität  des  Tischblattes  Eintrag  that,  da  dessen  Unterstützung  sich 
nahezu  auf  einen  Punkt  zusammenzog,  wobei  weder  die  Klemmen  für  die  grobe,  noch  die 
Mikrometerschrauben  für  die  feine  Horizontalbewegung  auf  die  Dauer  fehlerfrei  blieben, 
weil  sich  nur  zu  bald  ein  toter  Gang  einstellte.  Zur  Sicherung  der  Orientierung  und 
zugleich  zur  Schonung  der  Horizontalführangen  sind  am  Führungsring  zwei  Versicherungs- 
klemmen vv  wieder  eingeführt,  welche  bei  längerer  Dauer  einer  Aufstellong  fest  anzuziehen 
sind.  Die  feste  Verbindung  des  Mittelstückes  mit  dem  Stativ  wird  erreicht  durch  Anziehen 
der  Zentralschraube.  Dieselbe  hängt  von  der  schalenförmigen  Füllung  des  Kernstückes, 
durch  diese  und  die  Durchbrechung  des  Stativkopfes  hindurchgreifend,  frei  nach  abwärts 
und  endjgt  unten  mit  einem  kräftigen  Gewinde.  £ine  von  unten  eingreifende  Mutter  ist 
in  einen  Griff  g  von  der  Form  eines  starken  sechsseitigen  Prismas  eingelassen;  durch 
Anziehen  desselben  wird  eine  federnde  Messingscheibe  gegen  die  Unterseite  des  Stativ- 
kopfes gepresst,  wodurch  das  ganze  Oberteil  des  Messtisches,  welches  auf  den  drei  Stell- 
schrauben ruht,  festgehalten  wird.  Wird  die  Feststellung  aufgehoben,  so  lässt  sich  das 
ganze  Mittelstück  samt  dem  Tischblatt  beliebig  verschieben  und  drehen,  ohne  merkliche 
Aenderung  ftSr  eine  vorausgehend  vorgenommene  Horizontalstellung.  Diese  Verschiebung 
ist  innerhalb  einer  Kreisfläche  von  8  cm  Durchmesser  möglich,  entsprechend  der  Grösse 
der  Durchbrechung  des  Stativkopfes,  so  dass  bei  einigermassen  richtiger  Aufstellung  des 
Statives  jede  Orientierung  des  Tischblattes  erreicht  werden  kann.  Das  Gesamtgewicht 
des  Messtisches  beträgt  nur  9  kg. 

Unten  am  Messtischblatt  sind  drei  Messingplättchen  aufgeschraubt,  von  draen  eines 
mit  rotem  Punkt  versehen  ist  Dieses  Messingplättchen  kommt  auf  diejenige  Platte  des 
Messtisches  zu  sitzen,  wo  am  Bing  ebenfalls  ein  roter  Punkt  ist.  Die  Messtischplatte 
wird  nun  lose  auf  die  drei  Schrauben  nach  und  nach. angezogen,  jede  Schraube  je  um 
2--3  Gänge,  nicht  mehr,  da  sonst  leicht  Spannung  entsteht  und  zwar  wird  so  lange 
geschraubt,  bis  das  Messtischblatt  fest  mit  dem  Messtisch  verbunden  ist. 

Eine  andere  Form  des  Messtisches,  die  ebenfalls  sehr  verbreitet  ist,  ist  die  von 
Breithaupt,  die  in  den  Fig.  102  und  103  abgebildet  ist.  Sie  zeichnet  i^ch  durch  eine 
solid  massive  Bauart  aus.  Wir  sehen  von  einer  Beschreibung  ab,  da  die  Messtische 
von  Breithanpt  sehr  verbreitet  sind,  so  dass  wohl  jeder,  der  sich  nut  der  Geodäsie  be- 
schäftigt, Gelegenheit  haben  dürfte»  sie  in  natura  kennen  zu  lernen. 
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Figur  loa.    HesBÜgch  ron  F.  W.  Brelthanpt  k  Sohn  In  CaeseL 


F«ge  UO.    Waä  tat  die  Kippragel?       ^^^^    ^^^  ^^  ^^^^^^  ^^^_ 

lioeal)  vorsteht  man  ein  Lineal,  welches  auf 
einer  metallenen  S9ale  ein  nm  horizontale 
Aehse  drehbares  Femrohr  trigt,  dessen 
optische  Achse  (Sehrichtnog)  mit  dera  Bande 


TenneBsnngskTinde. 
Figur  101. 


des  Lin«ala  zaumnenfftllt.   (Verg'l.  Figuren 
103—106.) 
.     „.  ,     „.         ,„,         Das   Fernrohr   Ut   oft  mit   einer  Kreis- 

Bemerkung.  Die  Kippregel,  Figur  104,  teüUDg  verbunden,  welche  die  Messimg  kleiner 
wird  von  Mechaniker  G.  Hejde  in  Dresden,  Vertikal  Winkel  gestattet  Anchstehtauf  dem- 
jene,  Figni  105,  von  ErCel  &  Sohn  in  Hflnchen  selben  fest  eine  Libelle.  Ausserdem  befindet 
verfertigt.  eich  aaf  dem  Lineal  eine  Dosenlibelle  und 

eine  Hagnetnadel  zur  ungefShren  Orientierang 
nach  der  Nordsfidricbtong.  Oft  ist  das  Fern- 
rohr auch  zum  Distanzmessen  eingerichtet. 
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Frage  111.  Wie  wird  ein  Winkel 
auf  d^n  Felde  mit  einem  Messtisch  auf» 
genommen? 


Antwort.  Soll  ein  Winkel  mit  dem  MesB- 
tiseh  aofgenommen  werden,  so  hat  man  im 
allgemeinen  dreierlei  Geschäft  sn  v^richten: 

I.  die  Zentriemng) 

n.  die  Horizontierang, 

III.  die  Orientiemng. 


Frage  112.    Wie  wird  ein  Messtisch 
zentriert? 

Fignr  106. 


Antwort  Um  den  Messtisch  über  einem 
Punkt  zn  zentrieren,  bedient  man  sich  einer 
eigenen  Zentriervonichtong,  deren  Gebrauch 
unmittelbar  aus  der  Figur  106  zu  entnehmen 
ist.  Dieselbe  ist  aus  leichtem  Holz  verfertigt 
und  stellt  einen  offenen  Bahmen  dar  mit 
einem  daran  befestigten  Lot  B^  dessen  Spitze 
genau  unter  der  Marke  A  des  Oberarmes 
zu  stehen  kommt  Es  entspricht  der  Punkt 
bei  A  dem  Punkte  B  unter  dem  Senkel. 


Frage  113.    Wie  wird  der  Messtisch 
horizontiert? 


Antwort  Bezüglich  der  Horizontierung, 
d.  h.  des  Horizontalanfstellens  der  Zeichnun^s- 
platte,  ist  das  zu  wiederholen,  was  bei  der 
Aufstellung  des  Theodolits  gesagt  wurde. 

Man  nehme  eine  Libelle  (die  behn  Mess* 
tisch  immer  vorhanden  ist),  lege  sie  um,  um 
sich  zu  überzeugen,  dass  sie  korrigiert  ist, 
und  stelle  sie  etwa  in  die  Mitte  des  Zeichen- 
bretts und  verfahre,  wie  die  Antwort  auf 
Frage  111  Nr.  HI  angibt 


Frage  114. 

orientiert? 


Wie  wird  der  Messtisch 


Antwort  Ist  der  Messtisch  horizontiert 
und  zentriert,  und  auf  demselben  ein  Schenkel 
des  aufzunehmenden  Winkels  aufgetragen, 
dann  wird  die  schon  vor  der  Zentrierung  ge- 
nfihert  eingestdlte  Bichtung  desselben  voll- 
ständig orientiert.  Man  legt  zu  diesem  Zwecke 
die  Eippregel  an  die  gezeichnete  Bichtimg 
an,  öffnet  die  Stellschraube  (i^in  der  Fig.  100) 
und  visiert  das  Schenkelende  an«  Ist  die 
Visur  genähert  gefunden,  so  wird  jPgeklemmt 
und  mit  der  Mikrometersohraube  G  die  Fein- 
stellung des  Tiscbes  vollendet. 


Frage  115.  Worauf  ist  bei  der  An- 
wendung des  Messtisches  besonders 
za  achten? 


Antwort     Es  versteht  sich  vor  allem 
dass  sowohl  die  Kante  des  Lineals  eine 
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Bemerknnsr*  Um  eine  horisontale  Fläche  gerade  Linie  bttden  mosB,  als  aach,  dasa 
zu  erhalten,  kann 'man  die  obere  Tiaehplatte  die  obere  Flficbe  des  ZelcheDbrettea  eine 
mit  Glas  belegen.  Dann  mnss  aber  stärkeres  Ebene  sein  mnss. 
Papier  angewendet  werden.  Statt  der  Anschlag-  Sodann  mnss  bei  der  Kippregel 
nadeln  werden  dann  etwa  1  cm  im  Durchmesser  I.  die  optische  Achse  oder  die  Ziel- 
enthaltende kleine  flache  Cylinder  gebraucht,  achse  rechtwinklig  zur  Horizontal- 
die  mit  drei  sehr  feinen  und  sehr  kurzen  Nadel-  achse  sein; 

spitzen  zur  Befestigung  versehen  sind.  Solche  IL  die  Visirebene  soll  die  Lineal- 
Glastafeln  wurden  unter  anderem  auch  bei  der  kante  enthalten  oder  ihr  parallel  sein; 
älteren  österreichischen  Eatastralvermessung  an-  UJ.  die  Horizontalaehse  der  Kipp- 
gewendet regel  muss  parallel  der  Tischebene 

Figur  107.  sein. 

^  Was  den  Punkt  I  aobetrifft,  so  ist  der- 

gl «V- •— s»^ - »S'   8^^®  identisch  mit  dem  friih^  so  oft  be- 
handelten KoUimatioDsfeliler.     Man  richtet, 
nachdem  der  Tisch  vollkommen  horizontiert, 
Bemerkung.    Ist  der  Fehler  I  klein,  so  kann  ^^?  Standpunkt  O  zwei  Stäbe  5  und  Ä'  ein, 
er  wie  die  Kollimation  am  Fadenkreuz  des  Fem-  J?d  markiert  diese  Eichtung  auf  dem  Hess- 

,      - ..^       ,        dl.    1.1.      4.      .,     tisch.    Hierauf  wird  das  Femrohr  umgele^rt 

rohrs  korrigiert  werden.    Sehr  kleine  Abweich-  ^^  ^  ^.^  p„^t  ^.  eingeschaltet   s2d 

ungen  pflegt  man  aber  meht  zu  korrigieren,   s  S*  S"  in  einer  Geraden,  so  steht  die  optiBche 

da  man  nicht  sicher  ist,  ob  sie  nicht  etwa  Achse  horizontal  zur  Drehachse  (vergleiche 

Manipulationsfehler  sind.  Figur  107). 

Der  Punkt  II  ist  im  allgemeinen  wenig 

n        .  T.         ,x'i.«ri.ji     schädlich.    Denn  die  Abweichung  ist  in  der 

Bemerkung.   In  der  praktischen  Messkunde  ^^^  y^^^^  ^^^^  j^^  ^^  ^  ^  ^^ 

wird  der  Messtisch  nur  bei  sehr  unebenem  Tische  befindliche  Zeichnung  nach  der  Fertig- 
Terrain  verwendet  und  zu  topographischen  Stellung  nach  der  Natur  orientieren. 
Zwecken.  Er  hat  den  Vorteil,  dass  man  keine  Sehr  wichtig  ist  jedoch  der  unter  m  er^ 
Handseichnung  zu  machen  braucht  und  die  wähnte  Umstand.  Ist  die  Horizontalaehse 
ganze  Arbeit  vor  sich  hat.  Die  Photogramm-  nicht  parallel  zur  Tischebene,  so  muss  sie 
metrie  dürfte  die  Messtischaufiiahme  überfittssig  sorgfältig  berichtigt  werden.  Die  Korrektion 
machen,  wenigstens  wobei  es  sich  um  topo-  erfolgt  wie  beim  Theodolit  durch  Anvisierung 
graphische  Aufnahmen  handelt.  ^^^  langen,  frei  hängenden  Lotes.    Bleibt 

bei  der  Bewegung  mit  dem  Femrohr  (Kippen) 
der  Mittelfaden  am  Lot,  so  ist  der  besa^pte 
Fehler  nicht  vorhanden. 


10.    Aufgaben  über  die  Messtiscbbehandlang. 

Aufgabe  29.     Der  Messtisch  soll 

nach   einer   auf  demselben   gegebenen 

Geraden  orientiert  werden ,   wenn  ein       Auflösung.    Man  stellt  den  Tisch  ung^e- 

Punkt  desselben  auf  dem  Felde  gegeben  fäbr  über  den  Punkt  A  der  auf  dem  Felde 

ist  und  der  Messtisch  über  den  anderen  gegebenen  Geraden  AB  auf,  legt  die  Kipp- 

Endpunkt  aufgestellt  werden  soll  ^^^\  ^  5«  ^^  dem  Messtisch  gegebene 

°  Gerade  a6  an  und  dreht  den  Tisch  solange^ 

Bemerkung.  Man  sieht,  dass  die  Auflösung  l>i8  « ^  ^d  B  in  einer  Geraden  liegen,  d.  h. 
der  vorstehenden  Aufeabe,  die  dennoch  ziemlich  Jjf  ^  ^  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  erscheint, 
oft  vorkommt,  oft  zeitraubend  sein  kann.  Es  Hierauf  wird  die  Lotgabel  an  a  gebracht 
, ,  ., ,  ,  T^  *  V  .  ^  X  *!.  1  imd  nachgesehen  um  wieviel  A  von  a  ab- 
bleibt der  Erfahrung  des  Geometers  überlassen,  ^^^    ^^  ^.^^  ^^^  rj^^^^  ^^  abgehoben, 

wie  weit  er  in  der  Zentrierung  gehen  soll.    Ist  ^^ss  a  über  A  zu  stehen  kommt  und  nun 

ein  Schiebkreuz  am  Stativ  vorhanden,  so  wird  von  neuem   nachgesehen,   ob   das  Lot  der 

dadurch  die  endgültige  Aufstellung  wesentlich  Gabel  über  A  und  ob  ^  in  der  Yisur  von  ab- 

vereinfacht.  steht. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881 


Der  ansführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In^ 

haltsYerzeichll|s  der  ,,yollätändig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgesehDitten  und  gnt  brochiert,  um  den  soiortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3^-4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nächst ebendcn ,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  me  aus  dem  Prospekt  erslohtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsriiglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortreHliohste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  SY  er  zeichni» 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  DbQr  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


l>ruck  von  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Auf  gaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhäugen  oogelöster  Aufgaben  fdr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  nod  Entwicklnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

§  erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen   Zweigen 

der  Becbenkausty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Xweigen  der  Physik»  Meehanik«  Graphostutik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat,  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brücken-  u.  Hoehban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Tecliniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Stadium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r.  Adolpli  Kleyer^ 

Mathematiker, .  vereideter  kbnigl.  prouss.  Feldmesser,  veroideter  grossh.  liessischer  Guuinetcr  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


la 


Ter  meiiSiniis^  Sekunde 

(Geodäsie). 

Erster  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  lidska. 

i  Fortsetzung  von  Heft  1280.  —  Seite  1)7—112.    Mit  28  Figuren. 

a 

1  Inhalt: 

Aufgaben  Über  die  Meflstiüchbehandlung.   —  Die  WinkelnVisteckung    boim    konKtatiten  Winkel.  —  t'ber  die 
Qeoauigkoit  der  WiDkelabstcckuiigfu.  —   Die  Lohre  ron  der  Aufnahme  im  allgemeinen.  — 

Über  die  Auftragung  der  Winkel. 
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Stuttgart  1894. 

1  Verlag  von  Julius  Maier, 


J^  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äliuliehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  PreUe  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgeblete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik^  math.  Geographie ^  Astronomie  ^  des  Maschinen-)  Strassen-)  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  UochbaneSy  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erkl&rongen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
lienntxten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.»  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  toaloger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeraelch- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklämngen  über  das  betreffende  Ki^itel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschalen  I.  nnd  II.  Ord»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen ,  PrlTatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer-Seminaren ,  Polytechniken,  Tee^niken,  Bangewerkscbulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbercltangssehnlen  aller  Arten,  gewerbUche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschulen, 
Militärschulen,  Yorbereitnngä- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  filr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung iniuierwährond  an  ihre  in  der  Schule  erworbeneu  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auf6nden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Piüfnngcn  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  k^ine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seiuen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc«  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten«  Lust,  Liebe 
und  Yer^tändni8  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fnchgeno^sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematisclien  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungcn  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  imd  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischer feldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgert.  Die  Yerlagshandlniig. 


Aufgaben  übei  die  HesBtischbehandlnng. 


Aufgabe  30.  Der  Messtiscb  soll 
nach  einer  darauf  gegebeneu  Gieraden 
orientiert  werden,  wenn  er  auf  irgend 
einem  Punkte  derselben  anf  dem  Felde 
aufgestellt  ist. 

Bemerkung.  Das  Orientieren  mit  der  Bassole 
kauo  nur  dtuin  in  AnweaduDg  kommea,  wenn 
es  sieb  nm  ganz  grobe  Meaanngen  handelt, 
dennocb  wird  dieselbe  von  Nutzen  sein,  wenn 
es  aicli  am  eine  nngeßhre  Einatellaug  handelt, 
die  hintendrein  berichtigt  werden  soll. 


AuflBnmff.  Man  orientiert  wie  in  der 
vorbergeheniun  Äofgabe  den  Standpunkt  nach 
der  gegebenen  Geraden,  legt  das  Lineal  nm 
and  sieht  nach,  ob  der  andere  Endpunkt  der 
Geraden  getroffen  wird.  Ist  dieses  nicht 
der  Fall,  bo  markiert  man  anf  dem  Felde 
den  gesehenen  Fuikt  etwa  in  der  gleichen 
Entfemnng  mit  dem  gegebenen.  Hierauf 
wird  die  Hitte  dieses  Fanktes  und  des  ge- 
gebenen durch  eine  Bake  bezeichnet  und  die 
gegebene  gerade  nach  diesem  Punkte  orien- 
tiert. Sodann  legt  man  das  Lineal  nm  nnd 
wiederholt  dasselbe  Yerfabren  am  Punkte  B. 


Anfgabe  31.    Es  soll  der  Messtiscb 

it  Hilfe  einer  Bnssole  orientiert  werden. 

Figur  108. 


Bemerkung.  Es  empfiehlt  sich,  den  Uittel- 
pnnkt  der  Bussole  möglichst  genau  in  die  Tisch- 
mitte zu  stellen,  weil  sodann  die  Orientierung 
nach  der  NordsOdrichtung  sich  einfach  ansfübren 

täsat  durch  die  Drehung  des  Tiachblattes. 


Auflöiniig.  Man  legt  die  Bussole  etwa 
in  die  Mitte  des  Tisches  und  richtet  sie  so, 
dass  die  Nadel  genau  nach  dem  mit  Nord 
bezeichneten  Funkte  einspielt.  Hierauf  legt 
man  sanft  das  Lineal  an  die  der  Nordricb- 
tung  parallele  Kante  {AB  in  der  Figur  108) 
nnd  bezeichnet  die  Lage  desselben  am  Rande 
des  Blattea  durch  zwei  Punkte.  Diese  werden 
£andmarken  und  die  durch  sie  bestimmte 
Linie  Orlentierungslinie  genaant. 

Ueberhanpt  mnss  als  Begel  gelten,  alle 
jene  Richtungen,  die  nicht  zur  Zeichnung 
gehören,  bloss  am  Rande  des  Blattes  fest- 
zulegen. 


Aufgabe  32.   Es  soll  der  Messtiscb, 
auf  dem  eine  Gerade  gegeben  ist,  parallel 
zn  einer  anf  dem  Felde  gegebenen  Ge- 
raden orientiert  werden,  wenn  er  ansser-        Auflösung.    Man  orientiert  den  Tisch  zn- 
halb  der  auf  dem  Felde  gegebenen  Ge-  nächst  innerhalb  der  Geraden  nnd  zieht  die 
raden  liegt  Orientierangslinie.    Hierauf  begibt  man  sich 

auf  den  verlangten  Punkt,  legt  die  Bussole 
an  die  Orientierangslinie  genau  an,  nnd  lässt 
sie  nach  Norden  einspielen. 


Aufgabe  33.     Drei  in  der  Natur 
bezeichnete  Punkte  sind  anf  dem  Tisch- 
blatt gegeben;    es  ist  der  Standpunkt        AuflSsung.    Es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
des  Messtjsches  zn  bestimmen.  die  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die  Kennt- 

nis der  beiden  Winkel  d,ä,  bestimmt  ist  (vergl. 

BemerkiiDg.   Diese  Au%abe wird  das Rttck-  Figur  109),  wenn-i£C  die  gegebenenPunkte 
wlrtseinschneiden,  das  Stationieren,  das  Vier-   sind.   Denn  die  Funkte  .<4B  mit  dem  Winkel  d 

LtskB,  VOTuKBiiuigtkaBde.    I.  ] 


Ve  rm  eflsnngikoiid  e. 
Figur  109. 


pnnktpioblem  oder  aach  dae  Pothenotsche 
Problem  geDannt.  Sie  wird  in  dem  Kapitel 
Aber  Koordinaten TermeBamig  anaftthrlich  be- 
handelt werden.  Man  Ter^leiche  «ach  Kiefers 
Lehrbach  der  THgonometne. 


Figur  110. 


Brkl.  !7.    Wir  haben  nSmlich  zwei  ahnliche 
Dreiecke,  das  in  dei  N'atur  und  auf  dem  Felde, 

die  bei  richtiger  Orientierung  parallele  Seiten 
haben.  Verbindet  man  aber  die  Eckpunkte 
Bweier  gleichgelegenen  ähnlichen  Dreiecke,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte,  dem 
Bogen  annten  AehnlichkeiUpuokte. 

Bemerkung.  Hau  Sndet  in  sehr  rielen  Lehr- 
büchern mehroderminderknustvoUe  Auf  Issingen 
der  hier  mitgeteilten  Aufgaben.  Sie  entsprechen 
aber  zumeist  nicht  dem  BedUrfiiisse  der  Praktiker, 
die  selten  Über  die  Zeit  und  Geduld  verfugen, 
auf  dem  Felde  komplisierte  geometrische  Kon- 
Btroktioneu  ausführen  zu  können. 
Figur  111. 


beBtimmen  einen  Kreja.  Analog  bestimmen 
die  Punkte  A  C  mit  dem  audereu  Winkel  ä, 
einen  zweiten  Kreis.  Der  Schnittpunkt  beider 
Kreise  ist  eben  der  gesuchte  Standpunlct  f 
(vergl.  Figur  110). 

Allein  es  wAre  nnprsktlscli ,  wenn  man 
Bolclie  Konstruktionen  im  Felde  ausführen 
wollte,  denn  es  künntfl  leicht  geschehen,  dass 
die  Kreise  ttber  die  Tischplatte  gingen.  Man 
wendet  deshalb  ein  anderes  Verfahren  an. 

Zunächst  ist  es  einleucht«nd,  dass  es  sich 
um  eine  genaue  Orientiernng  des  Tisches 
handelt,  denn  Ist  diese  hergestellt,  so  mUssen 
sieb  die  drei  nach  den  Punkten  gezogene 
Rayons  in  einem  Punkte  schneiden"  (veigL 
Erkl.  77). 

Man  zieht  sich  zu  diesem  Zwecke  auf 
einem  der  gegebenen  Punkte  die  Orientierungs- 
linie  und  orientiert  sodann  auf  dem  Stand- 
punkt die  Tiscbplatte  nach  ihr. 

Werden  hierauf  die  Rayons  gezogen,  so 
werden  sie  sich  im  allgemeinen  nicht  in  einem 
Funkte  schneiden,  sondern  ein  kleines  Fehler- 
dreieck bilden. 

Man  dreht  in  diesem  Falle  den  Tisch  ein 
wenig  und  bestimmt  ein  zweites  fehlerzeigen- 
des  Dreieck.  Durch  Verbindung  der  homo- 
logen Eckpunkt«  ergibt  sich  sodann  der  ge- 
suchte Punkt  (vergl.  Figur  lll). 

Man  kann  auch  verfahren  wie  folgt.  Man 
bestimmt  sich  zunächst  auf  Pauspapier  von 
einem  Punkte  ans  die  Rayons  nach  ABC 
(vergl.  Fignr  110)  und  verschiebt  sodann  die 
so  erhaltene  Zeichnung  auf  der  Tischplatte 
solange,  bis  die  drei  Pnnkte  in  die  Schenkel 
der  gezeichneten  Winkel  zu  liegen  kommra. 


Die  Winkelabsteckung  beim  konstanten  Winkel. 
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11.    Die  Winkelabsteckung  beim  konstanten  Winkel. 

Frage  116.   Welche  sind  die  wichtig- 
sten Instrumente  znr  Winkelabsteckung       Antwort.    Die  wichtigsten  Instramente 
beim  konstanten  Winkel?  zorWüikelabsteckiing  beim  konstanten  Winkel 

sind: 

die  Kreozscheibe, 
das  Winkelfemrohr, 
der  Winkelspiegel, 
das  Spiegelkrenz, 
das  Prismenkrenz, 
das  Winkelprisma. 


Frage  117. 

Scheibe? 


Was  ist  die  Kreuz- 


ErkL  78.  Diopter  (vom  griech.  „dia"  dnrch 
und  nOpto*'  sehe)  bestehen  gewöhnlich  ans  sswei 
miteinander  verbundenen  vertikal  stehenden 
Platten  (veigl.  Fignr  112),  von  denen  die  eine 
(Ä),  Ocnlardiopter  genannt,  entweder  ein  Schan- 
loeh  oder  eine  Schlitze,  die  andere  dagegen  (B), 
Objectivdiopter ,  eine  grössere  Oefmnng  nut 
einem  eingespannten  Faden  besitzt. 


Fignr  112. 


Antwort.  Die  Erenzscheibe  ist  ein  In- 
stmment  znr  Bezeichnung  zweier  sich  recht- 
winklig schneidender  Richtungen.  Sie  besteht 
aus  zwei  sichrechtwinklig  schneidenden  Abseh- 
vorrichtnngen  (Visieren,  Dioptern,  vergleiche 
Erkl.  78). 

Trotz  dieser  einfachen  Vorrichtung  ist 
die  Kreuzscheibe  ein  unentbehrliches  Instru- 
ment, sobald  es  sich  um  sehr  geneigte  Flächen 
handelt. 

Oft  wird  die  Erenzscheibe  direkt  als  eine 
Trommel  mit  vier  diametral  stehenden  Visieren 
gefertigt  und  führt  dann  den  Namen  Winkel- 
trommä  (vergl.  Fignr  113). 

Fignr  113. 


Figur  114. 
B 


^ 


4 

D 


Die  Prüfung  der  Erenzscheibe  geschieht 
in  der  Weise,  dass  man  mit  ihrer  Hufe  einen 
rechten  Winkel  absteckt,  ÄOB,  hierauf  an 
diesen  einen  zweiten,  BOC,  sodann  einen 
dritten,  COD,  und  endlich  an  diesen  noch 
einen  vierten,  DOÄ\  Der  vierte  muss  einen 
Punkt  A'  liefern,  der  mit  ^C  in  einer  Ge- 
raden liegt  (vergl.  Fig.  114). 

Berichtigung  ist  in  der  Begel  unmöglich 
und  man  muss  sich  auf«  das  Fabrikat  ver- 
lassen. 

Die  Genauigkeit  ist  nach  Jordan  2^  Man 
hat  demnach  auf  50  m  Entfernung  etwa  3  cm 
Abweichung.  Aber  im  allgemeinen  kann  man 
sie  wohl  doppelt  so  gross  nehmen  (vergl. 
Erkl.  79). 

Was  die  Dimensionen  anbelangt,  so  soll 
der  Durchmesser  des  Schauloches  nicht  kleiner 
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VermeBsiiiigakimde. 


Brkl*  79»    Der  grösste  Uebelstand  ist  beim  als  ^U  mm  ond  nicht  gröSBer  als  1  mm  sein, 
Diopter,  dass  das  Ange  die  nahe  Schanritze  und  die  Schanritze  nicht  schmäler  als  0,4  mm  nnd 
den  fernen  Gegenstand  nicht  zugleich  sehen,  j^^yj^^  breiter  als  0,75  mm. 
sie  also  anch  nicht  zugleich  zur  Decknns  bringen 
kann  nnd  zwar  deswegen,  weil  sich  das  Ange 
den  verschiedenen  Entfernungen  nicht  gleich- 
zeitig-anpassen  kann.  


Frage  118,    Was  ist  ein  Winkel- 
fernrohr? 

Figur  115. 


-B 


Figur  116. 


Antwort.  Unter  dem  Winkelfemrohr  ver- 
steht man  eine  Vereinigung  des  geraden  mit 
dem  gebrochenen  Femrohr,  welche  Winkel 
von  90^  zu  bestimmen  gestattet.  Es  besteht 
ans  einem  hohlen  Messingkubus  MNPQ,  an 
welchem  zwei  ausziehbare  ObjektivhuAsen 
(^,  B)  um  eine  feste  Okularhülse  (C,  vergL 
die  Figuren  115  nnd  116,)  angeschraubt  sind. 
Das  Okular  ist  mit  einem  Fadenkreuz  versehen. 

Im  Kubus  selbst  befindet  sich  ein  Glas- 
prisma, welches  die  von  B  kommenden  Strahlen 
reflektiert  und  in  das  Okular  sendet.  Das 
Prisma  ist  aber  nur  so  hoch,  dass  es  nur  das 
halbe  Gesichtsfeld  des  anderen  Objektivs  {Ä) 
verdeckt.  Man  erblickt  also,  nachdem  man 
die  Objektive  gehörig  eingestellt  hat,  von 
zwei  Gegenständen  vorkommen  scharfe  Bilder, 
die  genau  über  einander  stehen,  wenn  diese 
Gegenstände  mit  dem  Zentrum  des  Instru- 
mentes einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

Das  Prisma  ist  um  die  Achse  R  drehbar. 
J^ist  eine  Stahlfeder  und  S  eine  Eorrektions- 
8chi*aube,  die  kleine  Drehungen  um  die  Achse  R 
gestattet. 

Ist  das  Winkelfemrohr  richtig  gestellt 
(wie  das  zu  bewerkstelligen  ist,  lehren  die 
Fragen  119  und  120),  so  kann  man,  wenn 
ein  geeignetes  Stativ  gebraucht  wird,  be- 
liebig lange  Senkrechten  damit  festlegen. 
Die  dabei  zu  erreichende  Genauigkeit  gleicht 
vollkommen  jener,  die  durch  den  Theodolit 
erhalten  wird. 

Sowohl  die  Libelle  als  auch  der  Halter 
sind  angeschraubt  und  vertauschbar. 

Die  Vertauschnng  entspricht  der  ümlegung 
des  Instmments. 


Frage  119.    Wie  wird  das  Winkel- 
fernrohr rektifiziert? 


Antwort.  Die  Bichtigkeit  des  Winkel- 
femrohrs erfordert,  dass  die  reflektierende 
Fläche  des  Prismas  mit  der  Achse  des  ge- 
raden Femrohrs  einen  Winkel  von  45**  ein- 
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Figur  117.  schliesst.   Dieses  wird  praktisch  auf  folgende 

Art  erreicht. 

Man  steckt  sich  eine  möglichst  lange  Ge- 
rade ^^  ab  nnd  stellt  sich  mit  dem  Winkel- 
femrohr etwa  in  der  Mitte  desselben  auf, 
so  aber,  dass  man  sich  genau  in  der  Geraden 
befindet  Hierauf  visiert  man  einen  End- 
punkt (vergL  Figur  117),  etwa  A^  und  Iflsst 
möglichst  weit  vom  Gehilfen  den  Funkt  0' 
markieren,  der  im  Sehfelde  des  Femrohrs 
mit  A  zusammenfällt. 

0"  Legt  man  das'  Instmment  um  und  visiert 

auf  den  anderen  Endpunkt  B,  so  soll  der  fHiher 

bezeichnete  Punkt  0'  mit  dem  Punkte  B  im 

Bemerkung.    Das  Winkelfernrohr,  welches  Fernrohrfelde  zusammenfallen;  ist  dieses  nicht 

in  der  bezeichneten  Form  zuerst  vom  Verfasser  ^®r  Fall,  so  wird  der  Abstand  in  Teilen  des 

angegeben   sein   dürfte,    hat   gegenüber   den  ^^^^"?,^»«?  des  Femrohrs  geschätzt  und 

^rwT-^T  1.     1        3  -n  '         j^i.'ij       zur  Hälfte  durch  die  Schraube  S  korrigiert. 
Wmkelspiegeln  und  Pnsmen  den  Vorteil,  dass  «.v***5xc*c. 

es  beide  Gegenstände  gleich  scharf  zeigt,  was        ^f^^^    ^^^  ^f^^tr-^^^^r        t^«^^^^^ 
,   .  ,         7^  üsfitL     T   ...         X       •  u^  werden,  so  wird  das  Wmkelferarohr  auf  em 

bei  den  soeben  i^geführten  Instmmenten  mc^^  g^^.^  ^  ^^^  ^^  ^^  ausschraubbare 

der  Fall  ist     Wird  das  Femrohr  m  freier  ^^^^^  j,  ^^^^^^     ^^^  Dosenlibelle  L  auf 

Hand  gehalten,  so  können  allerdings  während  ^^j,  oberen  Kubusfläche  ermöglicht  eine  ge- 

des  Visierens  kleine  Schwankungen  eintreten,  uaue  Horizontalstellung. 

Man  gelangt  aber  bald  bei  einiger  Uebung  zur 

nötigen  Fertigkeit  im  Halten. 


Fra^e  120.    Wie  wird  das  Winkel- 
fernrohr gebraucht?  Antwort     Um  mit  Hilfe   des  Winkel- 
femrohrs einen  rechten  Winkel  abzustecken, 
wird  zunächst  der  gegebene  Punkt  A  scharf 

^^    ^  ,  ._  V«-*««  V«:««.* A^«  fokusiert.     Dieses  geschieht  dadurch,  dass 

Bemerkung.  Am  besten  bringe  man  das  ^^  ^^  Objektiv  des  dem  Punkte  zuge- 
Winkelfemrohr  mit  einem  Stock  m  Verbmdung,  j^^j^^en  Rohres  solange  verschiebt,  bis  der 
dessen  Höhe  der  Aughöhe  des  Beobachters  ent-  Gegenstand  scharf  erscheint  Sodann  wird 
spricht  Man  zentriert  dann  leichter  und  das  genähert,  der  Punkt  B  markiert  und  das 
Femrohr  wird  stabiler.  Noch  besser  ist  natür-  zweite  Femrohr  fokusiert,  wobei  natürlich 
lieb  ein  ähnliches  Stativ  wie  beim  Theodolit,  der  Punkt  A  nicht  im  Gesichtsfelde  zu  sein 
doch  wird  dadurch  das  Instmment  unhandlich,  braucht.    Ist  dieses  geschehen,  so  stellt  man 

sich  zentrisch  über  dem  Standpunkt  mit  Hilfe 
des  Lotes  auf  (vergl.  Figur  118),  bringt  den 
Gegenstand  ^  in  die  Mitte  des  Fadenkreuzes 
und  lässt  den  Gehilfen  den  zweiten  Punkt 
einrichten. 


Frage  121.    Was  ist  ein  Winkel- 
spiegel? Antwort.    Ein  Winkelspiegel  ist  ein  im 

wesentlichen  aus  zwei  um  45^  gegen  einander 
geneigten  Spiegeln  bestehendes  Instmment, 
welches  zum  Abstecken  konstanter  Winkel 
dient  (vergl.  Figur  119). 

Trifft  ein  Strahl  die  Fläche  B  (vergl. 
Figuren  118  und  119)  unter  einem  Winkel  ß, 
so  wird  er  unter  demselben  Winkel  reflektiert 
und  trifft  den  anderen  Spiegel  unter  einem 


Vena  eMnngskimde. 


Winkel  a,  am  mit  diesem  Winkel  Id  das 
Auge  reflektiert  zu  werden.  Da  (vei^leiche 
Figur  118)  der  Winkel  zwischen  x  wA  3 
^  46^  60  wird  der  Schnittwiükel  der  beidea 
Strahlen  (in  der  Figur  119  mit  <i  bezeichnet) 

als  Aoasenwinkel  des  Dreieckes   {AB  und 
Scbnitlponkt  der  beiden  Strahlen). 
Nun  ist  aber  Im  Dreiecke  xyAB: 
(90— o)  +  (90  — ^)  +  45<»  =  180 
also:  a  +  p  =  4&> 

demnach  ist  der  Schnitt winkel  beider  Strahleo 
gleich  90",  d.  h.  einem  rechteo.  Zu  erseben 
durch: 

Figur  ISO. 


Bemerkung.  Hau  vei^leiche  auch  Sache 
Pliinimetrie,  III.  Teil,  Seite  SOO.  Der  Winkel- 
spiegel wurde  von  George  Adama  in  London 
erfunden  und  von  seinem  Sohne  1791  zum 
erstenmale  beschrieben. 


Frage  122.    Wie  wird  der  Winkel- 


Figu  191. 


Autwort  Die  Anwendung  des  Winkel- 
Bpiegels  ergibt  sich  ans  dem  Vorstehenden 
sofort 

Um  von  0|  eine  Senkrechte  (rergleiche 
Figur  121)  auf  die  Gerade  0(0j  zu  fällen, 
schreitet  man,  mit  dem  Auge  über  den  Spiegel 
nach  0(  schauend,  solange  vor,  bis  das  Bild 
von  Ol  unter  dem  (über  den  Spiegel  hinweg^ 
gesehenen)  Bilde  von  0,  erscheint. 


Die  WiDkelabsteckDDg  beim  konstanten  Winkel. 


Frage  123.    Wie  wird  ein  Winkel- 
spiegel anf  seine  Kicktigkeit  geprüft? 


Erkl.  80.  Als  besondere  Vorzüge  des  lu- 
strnmentes  müsseu  hervorgehoben  werden:  die 
raacEe  Arbeit  nnd  leichte  Handhnbnng,  sowie 
der  Umstand,  dasa  dieses  iDstrnment  sehr  klei- 
uen  Ranm  einnimmt  nnd  leicht  in  der  Tasche 
getragen  werden  kann.  In  der  neueren  Zeit 
wnrde  der  Winkelspiegel  fast  allgemein  durch 
die  Prismeninstmmente  verdrängt. 


Frage  124.    Was  ist  eine  Korrek- 
tionsschraube? 


Antwort.  Um  einen  Winkelspiegel  anf 
seine  Richtigkeit  zu  prüfen,  geht  man  ein- 
mal von  Ob  (vergl.  Figur  121)  aus  und  be- 
stimmt nach  der  vorhergebenden  Frage  den 
Punkt  P,  Bodann  geht  man  von  0,  ans  nnd 
bestimmt  wieder  den  Fusspunkt  der  von  0, 
anf  OgOt  gefällten  Senkrechten. 

Ist  der  Winkelspiegel  in  Ordnung,  so 
müseen  diese  beiden  Funkte  zusammenfallen. 
Wenn  nicht,  so  schliessen  die  beiden  Spiegel 
einen  Winkel  ein,  der  grÖBser  oder  kleiner 
ist  als  ib".  Er  wird  grösser,  wenn  man 
bei  dem  Suchen  des  zweiten  Fnnktea  über 
den  ersten  hin  ausgeschritten  ist,  kleiner  im 
Gegenfalle.  Die  Richtigstellong  der  beiden 
Spiegel  erfolgt  mittela  einer  Eorrektions- 
schraube  (vergl,  Erkl.  80). 


Antwort  Die  Eorrektionsschninbe  ist 
eine  an  den  einen  Spiegel  des  Winkelspiegels 
wirkende  Schranbe,  die  den  Zweck  hat,  die 
gegenseitige  Wlnkelstellnng  der  beiden  Spiegel 
zu  verändern.  Bei  einem  Winkelspiegel  ist 
nämlich  für  gewöhnlich  nur  der  eine  Spiegel 
an  der  Hülse  (etwa  S,  in  der  Fignr  122) 
befestigt,  der  andere  dagegen  nnr  so,  dasg 
er  um  eine  Achse  (A)  drehbar  ist.  Der 
Korreklions  schranbe  entgegen  wirkt  eine 
Feder  F.  Durch  Anziehen  oder  Nachlassen 
der  Schranbe  wird  der  Spiegel  um  die  Achse  A 
gedreht. 


Frage  125. 

krenz. 


Was  ist  ein  Spiegel- 
Fignr  123. 


Erbl.  81.     Das   Spiegelkrenz   wurde  v< 
Hegierongsgeometer  Berlin  im  Jahre  1844 
fanden. 


Antwort  Ein  Spiegelkrenz  besteht  Im 
wesentlichen  ans  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehenden  Spiegeln,  die  übereinander  gestellt 
sind  nnd  die  dazu  dienen,  um  anf  dem  Felde 
einen  Winkel  von  180"  anzugeben,  oder  mit 
anderen  Worten,  nm  Zwischenpaukte  einer 
Geraden  zu  bestimmen  (vei^l.  Figur  123). 

Die  Theorie  des  Instrumentes  ist  einfach. 
Der  Strahl  von  einem  Punkte  Oi  wird  von 
dem  Spiegel  8,  unter  dem  Einfallswinkel  a 
wieder  nach  A  reflektiert.  Dasselbe  geschiebt 
mit  dem  Ton  Oj  anf  dem  Spiegel  S^  unter 
dem  Winkel  ß  angelangten  Strahle,  der 
nach  B  reflektiert  wird. 
Nun  istr 

0,0B=  1800  — 2i» 
u  0,0^=  180»  — a« 

--  also: 

0,05  +  0,0  J  =  360"  -  2(«  + (») 
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Yermessangskiuide^ 


Da  aber: 

a  +  fi=  1800  —  900  =  900 
80  wird: 

0,OB  +  OiOii  =  3600  —  2.900  =  1800 

Dieses  ist  aber  nnr  dann  möglich,  wenn 
die  Strahlen  0^  nnd  0^  snsammenfallen. 

Liegten  also  Op  O2  nnd  0  anf  einer  Ge- 
raden, so  erscheinen  die  Pnnkte  0^  nnd  0^ 
an  der  Krenznngsstelle  der  beiden  Spiegel 


Frage  126.    Wie  wird  ein  Spiegel- 
kreuz geprüft? 


Antwort.  Um  ein  Spiegelkrenz  anf  seine 
Bichtigkeit  zn  prüfen,  mnss  man  beachten, 
dass  ein  Spiegelkrenz  nur  dann  richtig  funk- 
tioniert, wenn: 

1)  die  beiden  Spiegel  auf  der  Omndflftche 
des  Geliäuses  senkrecht  stehen  und 

2)  wenn  sie  sich  unter  einem  rechten 
Winkel  kreuzen. 

Die  Prüfung  muss  sich  also  auf  diese 
beiden  Paukte  beziehen. 


Frage  127.  Wie  wird  ein  Spiegel- 
krenz auf  seine  Senkrechtstellung 
geprüft? 


Antwort.  Um  ein  Spiegelkreuz  anf  seine 
Senkrechtstellung  zu  prüfen,  setzt  man  in 
einiger  Entfernung  zwei  Stäbe  senkrecht  ein 
nnd  stellt  sich  so  auf,  dass  in  jedem  der 
beiden  Spiegel  ein  Stab  erscheint  Die  Bilder 
müssen  parallel  sein.  Ist  dieses  nicht  der 
Fall,  so  mass  die  Stellung  der  Spiegel  von 
einem  Mechaniker  berichtigt  werden. 


Frage  128.  Wie  wird  ein  Spiegel- 
kreuz auf  die  rechtwinklige  Stellung 
seiner  Spiegel  geprüft? 


Antwort.  Einfach  dadurch,  dass  man  in 
ziemlich  grosser  Entfernung  drei  Punkte  auf 
einem  Felde  absteckt,  die  in  einer  Geraden 
liegen  und  sodann  den  Spiegelkrenzpunkt 
vertikal  über  den  mittleren  aufstellt.  Sind 
die  Spiegel  senkrecht  aufeinander,  so  fallen 
in  ihnen  die  Bilder  der  beiden  äusseren 
Punkte  zusammen.  Fallen  sie  nicht  zu- 
sammen, so  muss  durch  Eorrektionssdu^uben 
nachgeholfen  werden. 


Frage  129.    Was  ist  ein  Prismen- 
kreuz? Antwort.    Das  Prismenkreuz  ist  ein  ans 

zwei  Prismen   von   900   zusammengesetztes 
Instrument,  welches  dazu  dient,  um  zwischen 

«  m_i   o«    T^     r»  .        1  j    •     T  u-  zwei  gegebenen  Punkten  einen  dritten  ab- 

iftf;^±®l\«t^nf!TfÄ«^^^^^^  zustecken.    Das  Prismenkreuz  ist  also  ein 

1851   von  Bauern feina   konstruiert   (vergi.  j     o  •      n  ^  /    i  t^-     ^«j\ 

Theorie    nnd    Gebrauch    des   Prismenkreuzes,  Analogen  des  Spiegellireuzes  (vgl  Fig.  124). 

Httnchen  1851). 


Die  WinkelftbBtdckmtg  beim  konstanten  Winkel. 
Fignr  134.    Prlgnenkreai  ron  Ertel  A  Sohn  In  München. 


Frage  130.    Welchen  Weg  oimmt 
ein  Lichtstrahl,  wenn  er  eine  Seite  eines       Antwort.   Tritt  ein  Strahl  S  nnter  einem 
ölasprifimas  von  90"  besitzt?  Winkel  a  (vergL  Figur  125)  in  ein  Glas- 

prisma,  Bo  vird  er  onter  einem  kleineren 
Winkel  ß  gegen  die  HypotenuBe  gebrochen, 
so  dass  er  ontei  einem  Winkel  /  von  der- 
aelben  empfangen  and  reflektiert  wird  gegen 
die  zweite  Kante,  die  er  unter  einem  Win- 
kel d  trifit.  Hier  tritt  noch  eine  Brechong 
ein  und  der  Lichtstrahl  verlSsBt  unter  einem 
Winkel  a  das  Prisma. 

Fiir  diese  Winkel  gelten  die  Beäehungen: 


Fignr  135. 


Bin^ 


wo  fi  den  BrechimgBkoSffizient  des  Glases 
(etwa  1,6)  bezeiclinet.    Ferner  wird: 

8)  .  .  .  450  +  (90<»  +  /I)  +  y  =  180o 
4)  .  .  .  45»-i-(900-f  rf)  +  y  =  ISO" 
Subtrahiert  man   diese   QleicboDgen,   so 
ergibt  sich: 

6).  ..i  =  fl 
Nun  ist  aber: 

sino  ^=  fiainß 

sin«  =ju  sind 

und  wegen  ß  =  S  ancb : 


Bemerkung.      Eb   möge  be&chtet  weiden, 

dftsg  der  Onmdrisa  des  Prismu   ein   gleich-  '"^*''- 

Hbesklig  rechtwinkliges  Dreieck  sein  muBB.         „ ,  .  ,      .      ~      . .      .  . 

folgt.  Ist  a  =  e,  SO  tritt  der  Strahl  wieder 

nnter  demselben  Winkel  ans  dem  Prisma, 

nnter  welchem   er   eingetreten,    d.  h.   ein 


6). 
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Vermessungskunde. 


Fignr  126. 


Glasprisma  wirkt  genan  so  wie  ein 
ebener  Spiegel,  parallel  zu  seiner 
Hypotenuse  gestellt.  Verbindet  man 
also  (vergl.  Figor  125)  zwei  solche  Prismen, 
welche  die  Stellen  der  Spiegel  im  Spiegel- 
kreuz vertreten,  so  erhält  man  das  Prismen- 
kreuz, welches  ebenso  wie  der  Winkel- 
spiegel angewendet  wird. 

Hauptsache  ist,  dass  die  Hypotenusen- 
ebenen  gat  rechtwinklig  gegen  einander  ge- 
neigt sind.  Hievon  kann  man  sich  analog  wie 
bei  dem  Winkelspiegel  überzeugen.  Ist  dieses 
nicht  der  Fall,  so  muss  dorch  Korrektions- 
schrauben nachgeholfen  werden. 


Frage  131.  Wie  wird  ein  Prismen- 
kreuz berichtigt? 

Bemerkung.  Zur  Drehung  lüfte  man  ein 
wenig  die  an  der  Seitenfläche  der  Fassung  be- 
findliche Schraube  a  und  ziehe  sodann  die 
andere  Schraube  h  an  oder  umgekehrt,  je  nach 
dem  Sinne  der  Drehung,  die  erforderlich  ist 

Bemerkung.  Die  Prismeninstrumente  wer- 
den am  besten  von  der  Spesialfirma  T.  Ertel 
und  Sohn  in  München  bezogen,  welche  ihnen 
auch  eine  Gebrauchsanweisung  beilegt. 


Antwort.  Zur  eventnellen  BerichtiguDg 
des  Prismenkreuzes  sind  eigene  Korrektions- 
Bchranben  angebracht.  Das  untere  Prisma 
ist  unbeweglich  mit  der  Fassung  yerbundeo, 
das  obere  kann  vermittels  der  Schraube  c 
(vergl.  Figur  124)  etwas  gedreht  werden. 
Es  müssen  die  Eathetenebenen  parallel  sein 
und  die  Hypotenusenebenen  einen  rechten 
Winkel  miteinander  einschliessen. 


Frage  132.  Wie  wird  ein  Punkt  in 
eine  Gerade  von  nicht  zu  grosser  Aus- 
dehnung eingeschaltet? 


Figur  127. 


X 


B 


Bemerkung.  Ist  die  Entfernung  von  AB 
sehr  gross,  d.  h.  grösser  als  60— 100  m,  so 
muss  unbedingt  das  Winkelfernrohr  gebraucht 
werden. 


Antwort  Man  stellt  sich  ungefähr  zwi- 
schen die  beiden  Signale  AB  und  hält  das 
Prismenkreuz  so  vor  dem  Auge,  dass  die 
Kante  des  rechten  Winkels  an  einem  der 
Prismen  dem  Auge  zugewandt  ist 

Nehmen  wir  nun  an,  wir  befänden  uns 
ausserhalb  der  Geraden  AB,  so  erblicken 
wir  zwei  Bilder,  die  nach  den  vorhergehen- 
den Entwicklungen  bei  der  Drehung  des 
Instruments  um  seine  Achse  ihre  Lage  nicht 
ändern  (vergl.  Figur  127).  Fallen  sie  zu- 
sammen,  so  ist  dieses  ein  Zeichen,  dass  man 
sich  in  der  Geraden  befindet 

Man  braucht  also  senkrecht  auf  ^^  sich 
so  lange  zu  bewegen,  bis  man  die  beiden 
Bilder  zusammenfaUen  sieht. 


Frage   133.     Wie   wird   mit   dem 
Prismenkreuz  eine  Senkrechte  über  einer       Antwort.    Man  stellt  sich  in  dem  ver- 
gegebenen Geraden  abgesteckt?  langten  Punkt  der  Geraden  auf,  so  dass 

sich   die  beiden  Bilder  A*B^  decken,  und 


Die  Winkelabstecknng  beim  konstanten  Winkel. 
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BemeriLmiiir*    Hat  man  viele  Senkrechte  sn  sieht   über   das  Prisma  hinweg.     An  der- 

markieren,  wie  dies  bei  den  Vermessungen  der  jenigen   Stelle ,   die   man  kennüich  machen 

Fall  ist,  so  spannt  man  am  bequemsten  zwi-  will,   lässt  man   einen   Stab   so   einrichten» 

sehen  den  Punkten  Ä,  B  eine  Schnur  aus,  um  ^^^   ®r   sich    beim   Hinwegsehen    mit    den 

nicht  den  Zwischenpunkt  nach  der  vorhergehen-  ^®^^®^  Büdem  Ä'  nnd  B*  deckt 
den  Frage   immer  von  neuem    aufsuchen  zu 
müssen. 


Fra^e  134.  Wie  wird  mit  einem 
Prismenkreuz  von  einem  Punkt  auf  eine 
Gerade  die  Senkrechte  gefällt? 


Antwort  Um  mit  Hilfe  des  Prismen- 
kreuzes von  einem  Punkt  auf  eine  Gerade 
eine  Senkrechte  zu  ftllen,  stellt  man  sich 
ungefähr  in  dem  gesuchten  Punkt  auf  und 
beobachtet,  wann  bei  der  Bewegung  in  der 
Geraden  sich  die  beiden  Bilder  A*  B'  mit 
dem  gegebenen  Punkt,  den  man  mit  einem 
Stab  markiert  bat,  decken. 


Frage  135.  Wie  wird  ein  Prismen- 
kreuz praktisch  auf  seine  Richtigkeit 
geprüft? 


Figur  128. 


Antwort.  Man  schaltet  zwischen  zwei 
Punkten  A,  B  einen  dritten  C  ein  und  sieht 
nach,  ob  diese  drei  Punkte  sich  wirklich  in 
einer  Geraden  befinden.  Ist  dieses  nicht  der 
Fall,  so  muss  mit  den  oben  beschriebenen 
Schrauben  a,  h^  c  das  obere  Prisma  ein 
wenig  gedreht  werden  und  das  so  lange, 
bis  der  dritte  Punkt  beim  zusammenfallenden 
Bild  in  die  Gerade  AB  zu.  stehen  kommt 
(vergl.  Figur  128). 


Frage  136.   Was  ist  ein  Winkel- 
prisma? 

Figur  129. 


Antwort.  Das  Winkelprisma  ist  ein  recht- 
winkliges Glasprisma,  welches  dazu  dient, 
Winkel  von  90^  abzustecken.  Man  hat  zu 
diesem  Zweck  die  Hypotennsenfiäche  des 
Prismas  parallel  zu  stellen,  zu  jener  Geraden, 
aufweiche  eine  Senkrechte  zu  errichten  ist. 

Das  Bild  des  Senkrecht pnnktes  S'  (vergl. 
Figur  131),  erscheint  dann  in  der  Richtung  S 
nnd  ändert  sich  nicht,  wenn  das  Prisma 
etwas  um  seine  Achse  gedreht  wird,  wo- 
durch es  von  dem  durch  zweimalige  Ee- 
flexion  entstehenden  Bild  leicht  unterschieden 
werden  kann.  Ein  Winkelprisma  kann  nicht 
berichtigt  werden. 


Ei^l«  89«    Das  Winkelprisma  stammt  ebenfalls  von  Bauemfeind  her. 


Frage  137.  Welches  ist  die  Theorie 
des  Winkelprismas? 

Ertd.  84.  Ein  in  S'  befindliches  Auge  sieht 
das  Bild  von  S  in  der  Richtung  CS'  (vergl. 
Figur  108).  Wird  ein  Stab  so  eingerichtet, 
dass  man  über  das  Prisma  wegsehend,  denselben 
mit  dem  Stab  in  S  sich  decken  sieht,  so  bildet 
S  Auge  und  Stab  einen  rechten  Winkel. 


Antwort.  Die  Theorie  des  Winkelprismas 
beruht-  darauf,  dass  ein  rechtwinklig-gleich- 
schenkliges Prisma  nicht  nur  (wie  ein  ebener 
Spiegel)  als  Reflexionsglas  wirkt,  sondern 
auch  eine  konstante  Ablenkung  von  90^  gibt 
(vergl.  Figur  130  und  131). 


Tenneunngflka  nde. 


Um  dleaei  einEnsehen,  beachte  man,  dus 
für  den  Eintritt  (vgl.  Fi«:.  131)  des  Strahles 
die  Beziehung  gilt: 

11  8""' 

'J    ■■liI7  =  '' 

Ferner  ist  im  Dreieck  DBA: 

2)  .  .  .  ^  +  (j'  +  M«)  +  45<'=  180» 

und  im  Breieck  ABC: 

8)  .  .  .  (90 -y)  + (90-*) +  450  =  180« 

und  für  den  Anitrilt: 

*>--^  =  '' 
Aas  Gl.  2)  und  3)  folgt: 

6) f  =  a 

Damit  nird  ans  61.  1)  nnd  4)  analog 
wie  frfiher: 

Da  nun  der  Wiokel  zwischen  dem  eb- 
imd  austretenden  Strahl  gleich  tf  ist,  so  folgt 
aoB  dem  Dreieck  FCG: 

V  =  (90  —  ()  + 1  =  90» 
Da  ansserdem: 

V  =  o  +  «  =  2« 
ao  folgt,  dasa: 

o  =  460 

HierauB  der  Satz:  Ist  der  einfallende 

Strahl  parallel  der  Hypotenase,  so 

tritt    ans    dem    Prisma    ein   Strahl 

senkrecht  auf  die  Hypotennse  ans. 


12.   Ueber  die  Genauigkeit  der  Winkelabsteckimgeii. 


Frage  138.  Wie  gross  ist  die  G-e- 
nauigkeit  der  einzelnen  Winkelinstm- 
mente? 


ErU.  85.    In  Being  aaf  die  Anwendung 
ist  za  bemerken,   dase  das  Frismeukreaz  dem 

Winkelspiege!  schon  deswegen  voriuiiehen  ist, 
weil  es  dem  Ange  die  Hesslinie  zu  gleicher 
Zeit  sowohl  aufwärts  als  ahwärts  zeigt.  Ein 
Nachteil  ist,  dass  beide  Instrumente  nnr  fDi 
die  Ebene  berechnet  sind.  Ein  weiterer  Nach- 
teil der  Instramente  liegt  darin,  dass  der  an- 
visierte Gegenstand  nnd  die  Visnr  in  verschie- 
denen Entfernungen  liegen.  Ist  das  Änge  auf 
den  Gegenstand  akkomodiert,  so  sieht  es  die 
Tisnr  nicht  deutlich  und  nmgekehn. 


Antwort  Nach  Jordan  ist  der  mittlere 
Zielfehler  bei  einer  Kreuz  scheibe  =  4*^' 
Dieselbe  drSsse  ist  wohl  auch  für  das  Winkel- 
kreuz nnd  die  Winkeltrommel  gültig.  lo- 
deaseu  kann  diese  Orüsse  bis  -\-'b'  Steiges, 
insbesondere  an  Abhängen  nnd  bei  schlechter 
Beleuchtung.  Dieselbe  Grösse  gilt  anch  für 
die  Prismen.  Es  Ist  aber  ratsam,  den  mitt- 
leren Visnrfehler  F&i  jedes  Instrument  itt 
bestimmen,  denn  die  individuelle  Verschieden- 
heit ist  gar  zn  gross,  sowohl  dw  Beobachter 
als  auch  der  Instrumente.  Im  allgemeinen 
kann  man  sagen,  doss  der  Zielfehler  bei 
einem  prismenlosen  Instrumente  bei  20  m  und 
bei  einem  Priameninstmmente  bei  30  m  ohse 
Belang  ist,  vorausgesetzt,  dass  das  Instrument 
selbst  fehlerfrei  ist.  Und  dieses  sind  auch 
die  Grenzen,  die  beim  Gebranch  einzuhalten 
sind. 
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Frage  139.   Was  bedeutet  das:  der 
mittlere  Zielfehler  betraf  2\ 


Figur  132. 


xi 


Antwort.  Der  Ausdruck,  der  mittlere 
Zielfehler  beträgt  2\  bedeutet  soviel,  dass 
imierhalb  eines  Oesichtwinkels  von  2'  der 
gesuchte  Punkt  liegen  kann  (vergl.  Fig.  132). 

Sei  w  allgemein  der  mittlere  Zielfehler, 
so  ist  der  mögliche  Fehler  in  der  Entfer- 
nung /  gleich: 

0?  =  2  i  sm  "ö" 
oder  da  w  sehr  klein,  so  dass: 


3438' 


Erkl*  S6.  Man  beachte,  dass  diese  Angaben 
für  einen  schon  etwas  eingeübten  Yermesser 
gelten,  der  Anfänger  wird  in  der  Regel  Fehler 
machen,  die  die  angegebenen  Grensen  beträcht- 
lich überschreiten. 


sin  IC  =  tc'  sin  V  := 
gesetzt  werden  kann,  auch: 

*"  3438' 
für  Z  =  50  m,  ir  =  2'  folgt: 
X  =  0,03  m  =  3  cm 

Aus  diesem  Grunde  gestatten  die  Eataster- 
messungsanweisungen  nur  Ordinaten  von  etwa 
20—40  m  Länge. 


IV.   Die  Lehre  von  der  Aufnahme  im  allgemeinen. 

(Ausschliesslich:  die  Koordinatenaufhahme,  von  welcher  der  11.  Teil  handelt.) 

1.  Ueber  die  Anftragimg  der  Winkel. 

Frage  140.    Welche  Methoden  hat 
man,  um  einen  Winkel,  der  auf  dein 

Felde  gemessen  wurde,  auf  das  Papier       Antwort,    um  einen  gemessenen  Winkel 
autzntragen  f  ■  auf  das  Papier  aufzutragen  hedient  man  sich 

einer  von  den  nachstehenden  Methode: 
I.  der  Dreiecksmethode, 
II.  der  Sinus-Tangentenmethode, 
III.  der  Transporteurmethode. 


Frage  141.  Worin  besteht  die  Drei- 
ecksmethode? 

Figur  133. 


Antwort  Die  Dreiecksmethode  besteht 
auf  dem  Prinzip,  dass  ein  Dreieck  vollkommen 
bestimmt  ist,  sobald  man  seine  drei  Seiten 
kennt. 

Der  Winkel  wird  auf  dem  Felde  dadurch 
aufgenommen,  dass  man  ihn  zu  einem  Drei- 
eckswinkel macht  Zu  diesem  Zwecke  wählt 
man  auf  seinen  Schenkeln  (ÖP,  OP*  in  der 
Figur  138)  beliebige  Punkte,  etwa  20—40  m 
vom  Scheitelpunkte  entfernt  und  misst  ihre 
Entfernung  vom  Scheitelpunkte  und  von  ein- 
ander (a,  b,  c).  Aus  den  drei  Seiten  lässt 
sich. sowohl  der  Whikel  berechnen,  als  auch 
auf  das  Papier  auftragen. 
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Da  es  vollkominen  wiUkörlich  ist,  wie 
lang  a  und  c  genommen  werden,  so  empfiehlt 
es  sich: 

a  =  c  =  10,  20,  30,  • . .  m 

zu  nehmen.  Wird  h  gemessen,  so  kann  dann 
der  Winkel  a  nnmittelbar  einer  Tafel  ent- 
nommen werden.  Wir  teilen  eine  solche 
Tafel  bis  90®  für  a  =  c  =  10  m  mit. 


m 

Diff. 

a--  1« 

Ä  =  0-175 

2 

0 

-349 

174 

3 

0 

524 

175 

4 

0 

698 

174 

5 

0 

892 

174 

6 

047 

175 

7 

221 

174 

8 

395 

174 

9 

569 

174 

10 

743 

174 

11« 

1 

917 

12 

2 

•091 

174 

13 

2 

■264 

173 

14 

2 

437 

173 

15 

2 

611 

174 

16 

2 

•783 

172 

17 

2 

956 

173 

18 

3 

129 

173 

19 

3 

•301 

172 

20 

3 

473 

172 

2P 

3 

645 

22 

3 

•816 

171 

23 

3 

•987 

171 

24 

4 

•158 

171 

25 

4 

-329 

171 

26 

4 

-499 

170 

27 

4 

•669 

170 

28 

4 

•838 

169 

29 

5 

•008 

170 

30 

5 

•176 

168 

%V^ 

5 

345 

32 

5 

512 

167 

33 

5 

•680 

168 

34 

5 

■847 

167 

35 

6 

•014 

167 

36 

6 

•180 

166 

37 

6 

346 

166 

38 

6' 

511 

165 

39 

6 

676 

165 

40 

6 

840 

164 

4P 

7- 

004 

42 

7. 

167 

163 

43 

7- 

338 

163 

44 

7- 

-492 

162 

45 

7- 

•654 

162 

Diff.  174 

Diff.  för     1'  =  0-003 
„      „     10'  =  0-029 


Diff  173 

Diff.  für    l'  =  0  003 
„      „    10' =  0-029 


Diff.  170 

Diff.  für    1'  =  0-003 
„      ,.    10' =0-028 


Diff.  166 

Diff.  för    1'  =  0003 
„      ^    10' =  0-028 


Diff.  160 

Diff.  fiir     l'  =  0003 
r  '   T.     10'  =  0027 


üeber  die  Anftra^fong  der  Winkel. 


111 


m 

DIff. 

46 

7-815 

161 

47 

7. 975 

160 

48 

8. 135 

160 

49 

8-294 

159 

50 

8-452 

158 

51^ 

8-610 

52 

8-767 

157 

53 

8-924 

157 

54 

9-080 

156 

55 

9-235 

155 

56 

9-389 

154 

57 

9-543 

154 

58 

9-696 

153 

59 

9-848 

152 

60 

10-000 

152 

61^ 

10-151 

62 

10-301 

150 

63 

10-450 

149 

64 

10-598 

148 

65 

10-746 

148 

66 

10-893 

147 

67 

11-039 

146 

68 

11-184 

145 

69 

11-328 

144 

70 

11-472 

143 

710 

11-614 

72 

11- 755 

141 

73 

11-896 

141 

74 

12- 036 

140 

75 

12-175 

139 

76 

12-313 

138 

77 

12-450 

137 

78 

12-586 

136 

79 

12-722 

136 

80 

12-856 

134 

81« 

12-989 

82 

13121 

132 

83 

13 • 252 

131 

84 

13-383 

131 

85 

13-512 

129 

86 

13-640 

128 

87 

13-767 

127 

88 

18- 893 

126 

89 

14018 

125 

90 

14- 142 

124 

Piff.  155 

Diff.  für     l'  =  0003 
„      „     10' =  0  026 


Diif.  150 

Diff.  für    1'  =  0-003 

„  „    10' =  0025 

Diff.  145 

Diff.  für     1'  =  0-002 

„  „    10' =  0024 

Diff.  140 

Diff.  für    1'  =  0-002 

„  ^    10' =  0023 

Diff.  135 


Diff.  für     1'  =  0-002 
^      „    10' =  0022 

Diff.  130 


Diff.  für    1'  =  0-002 
„      „    10' =  0-022 


Diff.  125 
Diff.  für     1' 

r        n      10' 


0-002 
0-021 


Aufgabe  34.  Man  hat  einen  Winkel 
am  Felde  aufzunehmen.  Nachdem  man 
die  im  Abstände  von  10  m  vom  Scheitel 
befindlichen  Schenkelpunkte  festgelegt 
hat,  wurde  ihr  Abstand  zu: 


9-43  m 


Anflöflung.    Wir  finden  in  der  Tafel  bei: 

560...  9-389 
670...  9.543 


Diff.  154 
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gemessen.    Wie  gross  ist  der  Winkel?       Die  Bechniing  stellt  sich  wie  folgt: 
Mit  welcher  Genauigkeit  ist  derselbe  be-  9-43 

stimmt,  vorausgesetzt,  dass  die  Längen-  ^'^^ 

messung  auf  1  cm  genau  ist?  v  .  ,rir  . .  ^.. 

^  bei  156  iBt  für: 


0.041 


also: 


1'  =  0.003 
10'  =  0.026 

0041 
—  0.026...  10' 


15  ...  6' 

SO  dass  wir  für  den  Winkel  haben  : 

560 16' 

Da    1'    0  003  m    entsprechen,    so   ent- 
sprechen: 

0*010  m 

naheza  3'i  also  bis  auf  3'  genau  dürfte  die 
Messung  sein. 

Diese  Genauigkeit  ist  aber  für  sehr  viele 
Zwecke  vollkommen  ausreichend. 


Frage   142,      Worin    besteht 
Sinustangentenmethode? 

Fignr  134. 


die 


Bemerknngr«  Die  Tafehi  geben  die  Tan- 
genten für  den  Badins  1,  man  hat  also  im 
FaUe  ÄB  =  100  mm: 

'  B  C7  =  100  X  tg  in  Millimetern. 

Figur  134a. 


Antwort.  Wurde  ein  Winkel  mit  einem 
Theodolit  gemessen,  so  wird  er,  falls  eme 
grössere  Genauigkeit  verlangt  wird,  mittels 
seines  Sinns  oder  der  Tangente  an^  Papier 
gebracht. 

Man  verfährt  hiebei  wie  folgt:  Man 
zeichnet  eine  Strecke  AB  und  errichtet  im 
Punkt  B  eine  Senkrechte  BC^  auf  welche 
die  Tangente  aufgetragen  wird.  Verbindet 
man  sodann  den  Endpunkt  der  Tangente 
(C  in  der  Figur  134)  mit  dem  Scheitelpunkt, 
60  ist: 

<^CÄB=a 

und 

BC=  ÄBtga 

oder  wenn  AB  =  1  gesetzt  wird: 

BC  =  tga 

SoU  statt  der  Tangente  der  Sinus  an- 
genommen werden,  was  dami  von  Vorteil 
ist,  wenn  die  Tangente  zu  gross  wird,  dann 
errichte  man  über  der  Einheitsstrecke  AB 
einen  Halbkreis  und  nehme  (vgl.  Fig.  134a): 
AC  =  AB-sina 

in  die  Zirkelöffhung,  wodurch  man  den  Punkt 
C  bekommt.    Dann  ist: 

Man  kann  aber  auch  da  mit  Vorteil  die 
Tangentenmethode  anwenden,  indem  man 
nicht  den  Winkel  a,  sondern: 

Y  °^^^  T 

je  nachdem  a  nahe  an  90^  oder  180^  ist, 
aufträgt,  und  diesen  dann  in  bekannter  Art 
verdoppelt  resp.  verdreifacht  (vgl.  Fig.  134b). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Itann 
durch  iede  Buchhandluna  bezoaen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


•  ^r^ 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Get^anitgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik^  math.  Geographie,  ABtronomie,  des  Maschinen-i  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiten  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antfvorten  etc.,  ao  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angCTrandten  Mathematik  ^  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  «Hauptbestandteil  des  mathematisch-natiirwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschulen  I«  und  II*  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgersehulen,  Privatschulen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer* Seminaren 9  Polytechniken ,  Techniken |  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnleu, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  filr  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfnugen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Uebo 
und  Verständnis  ftlr  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berufs- 
zweigen vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflfen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägshandluiig« 


Ueber  die  Anftragung  der  Winkel. 
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ErU.  87.    MftD  hat: 


Soll  ein  sehr  flacher  Winlcel  von  einem 
F&pierblatt  auf  das  andere  iibertragea  werden 
(vergl.  Fignr  134c),  dann  ziehe  man  dnrch 
dessen  Scheitel  einen  beliebigen  Strahl  (nahe 
der  Mitte  des  Winkels)  nnd  trage  die  beiden 
80  gebildeten  Winkel  anf: 
«  =  ".  +  «» 

Figur  134c. 


Frage   143.      Worin    besteht    die 
Transportenrmethode? 


Antwort.  Die  Winkelaoftragong  kann 
auch  mit  HÜfe  des  Transporteurs  geschehen, 
dessen  Gebrauch  hier  wohl  nicht  anseinander- 
geBetzt  za  werden  braucht.  Indessen  ist 
diese  Methode,  ausser  wenn  man  genaue 
Transporteure  benützt,  nicht  so  genan  wie 
die  früher  angegebenen. 


Frage   144.      Welche    mechanische 
Mitt«l  dienen  zur  Winkelaufzeichnung? 
Figur  13&. 


Antwort.  Znr  Winkelanfzeichnung  dienen 
die  bekannten  Transporteure.  Wir  bringen 
die  bildliche  Darstellung  eines  filr  geodätische 
Zwecke  konstruierten  Traneportenrs  von 
F.  W.  Breithanpt  nnd  Sohn  in  Cassel  (siehe 
Figur  136). 

Eine  Modifikation  des  Transporteurs  ist 
der  Distanztraasportenr  von  Dr.  0  Decher, 
ausgefBhrt  von  der  Firma  Ertel  und  Sohn 
in  Miinclien.  Mit  dem  Transporteur  ist  bei 
dieser  Modifikation  auch  ein  Lineal  verbunden, 
so  dass  man  direkt  die  Polarkoordinaten  eines 
Punktes  auftragen  kann  (vergl.  Figar  136). 

Der  Gebrauch  eines  Transporteurs  znr 
Messung  eines  Winkels  ist  anschaulich  in 
der  Figar  18,  Seite  29,  dargestellt.  Man 
bringt  den  einen  Schenkel  des  Winkels  mit 
der  Nullrichtung  des  Transporteurs  zur 
Deckung,  so  dass  die  Spitze  des  Winkels 
mit  dem  Mittelpunkt  des  Transporteurs  sich 
deckt  Der  andere  Schenkel  gibt  sodann 
eine  Ablesung  am  Transporteur,  welche  die 
WinkelgTösse  liefert. 


kikk,  Tennes»tuiK«kiiiide. 


Vennessungskande. 
Fignr  136. 


2.    Von  der  Aufnahme. 

Anmerkong  6.  Im  Dachstehendeo  behaDdeb  wir  die  AnfDahme  bloss  dem  Prinzipe  nach. 
Die  eigentliche  EoordinatenaafDahme  wird  im  IL  Teile  dieses  Werkes  aasfObrlich 
vorgetrageD,  sowohl  vom  theoretischen  als  anch  vom  praktischen  Standpankte  aus. 

Frage  145.   Was  versteht  man  nnter 
der  Aufnahme?  Antwort     Unter  der  Aufnahme  ver- 

steht man  alle  Verriohtan^n,  darch  welche 
gerade  nnd  knunme  Linien,  welche  die  Be- 

BJ..Icl,n„g  d.rch  g.eig..te   Hil5aiBel   »a  f«°'"/  ''t',i"j"'"''  .'IJ™'   S'"',«^' 
m  der  elg.ltli.hea  Aofi.hine,  d.  h.  dl.  Vet-    ™   »■'•'    "''''   JarSMlsUt   wurden    (vergL 
meBBOng    desselben    mittels    HeBsiuBtmmenten.    '^'^'"-  88). 
Pie  An&iahme  geschieht  teils  durch  nnitiittel- 
bare ,  teils  dnrch  mittelbare  He<iaiuieen  aad  es 
sind  daher  tn  ihr  anch  die  znr  Festlegnog  ge- 
hörigen geometrischen  Konstruktionen  und  Rech- 
nungen zu  rechnen. 


Frage   146.      Welche    Arten    der 
Aufnahme  hat  man  zu  unterscheiden? 


Antwort.  Uan  hat  je  nach  dem  Oenanlg- 
keitsgrade  zwei  Arten  der  Anüiahme  za  anter- 
scheiden.  Die  genaue  nnd  die  flüchtige 
Aufnahme. 


Frage  147.  Was  vei-steht  man  unter 
einer  flüchtigen  Äuftiahme? 

Erkl.  SP.  Die  flüclitigen  Aufnahmen  ge- 
schehen gewöhnlich  durch  das  .\bschreiten 
und  mit  Hilfe  der  Bussole,  wobei  die  Längen 
nach  Schritten  gemessen  werden.  Dabei  iat 
die  Schrittlttnge  etwa  gleich  80  cm  zn  nebmen, 
oder  noch  besser  durch  einige  einfach  anzu- 
stellende Versuche  n  bestimmen.  Die  Genauig- 
keit ist  etwa  gleich  5  »/o. 


Antwort.  Unter  einer  flüchtigen  Anf- 
nahme  versteht  man  eine  solche,  die  unter 
Anwendung  der  allerein fkchsten  Hilfsmittel 
geschieht  und  bloss  zur  Orientierung  dient. 

Solche  flüchtige  Anftaahmen  sind  insbe- 
sondere bei  der  Erforschung  noch  unbe- 
kannter Länder  von  grosser  Wichtigkeit. 
In  der  praktischen  Mesaknnst  werden  sie 
jedoch  selten  verwendet     Vergl  Anleltnng 


Von  der  Aa&ahme. 
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zu  wissenschaftl.  Beobachtungen  auf  Reisen, 
heransgeg.  von  G.  Neameyer,  Berlin  1888, 
p.  41—117,  n.  Aufl.  (vergl.  ErkL  89). 


Frage  148.  Was  versteht  man  unter 
einer  genauen  Aufnahme  ?  Antwort.   Unter  einer  genauen  Aufiiahme 

wird  jene  verstanden,  welche  das  aufzu- 
nehmende Objekt  auf  Grund  genauer  Mes- 
sungen darstellt. 

Frage  149.   Welche  Arten  der  Auf- 
nahme unterscheidet  man?  Antwort.    Man  unterscheidet  dem  Prin- 

zipe  nach  (vergl.  Erkl.  90) : 
1)  die  Seitenaufnahme, 

Erkl.  »0.    Wenn  von  Prinzip  die  Rede  ist,  2)  die  Koordinatenaufiaahme, 

80  handelt  es  sich  um  die  „Art  und  Weise^  8)  die  Winkelaufhahme, 

derAuftiahme.    Die  Ausffthrung  realisiert  diese         ^^^   ,.    a«..««^«,««.  «.tK^f^-«*    «/v  ««♦a,. 
Art  und  Weise".  *®  ^®  Ausiunrung  anbetnnt,  so  untw- 

^'  '  scheidet  man: 

1)  die  Messhandaufhahmen, 

2)  die  Messtischaufnahmen, 

3)  die  Theodolitaufhahmen. 


a)  Die  Seitenaufnahme. 


Frage  150,   Was  versteht  man  unter 
der  Seitenaufnahme? 

Figur  137. 


Bemerkung.  Da  mit  der  Seitenaufiiahme 
sogleich  die  Messbandauf oahme  erklärt  ist,  so 
beschäftigen  wir  uns  mit  der  letzteren  nicht 
mehr. 


Antwort.  Unter  der  Seitenauftiahme  ver- 
steht man  diejenige  Aufnahme,  bei  welcher 
das  aufzunehmende  Objekt  durch  Dreiecks« 
Systeme  festgelegt  wird.  Bei  allen  Dreiecken 
werden  sämüiche  Seiten  gemessen. 

Seien  ^^6^  die  aufzunehmenden  Punkte, 
dann  wählt  man  sich  eine  Orientierungs- 
basis MN  und  misst  die  Seiten  MN,  MA, 
AN,  NB,  AB,  NC,  BC  und  zur  Veraiche- 
rnng  auch  BM. 

Die  Messbandaufnahme  bietet  vortreffliche 
Dienste  insbesondere  bei  Aufnahmen  von  Höfen 
und  als  EontroUe  anderer  Aufnahmen.  Sie 
ist  genauer  als  die  Messtischaufnahme  und 
fast  so  genau  wie  die  Theodolitaufhahme, 
erfordert  aber  ziemUch  viel  Aufwand  an  Zeit 
(vergL  Figur  137). 


b)  Die  Koordinatenaufnahme. 

Frage  151.   Was  versteht  man  unter  ^ 

der  Koordinatenaufnahme?  Antwort.  Unter  der  Koordinatenaufnahme 

versteht  man  diejenige  Aufnahme,  welche  mit 
Hilfe  eines  90  Grad  angebenden  Instrumentes 
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Vennessongsknnde. 


Bemerkniig.  Wir  begnügen  nns  neben- 
stehend mit  dem  Prinzip  der  Eoordinatenanf- 
nahme,  da  dieselbe  in  jenem  Kapitel  dieses 
Werkes,  welches  über  Katastralanfiiahmen  han- 
delt, mit  aller  Ansführlichkeit  dargelegt  wird. 


Bemerkung«  Die  Vermessnngsanweisung 
VIII,  §  81  bestimmt  bezüglich  der  Ordinaten 
folgendes: 

1)  Rechtwinklige  Abstände  sind,  wenn  ihre 
Länge  über  10  m  hinausgeht,  mit  Hilfe  eines 
zur  Absteckung  rechter  Winkel  dienenden  In- 
struments zu  bestimmen. 

Wenn  dieselben  aber  zur  Bestimmung  der 
Lage  von  Grenzsteinen,  Parzellenecken,  Ge- 
bäudeecken oder  sonstigen  scharf  markierten 
Punkten  gemessen  werden,  so  muss  dieses 
schon  bei  einer  Länge  von  mehr  als  5  m  ge- 
schehen. 

2)  Beträgt  die  Länge  der  Ordinate  mehr 
als  40  m,  so  ist  die  Richtigkeit  derselben  zu- 
gleich durch  eine  Hypotenusenmessnng  oder  in 
sonst  geeigneter  Weise  zu  prüfen. 


auf  Grund  des  Prinzips  rechtwinkliger  Koordi- 
naten gemacht  wird. 

Man  verfährt  hiebe!  wie  folgt  Man  wählt 
sich  eine  Basis  {AB,  vergL  Figur  140)  und 
spannt  längs  derselben  eine  Schnur,  so  dass 
dieselbe  die  Basis  deckt.  Hierauf  sucht  man 
mit  Hilfe  des  90  Grad  angebenden  Instra- 
mentes  jenen  Punkt  (D)  auf  der  Basis,  der 
die  Projektion  des  aufzunehmenden  Punktes  (C) 
bestimmt.    Dann  ist  AD ±_DC, 

Werden  nun  die  Strecken  AD  und  DC 
gemessen,  so  ist  hiermit  der  Punkt  C  fest^ 
gestellt 

(In  der  Figur  138  ist  AD  =  43-46  m, 
CD  =  34- 12  m.) 

Figur  138. 
C 


n 


D 


Frage  162.   Wie  wird  eine  Koordi- 
natenaofnahme  zu  Papier  gebracht? 


Bemerkung,  Die  Vermessungsanweisung 
VIII  bestimmt  (§  89)  bezüglich  der  Feldbücher 
folgendes: 

1)  Zu  dem  Feldbuch  ist  gutes  und  starkes 
weisses  Papier  in  gewöhnlichem  Aktenformat 
(33/21)  zu  verwenden,  und  es  darf  stets  nur 
eine  Seite  des  Blattes  beschrieben  werden. 

2)  Das  Feldbuch  ist  in  Tinte  (Eisengallus- 
tinte» Anilin-  und  Alizarintiaten  sind  unter- 
sagt, Anweisung  X,  §  22)  und  so  deutlich  zu 
führen,  dass  danach  die  StÜckvermessnngsrisse 
auch  durch  jeden  andern  Sachverständigen  an- 
gefertigt werden  können. 

(Wenn  die  Führung  des  Feldbuchs  in  Tinte 
nach  den  Witterungsverhältnissen  nicht  möglich 
ist,  so  sind  ausnahmsweise  harte  Bleistifte  ge- 
stattet.) 

3)  Das  Feldbuch  ist  zu  heften  und  zu  pa- 
ginieren. 

4)  Die  Führung  loser  Blätter  neben  dem 
Feldbuch  ist  nicht  gestattet. 


Antwort.  Um  eine  Eoordinatenaofnabme 
zu  Papier  zu  bringen,  macht  man  schon  auf 
dem  Feld  einen  sogenannten  „Handriss", 
indem  man  nach  dem  Augenmass  ein  Bild  der 
fortschreitenden  Messung  anfertigt  und  die 
gemessenen  Grössen  in  Zahlen  jeder  Strecke 
einschreibt  (yergl.  Figur  139). 


Figur  139. 
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Frage  153.    Welche  Eigenschaften 
mnss  ein  Handriss  haben? 


Antwort.    Ein  Handriss  soll: 

I.  deutlich, 

IL  kon'ekt, 

III.  80  abgefasst  sein,  dass  er  einem  jeden 
andern  Sachverständigen  ohne  weitere  Anf- 
klämngen  verständlich  wird. 


Frage  164.  Wie  wird  irgend  eine 
krumme  Linie  durch  Koordinaten  auf- 
genommen? 

Fignr  140. 


®    ® 


Bemerkviip.  lieber  die  Schreibweise  der 
Handrisse  bestehen  folgende  Vorschriften  (An- 
weisung VIII,  §§  89  und  90)  für  Prenssen: 
Die  Abscissenzahlen  kommen  an  den  Fnsspnnkt 
der  Ordinate  nndzwar  anf  die  Seite,  anf  welcher 
die  Ordinate  nicht  liegt.  Die  Ordinatenzahlen 
8tehen  parallel  der  Ordinate  am  Ende. 

In  Württemberg  schreibt  man  die  Länge 
der  Ordinate  senkrecht  zu  ihr,  die  Abscissen 
wie  in  Prenssen. 

In  0  est  erreich  (Instruktion  vom  Jahr  1887, 
§  37)  sind  die  Masssahlen  senkrecht  gegen  die 
Messungslinie  und  zwar  so  nahe  als  möglich 
zum  betreffenden  Messungspunkt  zu  schreiben. 

Wurde  ein  Riss  zweimal  gemessen,  so  sind 
die  Besoltate  untereinander  zu  schreiben  und 
mit  einer  Klammer  (  zu  verbinden.  Die  Mass- 
zahlen, welche  die  Längen  einzelner  Linien, 
beispielsweise  der  Gebäude,  sowie  Eopfteile 
der  ParaUelen  betreffen,  sind  parallel  zur  ge- 
messenen Linie  zu  schreiben. 


Antwort  Um  irgend  eine  krumme  Linie 
aufzunehmen,  bezieht  man  dieselbe  auf  irgend 
eine  Basis  AB.  Zu  diesem  Zweck  steckt 
man  die  Basis  ^^  ab,  spannt  längs  ihrer 
Länge  die  Schnur.  Hierauf  wird  die  krumme 
Linie  abgepflockt.  Sodann  stellt  sich  der 
Gehilfe  mit  der  Backe  der  Reihe  nach  auf 
die  Punkte  und  der  Landmesser  bestimmt 
mit  einem  Prisma  oder  Winkelfemrohr  die 
Fnsspunkte,  die  der  zweite  Gehilfe  sofort 
bezeichnet  und  numeriert  (vergl.  Fignr  142). 

Hierauf  erfolgt  die  Abmessung  der  ab- 
gepflockten Punkte,  die  im  Handriss  in  ge- 
eigneter Weise  vermerkt  wird.  Die  Ver- 
merkung soll  so  gemacht  werden,  dass  sie 
jedem  andern  Landmesser  ohne  irgend  welche 
Erklärungen  sofort  unzweifelhaft  verständlich 
wird.  Sind  irgend  welche  Erklärungen  nötig, 
so  sollen  sie  sogleich  bei  der  Messung  ein- 
getragen werden. 

Man  unterlasse  es  nie,  Eontrollmessungen 
zu  machen.  Dieselben  erfordern  keinen  grossen 
Zeitaufwand  und  können  nachher  bei  der  Kon- 
statierung irgend  eines  Versehens  sehr  wert- 
voll werden. 

Die  Kontrolllinien  sind  als  Strichlinien  zu 
bezeichnen  [vgl  Figur  140;  Kontrolllinie  (4) 
zum  Fusspunkt  (2),  (6)  zum  Fnsspnnkt  (4)]. 

üeber  Kontrollmessungen  vgl.  „Zeitschrift 
für  Vermessungskunde^,  z.B.  Jahrgang  1881, 
pag.  243—247,  wo  Th.  Müller  verschiedene 
Probemessungen  mitteilt. 

Man  kann  auch  zur  Probe  die  Entfernungen 
(1)  (2),  (2)  (3)  •  •  •  messen,  welche  sich  anderer- 
seits auch  aus  den  Koordinaten  ableiten  lassen. 


c)  Die  Winkelaufnahme. 

Frage  156.  Was  versteht  man  unter 
der  Winkelaufnahme? 


Antwort  Unterder Winkelaufnahme 
versteht  man  jene  An&ahme,  bei  welcher 
die  aufzunehmenden  Punkte  auf  Grund  einer 
oder  mehrerer  Basisstrecken  durch  Winkelmes- 
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sun^n  festgelegt  werden.   Je  nach  der  Be- 
stimmaDgsart  des  Dreiecks  wird  onterscliiedeii: 
1.  das  Yorwärtsabschneiden, 
II.  das  Rückwftrtsabschneiden, 
III.  das  Seitwärtsabschneiden. 


Frage  156.  Was  versteht  man  unter 
dem  Vorwärtsabschneiden? 


Antwort,  unter  dem  Vorwärtsabschnei- 
den versteht  man  die  Aofiiahme  eines  Drei- 
ecks ans  einer  Seite  and  den  zwei  anliegen- 
den Winkeln.  Soll  ein  Punkt  (c,  vgl.  Fig.  141) 
dnrch  das  VorwSrtsabschneiden  anfgenommen 
werden,  so  wird  eine  Basis  (AB)  gemessen; 
sodann  stellt  man  sich  in  den  beiden  End- 
punkten derselben  auf  nnd  misst  mit  dem 
Theodolit  die  Winkel  zwischen  dem  Punkt  (c) 
und  der  Basis.  Sei  c  die  Basis,  a  und  ß  die 
Winkel,  so  wird: 

csin^ 


h  = 


a  = 


sin  («  -|-  ß) 

csinft 
sin  («  +  fl) 


Frage  157.  Was  versteht  man  nnter 
dem  Rückwärtsabschneiden? 


Antwort.  Unter  dem  Rückwärts- 
abschneiden versteht  man  die  Aufnahme 
eines  Dreiecks  aus  einer  Seite,  einem  an* 
liegenden  nnd  einem  gegentlberüegenden 
Winkel.  Hier  muss  man  beachten,  die  Basis 
grösser  zu  nehmen  als  die  zu  bestimmenden 
Dreiecksseiten,  um  der  Zweideutigkeit  bei 
der  Dreiecksbestimmung  zu  entgehen.  Sind 
(vergl.  Figur  141)  c,  a,  y  gegeben,  so  wird: 

h  =  —. —  sin  («  +  y) 


a  = 


siny 

c 
siny 


sm« 


Frage  158.  Was  versteht  man  unter 
Seitwärtsabschneiden? 

£rU.  91«    Es  ist: 

sin/S  __  sin  (ISO®  —  a  —  y)  _   sin  (a  -f-  y) 
siny  ainy  siny 

—  sin  g  cos  y  -f-  cos  c  siny 

~~  siny 

=  am  «  ctg  y  4"  cos«  =  -r- 


demnaeb : 


und  da: 


ctgy  = 
1 


c  —  b  cos  « 


&sina 


ctgy 


=  tgy  = 


&  sin  IC 


Antwort.  Unter  Seitwärtsabschnei- 
den versteht  man  die  Aufnahme  eines  Drei- 
ecks aus  zwei  Seiten  und  dem  emgeschlos* 
senen  Winkel.  Sind  b  und  c  die  gemessenen 
Seiten,  sowie  a  der  Winkel  (vgl.  Figur  142), 
so  haben  wir: 

a»  =  c2  -f  6«  —  25c  cos« 
Besser  aber  rechnet  man  so.    Es  ist: 
I  .  .  .  ß  +  y  =  1800—« 

sin^  e 

siny         b 
also  (vergl.  Erkl.  91): 


c  —  b  cos  « 


II  .  .  .  tgy  = 


dsin« 
—  6  cos« 


Aufgaben  über  Anäiahmen. 
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Figur  142. 


Bemerkung.  Üeber  den  Einflnss  der  Fehler 
in  den  Winkeln  nnd  der  Basis  auf  das  Resultat 
Tergleiche  das  Kapitel  „Die  Feblerrechnung''. 


Sodann  ist: 
III  .  . 


a  = 


sm  a  = 


sina 


sm  ß  sm  y 

Recht  bequem  sind  auch  die  nachstehen- 
den Formeln: 

tg-ö-tf--y)=  ^  .  .  tg« 


2 


6  +  c 
ß  +  y=  1800  —  a 
sina 


a=h 


sma 


smß  smy 

Alle  drei  Aufnahmen,  wenn  sie  mit  dem 
Theodolit  gemacht  werden,  sind  sehr  genau 
und  eignen  sich  besonders  zur  Aufnahme 
fernliegender  Punkte. 


3.  Aufgaben  über  Aufnahmen. 

Aufgabe  35.  Es  soll  ein  Polygon 
ohne  Winkelinstrumente,  bloss  mit  dem 
Messbande  aufgenommen  werden. 


Auflösung.  Man  messe  alle  Seiten  und 
bestimme  die  Winkel  wie  in  der  Frage  141. 
Das  Prinzip  wird  durch  die  Figur  145  ver- 
anschaulicht. Beim  Punkt  Ä  wurde  das 
Dreiecksprinzip  angewendet,  beim  Punkt  B 
die  Winkelteilung.  Es  kann  aber  geschehen, 
dass  das  Polygon  innen  unzugänglich  ist. 
Dann  kann  man  verfahren  wie  folgt  (vergl. 
Fig.  143).  Man  wähle  sich  einen  Punkt  a,  so- 
dann bestimme  man  einen  Punkt  b^  so  dass  a, 
Bf  b  in  einer  Geraden  liegen,  femer  einen 
Punkt  c,  so  dass  2»,  C,  c  in  einer  Geraden 
liegen,  und  endlich  den  Punkt  d,  so  dass  a, 
Ay  d  in  einer  Geraden  liegen.  Werden  hierauf 
die  Strecken  aÄ,  aB,  AB,  Bb,  BC,  bc^  Cc, 
CD,  cD,  ED,  EF,  FD,  Fd,  AF,  dA  ge- 
messen, so  lässt  sich  das  Polygon  leicht  be- 
rechnen und  konstruieren.  Bechnet  man  z.  B. 
aus  den  Dreiecken  aAB,  bBC  Axt  Winkel  a 
und  ß  (vergl.  Figur  146),  so  wird  der  Winkel 
bei  B: 

J5  =  180  —  (a  +  ß)  U.  8.  w. 

Die  Rechnungsformel  für  a  ist: 
aB-\-aA'\'AB=z2S 

"^  V         S{S—aA) 

Analog  wird  för  Bb  +  bC-l-BC  =  2S': 


Bb)(S'  —  BC) 


S'iS'  —  bC) 

Man  wird  aber  solche  Aufnahmen  wohl 
nur  aus  Not  machen,  dort  nämlich,  wo  kein 
Winkelinstrument  zur  Hand   ist    und   man 
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Figur  144. 


a 


über  die  nötige  Zeit  verfügt  Wir  haben 
diese  Art  der  Aufnahme  nur  der  Voll- 
ständigkeit wegen  angeführt. 


Anfgabe  36.  Es  soll  ein  Fluss  auf- 
genommen werden ;  ausser  dem  Messband 
besitzt  man  nur  ein  Winkelinstrument 
für  46^  und  90^  (vergl.  Figur  145). 


Figur  145. 


-.    -/^)1?^*  'V^* 


Auflösung.  Man  ziehe  sich  eine  Auf- 
nahmsbasis Mü,  Um  nun  auf  irgend  räier 
SteUe  B  die  beiden  Ordinaten  JSC  und  DC 
zu  erhalten,  messe  man  BC  direkt  und  be- 
zeichne den  Punkt  2)  jenseits  des  Ufers. 
Sodann  gehe  man  mit  dem  Instrument  für 
45^  auf  ifiV  80  lange,  bis  der  Punkt  Z> 
zugleich  mit  B  in  die  Yisur  kommt  Dann 
ist  ABB  ein  rechtwinkliges  und  gleich- 
schenkliges Dreieck,  also: 

BD  =  AB 

Nun  kann  aber  AB  direkt  gemessen  wer- 
den, also  ist  auch  BD  bekannt.    Dasselbe 
Verfahren  kann  an  beliebigen  Punkten  wieder- 
^   holt  werden. 


Aufgabe  37.  Man  soll  irgend  ein 
grösseres  Objekt  aufnehmen  (vergleiche 
Figur  146). 

Bemerkung.  £s  kann  geschehen,  dass  sich 
Punkte  vorfinden  (z.  B.  ^,  ft  P  in  der  Figur  146), 
die  sich  auf  diese  Art  nicht  feststellen  lassen. 

Dann  kann  man  sich  auf  folgende  Art  aus- 
helfen. Man  steckt  die  Gerade  (£'L)  ab,  auf 
welche  die  Punkte  bezogen  werden  können. 
Der  Winkel,  den  diese  Gerade  mit  der  Poljgon- 
seite  ausmacht  (GKS),  kann  entweder  mit 
einem  Theodolit  oder  auch  dadurch  bestimmt 
werden,  dass  man  sich  ein  Dreieck  (HGK)  ab- 
steckt, ans  welchem  dieser  Winkel  konstruktiv 
oder  durch  Bechnung  ableitbar  ist.  In  diesem 
Dreieck  sind  natürlich  alle  drei  Seiten  möglichst 


Auflösung.  Handelt  es  sich  um  die  Auf- 
nähme  irgend  eines  grösseren  Objektes,  so 
wird  dasselbe  von  einem  Polygon  umschlossen 
(RS VT,  vergl.  Figur  146).  In  diesem  Poly- 
gon werden  die  Seiten  mindestens  zweimal 
und  die  Winkel  auch  zweimal  gemessen. 
Dieses  Polygon  wird  zu  Haus  oder  auch  im 
Feld  in  jenem  Massstab  auf  Papier  gebracht, 
in  welchem  die  Aufhahme  gesdiehen  soll. 

Alsdann  spannt  man  längs  einer  Seite, 
oder  wenn  dieselbe  zu  lang  sein  sollte,  längs 
eines  Teiles  derselben  die  Schnur  auf,  so 
dass  dieselbe  die  Polygonseite  deckt  Mit 
einem  Prisma  von  90®  werden  nun  die  Pro- 
jektionen {A\  B\  C,  D*)  der  aufzunehmenden 
Punkte  (A,  B,  C,  D)  auf  die  Polygonseite  (R  S) 
aufgesucht  und  bezeichnet  (in  den  Städten 
auf  hartem  Pflaster  bedient  man  sich  blauer 


Aufgaben  Über  Aa&ihmän. 
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gen»  SD  megsen.   Ist  KL  länger  als  80  m,  so  Kreide  hierza,    auf  dem  Feld   nimint  man 

bestimme  mu)  deu  Winkel  mit  einem  Theodolit.  Holzpflöcke).      Hieranf,    nachdem   eine   ge- 

Kit  Hilfe  dieser  Strecke  wird  der  innere  Raum  nfigende  Anzahl  versichert  ist,  schreitet  man 

in  Dreiecke  oder  Vierecke  «erlegt,  in  welchem  ^  Abmesanng:  der  AbBcissen^ nnd  Ordinalen. 


alle  Seiten  nnd  Diagonalen   zn 

Die  Art  nnd  Weise  ist   unmittelbar 

Fignr  146  ersichtlich. 

Fignr  146. 


^j    Znr  Verncbemiig  werden  auch  die  etwa  ge- 
'  gebenenGreDzen(wie^i^,^£,(7Z))gemesBen. 
^  Befindet  sich  im  Bankomplex  ein  von  aussen 

nnzngfingliclier  Ranm  ÄBCD  (vgl.  Fig.  147), 
so  wird  derselbe  fiir  sich  aofgenomraen,  in- 
dem man  die  Seiten  uvteh  nnd  die  Diago- 
nalen ts  mtast.  Sodann  werden  die  Entfer- 
nungen ee'^,  ff'd  gemessen  und  zwar  durch 
die  Lokalitaten  des  Qebändes.  Kittels  herab- 
gelassenem Lot  werden  anch  die  Langen  A'M, 
A'N,A'M',A'N' gvmwiea.  Der  Schnittpunkt 
der  so  bestimmten  Linien  AB  nnd  AD  bt- 
stimmt  sodann  den  Funkt  A.  üeberiianpt 
können  in  der  Praxis  die  verschiedenartigsten 
Probleme  vorkommen,  deren  Lösung  man  dem 
Scharfsinn  der  Geometer  überlassen  mnss. 
Nor  darauf  wird  aufmerksam  gemacht,  dass 
man  in  solchen  Fällen  möglichst  viele  Ver- 
sicheroDgs-  und  Probemessangen  machen  soll. 
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4.  Die  Messtischaafnalmieii. 


Frage  159.   Was  ist  über  die  Mess- 
tischaufnahme  überhaupt  zn  bemerken? 


Bemerknngr«  ^^^  Abhängigkeit  von  Papier 
kann  mitunter  zn  bedeutender  Verzerrung  An- 
lass  geben.  Trägt  man  nämlich  gleiche  Längen 
einmal  auf  trockenes,  darnach  auf  durch  die 
Luftfeuchtigkeit  nasses  Papier,  so  fallen  diese 
Längen  nach  einiger  Zeit  verschieden  aus. 
Dieses  ist  aber  bei  der  Arbeit  unvermeidlich. 
Die  Messtischaufnahme  hat  aber  auch  ihre  Vor- 
teile. Man  hat  nämlich  immer  die  ganze  Arbeit 
vor  Augen  xind  werden  auch  die  etwa  vor- 
kommenden Fehler  sofort  bemerkbar,  so  dass 
eine  Berichtigung  noch  während  der  Feldarbeit 
leicht  möglich  ist. 


Antwort.  Die  Messtischaufnahme  eignet 
sich  besonders  zur  Aufnahme  kleinerer  Ob- 
jekte, bei  welchen  die  durch  die  Zeichnung 
gegebene  Genauigkeit  genfigt  Die  MessUsch- 
auftiahme  hat  bedeutende  Nachteile,  so  dass 
sie  nicht  als  strenge  Vermessung  betrachtet 
werden  darf.  Deswegen  ist  die  Messtisch- 
aufnahme aus  den  Katastralvermessniigen 
definitiv  gesetzlich  entfernt  worden.  Von 
den  Nachteilen  der  Messtischaufnahme  seien 
hervorgehoben:  die  Abhängigkeit  der  Mes- 
sung von  der  Beschaffenheit  des  Papiers, 
die  Unmöglichkeit  einer  genauen  Definie- 
nmg  der  Fehlergrenzen,  die  Unmöglichkeit 
der  Verfertigung  einer  genauen  Verg^össe- 
rnng.  Man  darf  auch  nicht  ausser  acht 
lassen,  dass  der  Messtisch  selbst  ein  schwer- 
fälliges Instrument  ist.  Nur  dort,  wo  das 
Terrain  so  beschaffen  ist,  dass  es  direkte 
Längenmessungen  nicht  gestattet,  ist  die 
Messtisch-  gegenüber  der  Theodolitaufiiahme 
im  Vorteil. 


Frage  160.  Welche  Methoden  unter- 
scheidet man  bei  der  Messtischaufnahme? 


Antwort  Man  unterscheidet  dreierlei 
Arten  oder  Methoden  der  Messtischaufnabmen: 

I.  die  Zentralaufnahme, 

II.  die  Basisaufnahme, 

III.  die  Umfangsaufnahme. 

Wir  setzen  voraus,  dass  das  aufzunehmende 
Objekt  ein  Vieleck  ist,  und  sehen  zunächst 
von  dessen  Orientierung  ab. 


Frage  161.   Was  heisst,  ein  Vieleck 
soll  orientiert  sein? 


Figur  148. 


Antwort.  Ein  Vieleck  heisst  orientiert, 
wenn  seine  Seiten  mit  einer  gegebenen  Rich- 
tung auf  der  Zeichnung  dieselben  Winkel 
einscbliessen  wie  in  der  Wirklichkeit.  Die 
auf  dem  Papier  gezeichnete  Gerade,  welche 
diese  Richtung  angibt,  heisst  die  Orientierangs- 
gerade.  Gewöhnlich  werden  die  Polygone 
nach  der  Nord-Sttd-Richtung  orientiert.  Wird 
in  Sektionen  aufgenommen,  so  kann  die  Orien- 
tierung auch  durch  die  den  beiden  Sektions- 
blättern  angehörige  Punkte  und  Geraden  ge- 
schehen (vgl.  Figur  148;  ABIBC,  ED  DC, 
B,  D  gemeinschaftliche  Punkte. 

Zur  Orientierung  nach  der  Nord -Süd- 
Richtung  wird  in  der  Regel  die  Bussole 
verwendet.  Nur  muss  man  darauf  acht  geben, 
ob  bei  der  Orientierung  kein  Eisen  in  der 
Nähe  ist.     Man  übergebe  deswegen  seine 


Die  Messtischanfnahmen. 
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Bemerkmigr«  Man  möge  scharf  nnterscheiden 
die  OrientieroBg  nach  gegebenen  Strecken  und 
Punkten  und  die  Orientierung  nach  der  Nord- 
Südrichtnng.  In  der  Hegel  sollte  eine  jede 
Messtischaufiiahme  nach  der  Nord-Südrichtnng 
orientiert  sein. 


eiserne  Gerätschaften,  Messer  etc.  dem  Ge- 
hilfen; auch  dürfen  Messbänder  und  Mess- 
ketten, die  oft  magnetisch  sind,  nicht  in  der 
Nähe  sein.  Den  Betrag  der  magnetischen 
Abweichung  fSr  die  Messnngstage  erbitte 
man  sich  von  einer  meteorologischen  Zentral- 
anstalt; auch  sehe  man  zu,  ob  sich  der  Stand 
der  Magnetnadel  nicht  während  der  Messung 
geändert  hat. 

Es  empfiehlt  sich  auch  in  dem  Falle,  wo 
eine  Orientierung  nicht  verlangt  wird,  wenig- 
stens genähert  die  Aufnahme  zu  orientieren. 


Frage  162.    Wie  hat  man  bei  der 
Zentralaufnahme  zu  verfahren? 

Figur  149. 


Bemerkung.  Die  Zentralaufhahme  mit  dem 
Messtisch  wird  sehr  selten  angewendet,  weil 
sie  unpraktisch  ist.  Kann  man  alle  Strecken 
messen,  so  ist  leicht  das  Vieleck  zu  konstruieren 
und  man  braucht  den  Messtisch  gar  nicht. 
Misst  man  sie  aber  nicht,  so  hat  man  keine 
genügende  Kontrolle. 


Antwort.  Um  ein  Vieleck  (etwa  ABCD, 
vergl.  Figor  149)  zentral  aufzunehmen,  stelle 
man  sich  mit  dem  Messtisch  auf  einen  Paukt  (0), 
von  welchem  alle  Eckpunkte  des  Vielecks 
sichtbar  sind.  Es  ist  vollkommen  gleich- 
gültig, ob  der  Punkt  ausserhalb,  oder  inner- 
halb des  Polygons  gelegen  ist. 

Man  stellt  den  Tisch  horizontal,  sucht  den 
zum  Punkte  0  gehörigen  zentrischen  Punkt  o 
auf  dem  Papier  und  visiert  nach  allen  Eck- 
punkten und  zieht  die  Visierstrahlen.  Werden 
hierauf  die  Strecken  OA,  OB,  OC,  OD  ge- 
messen und  im  verlangten  Massstab  auf  die 
gezogenen  Visierstrahlen  aufgetragen,  so  er- 
hält man  ah  cd  und  damit  das  Bild  des  Viel- 
eckes. Zur  Prüfung  kann  man  auch  die 
Seiten  messen.  Der  einzige  Vorteil  dieser 
Aufnahme  ist,  dass  man  bei  der  Tischstellung 
einen  beliebigen  Standpunkt  wählen  kann, 
und  so  des  lästigen  Zentrierens  über  einen 
gegebenen  Pnnkt  überhoben  ist.  Es  genügt 
aber,  ein  einziges  Dreieck  zu  messen. 


Frage  163.    Wie  hat  man  bei  der 
Basisaufnahme  zu  verfahren? 


Antwort.  Bei  der  Basisaufnahme  wählt 
man  sich  zunächst  eine  Basis  {AB,  vergl. 
Figur  150).  Diese  wird  genau  gemessen  und 
im  gewünschten  Massstab  auf  das  Papier  auf- 
getragen {ah).  Hierauf  stellt  man  sich  in 
einem  Basispunkte  auf,  zentriert  h  über  B 
und  orientiert  die  Gerade  ah  nach  der  Ge- 
raden AB. 
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FigVLT  160. 


Hierauf  visiert  man  alle  Punkte  an,  die 
dargestellt  werden  sollen  (C,  D,  E,  Ä)  nnd 
zieht  die  Visierstrahlen.  Dasselbe  wiixl  am 
anderen  Pnnkte  der  Basis  wiedeiiiolt,  die 
Schnittpunkte  der  zagehörigen  Strahlen  geben 
dann  die  verlangten  Punkte  (c,  d,  e).  Zur 
Eontrolle  kann  ausser  der  Basis  noch  irgend 
eine  Seite  vermessen  werden. 

unter  den  Messtischaufnahmen  ist  die 
Basisaufoahme  die  bequemste,  verlangt  aber, 
dass  man  nach  allen  Punkten  freie  Visaren 
hat,  was  nicht  immer  der  Fall  ist,  ausser- 
dem bleibt  auch  die  Kontrolle  der  Zeichnung 
immer  mangelhaft. 


Frage  164,    Wie  hat  man  bei  der 

Umfangsaufnahme  zu  verfahren? 


Figur  151. 


Antwort.  Bei  der  Umfangsaufnahme 
müssen  alle  Strecken  des  aufzunehmenden 
Vieleckes  gemessen  werden.  Man  stelle  sich 
hierauf  über  A^  visiere  von  einem  ange- 
nommenen Punkte  a  (vergl.  Figur  153)  den 
Punkt  B  und  trage  die  gemessene  Linie  AB 
im  gewünschten  Massstab  auf  (ab).  Hierauf 
begibt  man  sich  mit  dem  Messtisch  nach  Bj 
orientiert  ab  in  die  Richtung  AB,  visiert  C 
an,  zieht  den  Visierstrahl  und  trägt  auf  diesem 
die  gemessene  Länge  BC  im  gewünschten 
Massstab  auf  (bc).  Endlich  begibt  man  sich 
nach  Cj  zentriert  c  über  C,  orientiert  bc  in 
die  Richtung  BC,  zieht  den  Visierstrahl  nnd 
trägt  ^C7  im  gewünschten  Massstab  auf  (ca). 

Fällt  dieser  letzte  Punkt  mit  dem  Aus- 
gangspunkt nicht  zusammen,  so  entsteht  ein 
sogenannter  Schlussfehler. 

Uebersteigt  die  Entfernung  des  Ausgangs- 
punktes von  dem  Endpunkte  der  Messung 
1 :  1000  des  Umfanges  (bei  höchst  angünsti- 
gem Terrain  1:500),  so  mnss  die  Messung 
wiederholt  werden. 

Ist  der  Schlussfehler  kleiner  als  die  soeben 
angetUhrte  Grenze,  dann  wird  das  Polygon 
konstruktiv  zum  Sohluss  gebracht 


Praire  165.    Wie  wird  ein  Polygon        .  *_  «^     a  n    •   t>  i  an 

r,»^  Q^M„oo  n.-r.K,.«nKf«o  Antwort.    Soll  em  Polygon  zum  Schluss 

„zum  Schluss  gebracht"  ?  ^^^^^^^^  ^^^^^^^  ^^  ^^^  /i^g^^  ^„^  ^^1^^^^^ 

Art  bewerkstelligt  werden: 

Angenommen  (vergl.  Figur  152),  wir  sind 
vom  F^kt  (1)  ausgegangen  und  bei  der  Auf- 


Die  Meflstisohanfnahmeii. 
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Figur  152.  nähme  bis  zum  Pankt  (6)  gekommen.    Dieser 

soll  mit  (1)  zusammenfallen,  was  aber  nicht 
stattfindet  Der  Schiassfehler  wird  der  Grösse 
und  Richtung  nach  durch  die  Strecke  (16) 
dargestellt 

Jetzt  entsteht  die  Frage,  in  welcher  Art 
der  Fehler  (16)  auf  die  einzelnen  Punkte 
verteilt  werden  soll.  Hier  gibt  es  zwei  oft 
angewandte  Hypothesen.  Entweder  verteilt 
man  den  Fehler  gleichmässig  oder  im  Ver- 
hältnis der  Längen  der  Seiten.  Soll  nun 
das  Polygon  zum  Absehluss  gebracht  werden^ 
so  teile  man  die  Länge  (16)  von  6  aus  gegen 
1  in  so  viele  Teile,  als  Seiten  vorhanden 
sind.  Diese  Teile  werden  entweder  gleich 
oder  den  einzelnen  Seiten  proportional  ge- 
macht. Um  nun  zu  einem  Punkt  (etwa  4) 
Erkl.  92.    Es  ist  (vergl.  Figur  154)  bei  der  den  entsprechenden  (4')  zu  finden,  verbindet 


ersten  Hypothese: 

6(2)  =  (2)(3)  =  (3)(4)  =  (4)(5)  =  (5)1 

bei  der  zweiten: 

6(2):  (2) (3):  (3)  (4):  (4) (5):  (5)1 

=    12    :    23    :     34    :    45    :  56 

ferner : 

56  11(5)5'  ,  55' II  6(6) 

46  II  (4)4'  ,  44' II  6(4) 

etc. 


Figur  153. 


man  diesen  Punkt  mit  dem  Punkte  (6),  zieht 
durch  den  ihm  entprechenden  Punkt  ((4))  des 
Schlussfehlers  eine  zu  dieser  verbindenden 
Parallele  und  endlich  durch  den  Punkt  (4) 
selbst  eine  Parallele  zum  Sclüussfehler  (440* 
Der  Schnittpunkt  gibt  den  gesuchten  Punkt 
(vergl.  Erkl.  92). 

Sehr  oft  wird  auch  folgende  Ausgleichung 
angewendet  (vergl.  Figur  153):  Sind  3  und  5 
die  Schlusspimkte,  die  zusammenfallen  sollen^ 
und  wird  angenommen,  dass  man  von  0  aus- 
gegangen ist  in  zwei  Richtungen,  so  ver- 
bindet man  die  Schlusspunkte  3,5  und  teilt 
die  Verbindende  genähert  im  Verhältnis  der 
Längen  durch  den  Punkt  3'  =  5'.  Sodann 
verbindet  man  0  mit  3,  3'  =  5'  und  5. 

Um  zu  einem  Punkte,  etwa  2,  den  ent- 
sprechenden 2'  zu  erhalten,  fälle  man  von  2 
auf  0,3  eine  Senkrechte  2A,  ziehe: 

ÄB\\S,3' 
22'\\AB 
und 

jB2'  II  2A 


SO  ist  2'  der  verlangte  Punkt  Man  sieht 
hier  ohne  weiteres,  dass  hier  die  Fehler  im 
Verhältnis  der  Projektion  des  Linienzuges 
vom  Ausgangspunkte  verteilt  werden. 

Es  verbot  sich  nämlich  die  Projektion 
auf  03  von: 

03:02:01  =  3,8' :  2,2':  1, 1' 

Dieses  Verfahren  ist  minder  genau,  als 
das  vorhin  angezeigte. 


Frage  166.  Was  hat  man  zu  thun, 
bevor  man  die  Aufnahme  im  Falle  gi^osser 
Nichtübereinstimmung  wiederholt? 


Antwort.  Es  wird  sich  immer  empfehlen, 
nachzusehen,  ob  nicht  etwa  eine  einzige 
Länge  oder  ein  einziger  Winkel  fehlerhaft 
aufgenommen  wurde.    Ist  der  Schlussfehler 


VeranMDligslnuLde. 


Behr  gtOBB,  dona  wird  man  wohl  immer 
arinefanieQ  können,  voratugesetzt,  daas  man 
gewissenhaft  arbeitet,  dass  dieses  eine  oder 
andere  slattgefundeD  hat.  Hisst  maa  z.  B. 
die  Selten  mit  einem  SOHeter-Hesaband,  so 
kann  ea  geschehen,,  dass  man  eine  Lage, 
d.  1.  20  m  vergisst. 


Frage  167.  Ein  Polygonwinkel  wurde 
fehlerhaft  aofgenommen,  wie  wird  der- 
selbe auf  der  Aufnahme  gefunden? 


Antwort.  Um  zu  sehen,  wie  ein  einziger 
fehlerhaft  gemessener  Winkel  die  Än&uütme 
entatellt,  nehme  man  an  (vergl.  Figur  IM), 
man  sei  bei  der  Heasnng  vom  Funkte  (1) 
ansg^angen,  habe  die  Winkel  bei  3  nnd  4 
richtig,  jenen  hei  3  aber  nm  den  Betrag: 

falsch  aufgenommen.  Dann  erscheint  das 
Polygon  gleichsam  längs  der  Diagonale  13 
gespalten  nnd  die  Stttcke  123,  345  nm  den 
fehlerhaften  Betrag  nm  den  Punkt  3  aas- 
einander  gedreht  Verbindet  man  daher  die 
Schlnsspankte  I  und  5  miteinander  nnd  er- 
richtet auf  der  Verbind  ongsgeraden  im  Halbie- 
mngspnnbte  das  Lot,  so  mass  dasselbe  sehr 
nahe  denjenigen  Eckpunkt  treffen,  deasen 
Winkel  fehlerhaft,  war. 


Frage  168.  Eine  Polygonseite  wurde 
fehlerh^  gemessen,  wie  wird  dieselbe 
a.uf  der  Aufnahme  gefunden? 


Antwort  Wurde  nur  eine  Seite  fehler- 
haft gemessen,  etwa  34  (vergl.  Figur  155), 
dann  erhält  man  statt  des  Znges  4' 5' 6,  den 
Zag  456  nnd  den  Sohlnssfehler  16.  Es  ist 
leicht  einmseheD,  dass: 

44'  II  55'  II  tW' 
sein  muBS.     Der  Scblussfehler  ist  alao  der 
fehlerhaften  Seite   parallel   nnd    dem   Fehl- 
betrag gleich. 

Indessen  mass  bezüglich  der  beiden  letzten 
Anselnandersetzangen  bemerkt  werden,  dass 
man  sie  nur  mit  Vorsicht  gebrauchen  darf. 
Man  mass  sich  immer  an  Ort  nnd  Stelle 
iiberzeagen,  ob  wirklidi  der  Winkel  eventnell 
die  Seite  falsch  anfgenommen  wurde.  Scbliesst 
ein  Polygon,  so  kann  ea  dennoch  fehlerhaft 
aeln.  Üan  arbeite  mit  dem  Heastlach  immer 
gewissenhaft  nnd  vorsichtig,  um  sich  vor  der 
äusserst  mäbsaraen  Wiederholung  der  Auf- 
nahme zu  schützen.  Oft  empfiehlt  es  aich, 
die  Kontrollauf  nähme  allein  mit  dem  Uess- 
band  zu  machen. 


Ueber  Fläehenbereclmiuig. 
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V.   Flächenberechnung,  Flächenteilung  und  Flächenregulierung. 

1.  Ueber  Fläclienbereclinang. 

Frage  169.    Wie  wird  die  Flächen- 
berechnimg  bewerkstelligt?  Antwort    Die  FlächenberechnnDg  wird 

je  nach  umständen  entweder  durch  Rechnung 
oder  mit  Hilfe  eines  Planimeters  bewerk- 
stelligt. 

Die  Berechnung  mit  Planimeter  ist  nur 
Bemerkung»  Das  Planimeter  wird  aber  mit  dann  vorzunehmen,  wenn  zu  unregelmässige 
Vorteil  zur  Eontrolle  grober  Fehler  bentttat  Figuren  (z.  B.  Erdprofile,  Flussbetten)  vor- 
und  da  leistet  es  unersetzliche  Dienste.  liegen  und  man  nur  auf  die  Zeichnung  an- 

gewiesen ist  Die  Methode  der  Flächen- 
berechnung mit  dem  Planimeter  gehört  zu 
jenen,  die  man,  so  oft  es  angeht,  in  der 
Praxis  vermeiden  muss.  Schon  deswegen, 
weil  die  Fläche  zu  sehr  von  der  augenblick- 
lichen Beschaffenheit  des  Papiers  abhängt 


Frage  170.  Welche  gesetzliche  Be- 
stimmungen gelten  für  die  Flächen- 
berechnung? 

Bemerkung.  In  0 esterreich  gelten  (nach 
Instruktion  zur  Ausführung  der  trigonometri- 
schen Vermessungen  1887,  §  49  und  folgende) 
dieselben  Bestimmungen.  Die  Abweichungen 
der  Ergebnisse  der  Einzelnberechnung  von  jenen 
der  Gruppenberechnung  dürfen  bei  einem  Mass- 
Terhältnisse : 

1 :  2600 

bei  durchschnittlicher  Grösse  einer  Parallele  in 
der  Gruppe  gleich: 

1)  1  ha  und  darüber, 

2)  0,5—1,0  ha, 

3)  unter  0,5  ha 
die  Fehlergrenze: 

0,8  AJ^'»    OfiAF',    1,0  Al^' 
nicht  überschreiten,  wobei  sich  A  ^'  ^^^  der 
im  Text  stehenden  österreichischen  Formel  be- 
rechnet. 


Antwort  Nach  der  Anw.  VIII,  §  115 
soll  eine  jede  Parzelle  für  sich  zweimal 
unabhängig  berechnet  werden. 

Sodann  sollen  mehrere  Parzellen  zu  kleine- 
ren Gruppen  vereinigt  und  als  solche  be- 
rechnet werden. 

Die  Gruppen  dürfen  nicht  mehr  als  etwa 
50  ParzeUen  umfEwsen  und  bei  einem  Mass- 
stab von: 

k 

1000 

nicht  mehr  als  8  k  Hektare  umfassen. 

Der  Unterschied  zwischen  der  Einzehi- 
und  der  Gruppenberechnung  darf  höchstens 
in  Aren: 

A-F  =  0,01  \/60F+ 0,022^2 

betragen,  wenn  F  die  Fläche  in  Aren  ge- 
geben ist  In  Oesterreich  ist  die  Fehler- 
grenze durch: 

/\F*  =  0.001  jP+ 0.60 /F 

wobei  F  in  Metern  gegeben  ist 

Folgende  kleine  Tafel  gibt  den  Vergleich 
dieser  Formel: 


JF-FIäche  in  Aren 

A^  in  m« 

/SF*  in  m« 

F-Fläche 
in  Hektaren 

jT^Fin  a 

^F'  in  a 

0,5 

6 

4 

,                 2 

1,13 

0,91 

1,0 

8 

5 

1                 5 

1,87 

1,62 

2,0 

11 

7 

;             10 

2,83 

2,58 

3.0 

14 

9 

20 

4,47 

4,24 

4,0 

16 

10 

1                40 

,          7,48 

7,16 

10,0 

25 

17 

[                60 

'        10,40 

9,87 

20,0 

35 

24 

80 

13,30 

12,47 

50,0 

56 

40 

100 

16,15 

15,00 

100,0 

79 

60 

200 

30,03 

27,07 
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Fraffe  171.  Was  ist  Über  die  Flächen-  .  ^  .  „„„.,  ™«lu  v 
berechTng  gezeichneter  Polygone  zu  ^f^-SL^Ä^r.^^'^  - 
merJten  f  Folgeode«.  Man  teilt  das  Polygon  in  Dreiecke 

QDd  mUt  In  Jedem  die  Hdhe.    Der  Fliehen- 
inhalt  wird  dann  nach  der  Fonnef: 
Bemerknng.    In  miuichen  Lehrbüchern  der  p  _  ^  r    ■  v  h  i. 

Geodäsie  wUd  angeraten,  zuerat  dag  Polygon  F  _— Basis  X "Che 

kooBtrnktiT  in  ein  Dreieck  m  verwandeln,  berechnet  Da  die  Dreieckszeriegong  in  ver- 
Hier  mass  vor  solchen  Schnleiperi-  echiedener  Welee  möglich  ist,  so  kann  man 
mentenernstüeli  gewarnt  werden!  Kein  ^«">  Flächeninhalt  mehmala  bestimmen.  Das 
denkender  Mensch  wird  je  so  etwas  thnn.  «««el   ans   solchen  BeBtimmnngen   gibt  ein 

genaneres  Beanltat 

Die  LAngen  werden  am  Lineal  abgelesen, 
ohne  die  Strecken  mit  Bleistift  anaznziehen. 


Frace  172.    Wie  wird  der  Flächen-        .  , .t.tl..    i  !«■ 

i«i.nu^!«»-  „««,-vM™h=cJ»«..  tk».,^  h^  Antwort.  Der  Inhalt  einernnreffelmässi- 
Inhalt  einer  anregelmassigen  Figur  be-  genFigurwirdztmeist  durch  mechiniacbe 
stimmt:'  Quadraturen  bestimmt  (vergL  Ertd.  93). 

ErkL  »a.  Wie  ans  der  Integraliechnnng  Man  rieht  su  diesem  Zweck  (vgL  Fig.  156) 
bekannt,  wird  der  Inhalt  einer  Fignr  im  allge-  ehis  entsprechende  Zahl  zur  F-Achae  paral- 
meinen  dnrch  ein  Integral  aDseedrOckt  (vergl.  leler  Linien  in  gleichen  Intervallen.  [In  der 
EIe;ers  Lehrbuch  der  tntegralrechnung).  Sei  Figur  156  erBcheint  das  Interrall  o  bis  a 
äSCD  die  Fläche,  auf  rechtwinklige  Koordi-  in  n  Teile  geteilt  und  »war: 
naten  bezogen,  dann  wird  das  Integral:  x   =  o         y,  ^  g,, 


/■ 


*.  =  —       yi  =  9i 


den  Flächeninhalt  dieser  FlSche  darstellen,  wobei  

y  =  f(.^)  *«  =  *       y,  =  3» 

die  Gleichung  der  Kurve  AB  darstellt.    Wird   wobei  allgemein: 

dieses  Int^ral  nicht  direkt  ausgewertet,  sondern  /    a  \ 

._.,__..__.._.     .    _  j,^  =  q^,  =  f(x^)  =  ftr—l 

die  begrenzende  Kurve  darstellt.] 

Betrachtet  man  die  Teilfiguren  als  Trapese, 
so  wird: 

AFED  =  ~{q,-\-q,)^ 

denn  AFDE  ist  von  eüiem  Trapez  wenig 
verachieden.  Analog  wird  das  nXdwte  Trapez 

und  so  fort,  bie  man  zum  letzten  kommt, 
welches  4 

Bildet   man   nnn   die   Summe,    so   folgt 
(vergl.  Erkl.  94): 

•^  = -^(30  + 3.)  +  -^(S.  +  ?.+ ■■•?—.) 
—  2^  1(9»  +  ?i)  +  (3i  +  ?))  Dieae   Formel    dürfte    aUen   praktischen 

+  (?i  +  9<)+---  (2b— i  +  jj]       Verwendungen  am  besten  entsprechen.  1 

also:  Soll   eine  geschlossene   Figur  in   dieser        ' 

_  _a_,        „     _|_„      ig         4-    \      Weise  aufgenommen  werden,  so  umschUesst 
~  an*'"        ''"'"   äi+'''    ff„_i  +  ?„)      mg„    gjg    mj(    einem    geeigneten    Polygon        | 


Erkl.  94.    Es  ist  der  Inhalt  aller  Trapeze 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfttlirliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsrerzeichnis  der  ^^yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung^  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschoitten  und  gut  brochiert,  om  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeicbnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten.  ' 

6).  Das  s Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Naohschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsVerzeichniH 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stntt^art. 

L ■  ■ ■        _   .     . 


Y7 
Preis    S     Vermessungskunde 
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^    !25    Pf.    8  Forts.  V.  Heft  1287.  —  Seite  120-144 

Mit  20  Figuren. 
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Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 


lg 


f§ 


-  nebst  Anhäflgcn  nngelöster  Anfgaben,  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  EntwlcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antf  orten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

I  ausfallen  Zweigen 

!{    der  RecheokuDsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 

II  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
^    Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 

aus  allen  Zweigren  der  Physik ,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  I«{autlk, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie ;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brttcken-  u.  Hochban's;  der  Konstrukiionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 
I  Parallel-Perspectife,  Schattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

!3  für 

g      S<'hiiler,  Studierende,  Kandidaten,  Lelirer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

§     Sindimn     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  voreideter  kOnigl.  prcuBs.  Feldmesser,   vereideter  grosih.  hesalBcher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

iSj  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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(Geodäsie). 


I  Erster  Teil. 


Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  I^ftska. 

Fortsetzung  von  Heft  1287.  —  Seite  129—144.    Mit  20  Figuren. 
I  Inhalt: 

^  Ueber  Flftchenberechnung.    —    Aufgaben    über    Fl&chcnberec-linung.   —   Das  Planimcter.    —  Uebor 

[§  Flächeuteilung. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  volltt8ndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisflekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  -welchem  kein  äbnlkhes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  io  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  lieft  und  hringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamt  gebiete  der  Matbematik ,  Physik, 
Mechanik)  matb.  Geographie,  Astronomie,  des  Mascbinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtleken-  vnd  Hoehbaues,  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  steh  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angenrandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezQglichBn  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
tiberlassen  bleiben,  un^  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fQr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeich- 
'  nis,  Berichtigungen  und  erlttutemde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  bebandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L.  uud  lU  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerscbulen,  Priratscbulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymuasien,  Scbullehrer-Seniinaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen, 
Geirerbeschulen,  Handelsschulen,  tecbn.  Torbereilungsscbulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenachaftascbulen, 
M ililärschul^n ,  Torbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Hchttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  ftkr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  \Yeg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden^  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regelu,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricbt  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  Yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreiben,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlagshandlnng« 


^eber  FlttchenbeiecbiiTing. 
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das  ist 

Fignr  157. 


-i) 


Erkl.  95«  Diese  Figuren  sind  entweder 
rechtwinklige  Dreiecke  wie  5  in  der  Fignr  157, 
oder  es  sind  Vierecke  mit  zwei  rechten  Winkeln, 
die  leicht  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  za 
zerlegen  sind. 

Fignr  158. 


(A,  B,  C,  D,  E  in  der  Fignr  157) ;  sodann  wer- 
den von  geeigneten  Punkten  (P,  Q,  B,  M^  J^) 
Senkrechte  anf  die  Polygonseiten  geflUlt 

Man  berechnet  zunächst  aus  gemessenen 
Stücken  den  Inhalt  J  des  gansea  Polygons 
A,  B,  C,  Df  Ef  sodann  den  Inhsüt  der  Figaren 
1,  2,  3,  4,  5  (vergl.  Erkl.  95)  und  endlich 
durch  mechanische  Quadratur  den  Inhalt  der 
Figuren  I,  II,  III,  IV  und  V.  Sodann  ist 
der  Inhalt  der  verlangten  Fläche: 

r=  J— (1+2  +  3  +  4  +  5) 

—  (I  +  II  +  III  +  IV  +  V) 

Sollte  die  Figur  nicht  von  aussen  zu- 
gänglich sein,  so  wird  sie  wie  in  der 
Figur  158  angegeben  berechnet,  üeberhaupt 
muss  hiebei  auf  die  jeweilige  Beschaffenheit 
der  zu  berechnenden  Figuren  Rücksicht  ge- 
nommen werden.  Ist  die  Fignr  ein  gerad- 
liniges Vieleck,  so  kann  die  j^eorechnung  ent- 
weder durch  Koordinaten  (vergl.  Figur  159) 
oder  durch  Zerlegung  in  Dreiecke  bewerk- 
stelligt werden  (vergl.  Figur  160  und  161 
und  Bemerkung  in  Frage  171).  Die  Ausfüh- 
rung ist  Sache  der  Planimetrie.  * 

Figur  159. 


Liska,  Vermessmigskiiade.   I. 
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VermesBongskimd^« 


Frage  173.  Wie  hat  man  zu  ver- 
fahren, wenn  es  sich  bloss  um  nngefthre 
Angaben  von  Fliehen  handelt? 

BemerkiiBg«  Man  bedient  sich  zu  diesem 
Zweck  anch  in  Millimeter  geteilter  Glastafeln, 
die  aber,  wenn  sie  genan  sein  sollen,  ziemlich 
tener  sind. 

Bemerkung,  Ueber  FlSchenberechnnng  der 
Vielecke  siehe  Sachs,  Lehrbuch  der  Planimetrie, 
II.  Teil,  Seite  21,  100  nnd  folgende,  sowie 
Kleyers  Lehrbnch  der  Trigonometrie. 


Antwort  Handelt  es  sich  bloes  nm  mi- 
gefiübre  Angaben  von  Fliehen,  so  durfte  es 
am  besten  sein,  die  betreffende  Flfiche  in 
einem  bestimmten  Massstab  anf  Millimeter- 
papier zn  zeichnen  nnd  sodann  ein^h  die 
Qiutdrate  abzuzählen.  Mui  zfthlt  zunächst 
die  ganzen  Qnadratdeeimeter  ab,  sodann  die 
übrig  bleibenden  Trapeze  und  Dreiecke,  noch 
schneller  kommt  man  mit  einem  Flanimeter 
zum  Ziele  (vergl.  Frage  174). 


2.  Anfgaben  über  Fläclienbereclmuiig. 


Aufgabe  38.  Es  sind  die  verschie- 
denen Formeln  für  die  Berechnung  der 
Fläche  F  eines  Dreiecks  aufzuzählen. 

Erkl.  96.    Wenn  man  beachtet,  dass: 

sin  (a  -|-  /*)  =  sin  (180  —  y)  =  siny 

sin a  =  sin (180  —  a)  z=z%ai(ß-\- y) 

=  sin^  cos  y  -f-  cos  /?  sin  y 

so  wird  aus  Gl.  3): 

2P  _  q« sin y  sin/? 

sin  /f  cos  y  4-  cos  ^  siny 

Dividiert  man  nun  Zähler  und  Nenner  durch 
sin y* sin /9,  so  folgt: 


Auflösung.  Seien  a,  2»,  c  die  Seiten, 
a^  ß,  y  die  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel, 
fio  gelten  die  Formehi: 


2F  = 


a« 


cosy  _,    cos/J 
siny  ''"  sin^ 


ctgy  +  ctg/J 


1) 

2) 
wobei: 

3) 

4) 
5) 

6) 


SF=:  adsiny 

^=  Ye  («  —  a)  («  —  h)  («  —  0 

20  =  a-j-^  +  c 
2  jP  __  agsin(«  +  ^)sin/g 

sina 

g«sin«sin/g 

sm  (rt  -|-  ß) 

2F  = 


Erkl«  97*  Die  Gleichung  7)  folgt,  wenn 
man  die  Gleichungen  6)  miteinander  multipli- 
adert  und  das  Produkt  durch  die  Gleichung  2) 
dividiert.  Die  Gleichungen  6)  ergeben  sich 
leicht  aus: 


ctg^  +  ctgy 
F=5(«-a)t«la 

F=S(ir-6)tgi-/J 

F=5f(«-c)tgi-y 


tg2«  --fr  — ^)(^"-g) 


also: 


«  («  —  a) 


a 


«2  (s  —  a)«  tg«  ~  =  «  («  —  a)  (8  —  h)  (s  —  c) 


=  F^ 


7)  ...  F=  S^tgi-«tgl/Jt«:-iy 

Die  verschiedenen  Formeln  kann  man 
auch  zur  Kontrolle  benfitzen  (vergl.  ErkL  96 
und  97). 


woraus : 


folgt. 


u 


F=»(s-a)t8-^ 


1 


Aufgabe  39.  Es  ist  der  Flächen- 
inhalt eines  Dreiecks  zu  ermitteln,  wenn 
die  Eckpunkte  durch  Koordinaten  ge- 
geben sind. 


Auflotung. 


Es 

seien: 

<'a 

»A 

*» 

tfB 

*r 

9c 

Au^ben  über  Flftehenberechnung. 
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Eitl.  98.  Per  Fläcbeniikhalt  eines  Trapeies 
ist  gleich  der  halben  Summe  der  parallelen 
Seiten,  mnltiplisiert  mit  ihrem  senkrechten  Ab- 
stand Ton  einander;  atoo  wird  B.B.  die  Fl&che: 

0(rAß=z^{0A  +  0'B)X0O' 


Nim  ist: 


0(/  =  JfO*  — 3fO  =  x^'-r^ 


also  wird: 


0^  =  y^ 
0-5  =  ^3 


OO^AB^-^iy^  +  lf^ix^^x^) 


M 


5l 


4Ä:-jr>r^<-  afvrOt:, 


B    A 


die  Koordinaten  der  Eckpunkte,  so  hat  man 
(vergl.  Figur  162): 

/:^AßCz=^OABO'  +  (^BCO"  —  OACO" 
oder  (vergL  ErkL  98): 

^ABC  =  ^(y^  +  y^)  (x^^x^) 

+  y(y^+yc)(*c— ^^> 

Diese  Formel  ist  vorteilhaft  bei  grossen 
X  Werten.  Man  kann  sie  jedoch  auch  schrei- 
ben wie  folgt: 

AABCz=^x^(3fc--y^) 

welche  wieder  yorteilhaft  ist  für  den  Fall, 
dass  y  gross  werden  sollte. 


C  "^B 


0' 


0* 


Aufgabe  40.  Es  sollen  die  wich- 
tigsten Formeln  zur  Berechnung  des 
allgemeinen  Viereckes  aufgezählt  werden. 


AüflSsnng.  Es  sei  ABCD  das  Viereck, 
die  Winkel  seien  der  Bezeichnung  entsprechend 
tff  ßf  h  ^1  femer  die  Seiten : 

AB=:a        AC=^d^ 
BC  =  h        BD  =  d^ 
CD  =  c 
DA  =  d 
bezeichnet 
2F=  [aftsin^4-^^8iny  +  ac8in(/J  +  y)] 
2jP=  dj(2,8in£ 

Dabei  ist  a  der  Winkel,  den  die  beiden 
Diagonalen  miteinander  einsehliessen. 


Aufgabe  41.    Es  soll  ein  Vieredc 

rationell  berechnet  werden.  Anfldiung.    Wir  haben  drei  Fälle  zu 

unterscheiden: 

Bemerkung.   Man  unterlasse  es  nie,  sobald  I.  Das  Viereck  ist  noch  nicht  aufgenom- 

es  mOglieh  ist,  die  Rechnungen  au  kontr4>llieren.  men  worden. 

Zu  diesem  Zweck  eignen  sich  besonders  über-  11.  Das  Viereck  ist  durch  Koordinaten 

seMlflsige  Messungen,  die  oft  audi  die  Wieder-  gegeben. 
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Vemesfliugskiind^« 


holnng:  der  Arbeit  ersparen.  Dieses  gilt  iwh 
besondere  bei  ansgedehnteren  Arbeiten. 

Man  mnss  s.  B.  im  vorliegienden  Fall  nach- 
sehen, ob  die  Snmme  aller  gemessenen  Winkel 
3600  gibt    Gesetzt,  man  fände : 

«  +  /'  +  y+*^  =  3600±^ 
wobei  A  ^ii^  kleiner  Fehler  ist,  der  innerhalb 
der  Genanigkeitsgrenze  der  Messung  liegt,  so 

wird  man  die  einzelnen  Winkel  nm  -^  ent- 

weder  vermindern  (bei  S60^-\-/\)  oder  ver- 
mehren (bei  3600  — /\).  Der  Gmnd  davon 
wird  in  der  Ausgleichsrechnang  dargelegt.  Um 
sich  von  der  Richtigkeit  der  Seitenlängen  zu 
überzeugen,  kann  man  das  Viereck  graphisch 
konstruieren  in  etwas  grösserem  Massstab.  Wir 
werden  später  noch  andere  Prüfungsmethoden 
kennen  lernen. 


Figur  163. 


^c 


Erkl.  99*  Sei  ABCD  (vergL  Fl^  164) 
das  zu  berechnende  Viereck;  man  ziehe  die 
Diagonale  DB  und  die  Höhen: 

CF±DB 

ÄE±DB 

dann  ist  die  Fläche: 

ÄBCD  =  ABD  +  BDC 

=  ^BD{ÄE+CF) 


ni.  Das  Viereck  ist  dnrdi  Zeiefanang 
gegeben. 

L  Fall.  Man  mizat  anf  dem  Feld  aUe 
vier  Seiten  und  alle  Winkel.  (Hat  man  kein 
Winkelinstrument  bei  sich,  dann  werden  auch 
die  beiden  Diagonalen  gemessen  mid  wie  im 
III.  Fall  gerechnet)    Dann  ist: 

2F=  ah  Bin  ß'\' cd  am  d 
und  zugleich  als  Eontrolle: 

2F  =  hewiky-\-daBma 

Stimmen  diese  Resultate  überein,  so  wird 
das  Mittel  genommen. 

II.  Fall.  Ist  das  Viereck  durch  Koordi- 
naten gegeben,  so  denke  man  sich  dasselbe 
analog  der  vorhergehenden  Aufgabe  durch  die 
Diagonale  in  zwei  Dreiecke  zerlegt,  die  nach 
Aufgabe  39  berechnet  werden  können.  Da 
zwei  Diagonalen  vorhanden  sind,  so  sind 
wie  früher  £wei  Zerlegungen  möglich,  die 
einander  kontrollieren  und  deren  halbe  Summe 
das  Resultat  darstellt 

Oder  man  rechne  nach  der  Formel  (wobei 

^1  ^%         ^8  *4 

ift     Pt    p»    y* 

die  Koordinaten  der  Eckpunkte: 

ABCD 
sind): 

gy  =  («1  — arj)  (yj  —  yj  —  («« —  ^a)  (Pt  —9t) 
Diese  Formel  hat  eine  eioiaoh«  Btieotong. 
£a  ist  offenbar  (vergL  Figar  16d): 
2ABCD:=:ahed  +  a'h*c'd' 

Denn  es  ist: 

Ae'D^z-^Ae'Dd 

DcfCz=i^D€fCe 

Ba'C=^Ba'Ch 

AdBz=^Ad*Ba 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  folgt« 
wenn  man  noch  beiderseits: 

a'h'c'd'  ^a'Ve'd* 
hinzufügt: 

ABCD  =i^{ahcd^a*h*c*d*)'\'a'Vc*d' 

woram: 

ABCD  =  ^{ahcd  +  a'h'e'd') 

folgt. 

Nan  ist  aber: 
ahcd  s=  ah-hc  =  («,  —  *i)(y4-"yt) 
o'6'c'd'  =  a'ft'.bV  =  (a?4  -  a?t)  (r,  —  y«) 


Aufgabe»  ÜW  Flftehe&berechiinDg. 
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Figv  lU. 


woraus  sofort  die  obige  Formel  folgt,  denn 
es  ist: 

(a?4  —  a?,)  (yi  —y»)  =  -  («j  —  a?*)  (yi  —  y,) 
Diese  Rechnongsformel   lässt  nichts   zu 
wünschen   übrig,    weil  sie   die  Differenzen 
der  Koordinaten  enthält  und  ziemlich  ein- 
fach ist. 

III.  Fall.  Hat  man  eine  Zeichnung,  so 
wifd'  zunächst  eine  Diagonale  gezogen  und 
dann  die  beiden  Dreieckhöhen.  Die  Berech- 
nung erfolgt  dann  nach  einfachen  Dreiecks- 
formeln (vergl.  Erkl.  99  der  Aufgabe  38 
und  Figur  164). 


Anfgabe  42.     Es  soll  der  Inhalt 
eines  Vielecks  berechnet  werden. 


AnfiSfung.  Ist  das  Vieleck  durch  Ko- 
ordinaten gegeben,  dann  haben  wir  nach 
Analogie  der  Aufgabe  39  ganz  allgemein, 


wenn 


*i  ^1  *8  •  • 


*»  — 1    ^M 


Bemerkung«  Wir  empfehlen  es  dem  Ler- 
nenden, sich  diese  Formeln  an  einem  einfachen 
Beispiel,  etwa  des  Dreiecks,  zu  veranschau- 
liehen.    Dann  wird: 

=  a?i(y«  — y8)+«»(y8— yi)+a?8(yi  — ya) 
=  yi  (^j  —  a?8) + y«  (a?8 — a^i) + ys  (yi — ««) 
=  (y2  —  yO  («1 +a?2)+(y8 — y»)(^8 +««) 


yiy2y8  -"  K-i  y» 

die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind,  für  den 

Flächeninhalt  F  die  nachstehenden  Formeln. 

Denkt  man  sich  das  Vieleek  parallel  zor 

Ordinatenaohse  in  Trapeze  zerlegt,  so  folgt: 

2F=(a?,-ar,)(y,  +  y,) 

+  (^8-a^a)(y8+y«) 
+  (^4--«8)(y4+yi) 


+  (a?„-a?„_i)(y„  +  y„-i) 
+  (^1  — a?J(y,  +  y^ 

Ordnet  man,  nachdem  man  ausmnltipliziert 
hat,  diesen  Ausdruck  nach  x^  so  folgt: 

+  ^t  (ys  —  yi) 
+  ^8(y4  — y«) 


Bemerkung«  Man  vergleiche  auch  Sachs, 
Lehrbuch  der  Planimetrie,  V.  Teil,  Seite  100 
und  folgende. 


+  *H-i(yH-yn-8) 

+  a?»(yi~y«-i) 

Ordnet  man  aber  nach  y,  so  folgt: 

+  y8(^4— «>) 


+  yn(*i-^^„-i) 

Man  kann  aber  auch  längs  der  Abscissen- 
achse  zerlegen  und  erhält: 
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+  04 

+ 


r«)  (a?8 + «4) 


Kommt  der  Flftcheninhalt  negativ  herans, 
so  hat  es  nichts  zn  bedeuten. 


Aufgabe  43.    Es  seien  5  Polygon- 
punkte gegeben  und  zwar  soll  sein: 

x^  =  111742.2        jfi  =  17600-0 


ar,  =  111796.6 
a?3  =  111666.0 
a?^  =  111688.1 


y,  =  17817-9 
y,  =  17818.6 
y,  =  17828.7 
y^  =  17600.0 

Es    soll    der    Flächeninhalt    dieses 
Polygons  ennittdlt  werden. 


x^  =  1116600 


AuflBsuBg.  Man  büde  auf  Gnmd  der 
vorhergehenden  Aufgabe  das  nachstehende 
Schema,  welches  fttr  alle  vier  Arten  der 
Berechnung  passt.    Dabei  ist: 

ebenso : 

Zur  Kontrolle  kann  man  die  Summen  von 


X. 


bilden,  die  Null  sein  müssen. 


ii+l""^n— l 


Punkt 


Ay 


X 


A« 


'••4-1 


—  X 


H—\ 


1 

2 
3 

4 

•« 
o 

1 

2 


17600-0 
8I7.9 
818.6 
828-7 
600-0 
600.0 
817. 9 


+  217.9 
4-  0-6 
+  10.2 
—  228.7 
0.0 
+  217.9 


+  218-6 
+   10.8 

—  218.6 

—  228-7 
+  217-9 


111742-2 
796-6 
666-0 
688.1 
6600 
742-2 
796-6 


+   64-4 

—  141.6 

—  66.9 

—  38.1 
+  192.2 
+   64-4 


—  87-2 
-208-5 
— 1060 
+  154-1 
+  246-6 


Kontrolle:    +447-2 
—  447j^2 
0 


Kontrolle:    +400-7 
-400-7 


0 


+  J 

217-9  = 

=  17817-9  — 

17000- 0 

+ 

0-6: 

=  17818-6  — 

17817-9 

+ 

10-2  = 

=  17828-7  — 

U.   8.   W. 

17818-6 

Erkl 

•  100.    Es 

war: 

2F  =  a:, 

Oa  —  y«) 

+  ^^ 

(ys-yj) 

+  *8 

(y4 — yi) 

+  ^. 

-i(y,,    y«. 

-2) 

+  ^. 

Cyi-y«-i) 

Bei  diesem  Beispiel  hat  man: 
+  218-6  =  +217-9+     0.6 
+   10-8  =  +     0-6+   10-2 

—  218-6  =  +    10-2-228-7 

—  228-7=  00  —  228-7 
+  217-9=  0-0  +  217-9 

ferner: 

+  218-6  +  10-8  +  217.9  =  447-2 

—  218-6-228.7  =—447-2 

Hier  hat  man  nun,  wenn  man  irgend  eine 
der  vorhergehenden  Formeln  anwendet,  grosse 
Zahlen  miteinander  zu  multiplizieren.  Zu 
diesem  Zweck  wollen  wir  die  Formel  um- 
gestalten, indem  wir  setzen: 
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Set«t  man  nun: 

so  folgt: 

2F=a?(|f,  — y^  +  ys^jri+y*  — y«  + 

+y^  — yH-2+yi  — y«-2) 


80  folgt: 


a?,  =  «  +  !, 


+f»(yi-y«-i) 

Wir   sehen,    dass    der    erste  Faktor   ver-   so  folgt: 
schwindet,  so  dass  wir  hahen: 

^«(y»  — yi) 


2F=|,(y,-y,) 

+  ^8(^4— yj) 
+  ^4  (y*  —  ys) 
+  l5(yi— y*) 

Setzen  wir  daher  im  obigen  Beispiel: 
a?=:  111500.0 


t 


+  fH(yi-yn-i) 

Analoges  gilt  auch  fttr  die  übrigen  Formeln« 


i,  =  242-2 
fa  =  296-6 
I,  =  156.0 
l4=  88.1 
^5=  60.1 
Zur  weiteren  Bechnnng  diene  das  Schema: 


l. 

yM+i 
-yn-i 

Prodn 

+ 

kte 

— 

242-2 

.+-217.9 

52775.88 

_ 

296-6 

+  218.5 

64807-10 

— 

155.0 

+    10.8 

1674-00 

— 

88.1 

—  218.5 

— 

19249.85 

50.1 

—  228.7 

4-119256*48 

11435.00 

—  30684-85 

—   30684-85 

2F  =   88671-63 

F  =   44285-82 

Die  Eontrolle  dorch  die  Anwendung  irgend 
einer  andern  der  mitgeteilten  Formeln  über- 
lassen wir  dem  Leser  zur  Einübung  im  Rechnen. 


3.  Das  Planimeter. 


Frage  174. 

meter? 


Was  ist  ein  Plani- 


Bemerknng.  Nach  Bauerfeind  ist  der  baye- 
rische Trigonometer  Herrmanu  der  Erfinder 
des  Planimeters  (1814).  Die  jetzt  fast  allge- 
mein eingeführte  Form  rührt  von  Prof.  Amsler 
(1856)  her.  Das  Amslersche  Polarplanimeter 
zeichnet  sich  durch  Einfachheit  und  Billigkeit 
aas  und  arbeitet  mit  grosser  Genauigkeit,  die 
grösser  ist  als  jene,  mit  welcher  man  eine  Figur 
auf  das  Papier  zeichnen  kann.  


Antwort.  Ein  Planimeter  ist  ein  In- 
strument, mittels  dessen  der  Flächeninhalt 
einer  ebenen  Figur  bestimmt  wird.  Von  den 
vielen  Planlmetem  behandeln  wir  in  Folgen- 
dem nur  das  Amslersche  in  der  Ausführung 
der  Firma  O.  Coradi  in  Zürich. 
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Frage  175.  Welches  sind  die  wesent- 
lichen Bestandteile  eines  Amslerschen 
Polarplanimeters  ? 

Figur  165. 


Antwort.  Das  Amalenche  Polarplani- 
meter  besteht  dem  Wesen  nach  ans  zwei 
Armen,  von  denen  der  eine  (A)  eine  Nadel 
zam  Befestigen,  der  andere  (B)  eine  Nadel 
zum  Umfahren  trägt.  Der  letztere  ist  mit 
einer  DrehroUe  E  in  Verbindniig,  weiche 
seine  Bewegungen  registriert  (vergl.  Fig.  165). 


Frage  176.    Welches  ist  die  Theorie 
des  Polarplanimeters? 

Figur  166. 


Erkl»  lOL  Ist  a  der  Radius,  femer  d(p 
die  Länge  des  Bogens  für  den  Radius  =  1, 
so  ist  der  Flächeninhalt  des  Sektors: 

1 


2 


a^'dfp 


Femer  ist  der  Flächeninhalt  des  Viereckes 
ÄA'BB"  gleich  der  Basis  h  multipliziert  mit 
der  Höhe.    Die  Höhe  ist  aber  gleich: 

4  Ä'  cos  1// 
wobei : 

AA'  =  adff 

also  hat  man: 

ah  cos  xjfdtf 

für  den  Flächeninhalt  von  AA'BB'*. 

Das  kleine  Dreieck  EDH'  kann  man  näm- 
lich als  rechtwinklig  und  die  Seite  AA'  als 
eben  betrachten.    Dann  ist: 

AA' ±0A  ,  A'D±AB 

ErkL  102.  Die  Rolle  kann  sich  nur  senk- 
recht zu  AB  bewegen,  geht  also  B  nach  B% 
so  bewegt  sie  sich  längs  eines  Weges,  den  man 
ersetzen  kann: 


Antwort.  Die  Theorie  des  Polarplani- 
meters besteht  in  folgender  üeberlegong: 

Sei  OA  =  a  (vergl.  Figur  166)  der  Ann 
mit  der  Befestignngsnadel,  AD  =  b  der- 
jenige, der  die  Bolle  D  trägt  und  sei  femer 
AD  =  c.  Geht  der  Punkt  B  in  einen  be- 
nachbarten B'  über,  so  erscheint  O^  um 
einen  kleinen  Winkel  dqt  gedreht. 

Heisse  forner  der  Winkel  zwischen  der 
Verlängerung  von  OA  und  AB,  ^^  so  ist 
dann  der  Winkel  zwischen  der  VerlängeruDg 
OA  und  A'B'i 

\p'^di(>'\'d\lf 

Wir  haben  (vergl.  Erkl.  100) : 
^OAA'  z=i^a^d(f 
[JABA'B"  =  ah  cos  yfdtp 
AB"A'B'  =  ^hiid<p  +  djp) 

also  die  ganze  umfahrene  Fläche: 

F  =  ^OAA'  +  [JABA'B"  +  AB"A'B' 
oder: 

1)  .  .  .  F  ^  -^-  d<f  -j-  a6  cos  (pd(p 

+  -2-(^V  +  <^V') 

Geht  die  Rolle  von  D  nach  D\  so  ist 
der  Weg  (vergl.  Erkl.  101): 

DD**  =  ad(p'C09tp 
und 

D*D"  =ze(d(p  +  dip) 

dabei  dreht  sie  sich  um  einen  Winkel: 


2rn     ^ 
n 


^rn 


n 


stellt  dabei  einen  Teil  der  Drehung 

dar.    /'  ist  der  Radius  der  Rolle,  und  n  jene 
Zalil,  die  angibt,  in  wieviel  Teile  die  Rolle 
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Daraas  folgt: 
neos  ifidif  ^  - 


c(<ig>  +  dv>) 


1)  durch  den  Weg  J_  m  AB,  also  parallel  geteilt    Ist.     Wir    haben    also    (vergleiche 
und  gleich  ^'P,  d.h.irieobeuabgeleitetwnrde:  ErkL  101): 

adip  cos  ff/  Srit 

2)  dtt«h  jenen  Weg.  der  dem  Bogen  fi"B'  2)  ■  -  ■  -^  di,  =  adifcoatl,  +  c(d<f  +  a,l,) 
in  der  Batfemnqf  c  entspricht,  d.  h.: 

e(d(f  +  d,fi) 

ErU.  los.     Nach  den  Prinzipien  der  Int«- 
grah^^hnnng  iat: 

f 
/•"  =  "- 

(Vergl.  auch  Kiejers  Lehrbuch  der  Integral- 
rechnung.) 

Fignr  167. 


Wird  ^esea  in  die  erste  Gleichong  ein- 
gesetzt, so  folgrt: 


also  dnreh  Intt^ntion: 


6(6— ae) 


('/■f— V-J 


dabei  bezeichnet  der  Index  i  den  Wert  des 
betreffenden  Winkels  am  Ende  and  A  den 
Wert  am  Anfange  der  Operation. 

In  dieser  letzt«D  Oleichnog  ist  die  ganze 
Theorie  des  Polarplanimeters  enthalten  (ver- 
gleiche ErkL  103). 

BstnchUn  wir  non  swei  FiJle,  die  vor- 
kominea  kOnneii. 

Nehmen  vir  an,  wir  hatten  beim  Pnnkte  B 
angefangen,  die  FlSche  BEDC  zn  be&bren 
und  gehen  wir  von  £,  D,  C  bis  wieder  zu  B 
«her,  so  ist  (vergl.  Figur  167): 
V^  =  ». 

d.  h.  der  Anfaogswert  des  b«treffiBnd«i  Winkels 
gleich  dem  EndwerL    Wir  haben  also: 


I. 


-("e 


'^> 


Nehmen  wir  an  (vergl.  Fignr  168),  wir 
hätten  den  Pnnkt  0  (den  aogenaanten  Pol 
des  Polarplanimeters)  in  der  Figur  selbst, 
dann  ist: 

aber: 

Bcnerbnng.    IHe  Konstanten  t  nnd  /  n  he-  V(  —  V^  +  ^^^  =  f  ^  +  2  n 

xtimmt  man  am  besten  durch  Befahren  bekannter  demnach: 
Flächen,   mit  dem  Pol  ausserhalb  F  und  mit  Vt"  Vj  =  3n 

dem  Pol  innerhalb,  dann  wird:  Wir  haben  also  in  diesem  Falle: 


i  =  - 


II  . 
wenn  wir: 


=^c,— J+- 


Natürlich  wird  man  mehrere  Bestimmungen 
machen    nuil    aus   den    Besnitaten  dau   Mittel   setzen: 
nehmen. 


VaHie«niigilni]ide< 

wom  der  Pol  «naierlialb  und: 

wenn  der  Pol  Innerhalb  der  Figor  liegt, 
deren  Flftcheninbalt   bestimmt  werden  «oU, 


Fra^  177.    Wie  ist  das  Planimeter 

konstruiert?  Antwort.     Du  recbte  Ende  der  Lanf- 

rollenacbse  lie^  ezzentriech  indemCylinderf, 

80  dau  durch  Drehen  des  letzteren  die  Achte 

Bemerkniif.    Die  Figur  le9,  sowie  die  Be-  parmUel  zum  mathematischen  Fahrarm  (die 

Schreibung     ist     der    „P«liti«diei>    Anleitung  ^"""^  ^^  Fahrrtiftspitee  f  und  die    Polar- 

rnm  Gebranch   nnd   «nr  grtlndlieheu  Prüfung  *«*"  ^  ««^«»»le  Verbindungshnie)  gesteUt 

.  ,   ^      ,,,„,.  ^,  ^      ,.   werden  kann.    Das  linke  Ende  der  Achse 

des  e>nfecheu  Polar-Planinete»  Ton  G.  Coiadi  „^^j  ^irisch  in  einem  kleineren  Cjlinder, 

in  Zünch  entnommen.    Diese  herllhmte  Firma  „elcber  vermiUelB  einer  SUhlschianbe  mit 

baut  noch  andere  Modifikationen  Nr.  II  nnd  III    eingreifendem   Sapde    xur   BeseitigiiDg    des 

(vergl.  Figur  170  und  171).  Spielraums   ans-   nnd   eingeschoben   werden 

kann.    Beide  Cjlinder  werden  mittels  Dmck- 

Figor  169. 
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schräabchen  in  ihren  SteUnngren  gehalten. 
Die  ganzen  Umdrehongen  der  Laufrolle 
worden  dnrch  das  Zählrad  angegeben,  dessen 
Zähne  mit  etwas  Spielraom  in  das  an  der 
Lanfrollenachse  befindliche  Gewinde  ein- 
greifen und  dessen  Teilkreis  bei  jeder  Um- 
drehung der  Bolle  nm  einen  Teil  vorwärts 
rückt.  Der  Arm  P  trägt  an  seinem  End.e 
eine  Nadelspitze,  welche  den  Drehpunkt  (Pol) 
des  ganzen  Instrumentes  bildet  und  während 
der  Operation  an  seiner  Stelle  bleiben  muss. 
Am  Ende  des  Fahrarmes  A  ist  der  Fahr- 
stift f  senkrecht  eingeschraubt. 


Fn«e  178.    Wie  wird  das  Polar- 

planimcter  gebraucht?  Antwort    Soll  das  Polarplanimeter  ge- 
braucht werden,  so  befestigt  man  den  Pol 

Bemerkung.     Bevor  man  das  Instrument  ausserhalb  und  in  die  Nähe  der  zu  be- 

zu  Flächenberechnungen  benützt,  überzeugt  man  fahrenden  Figur.    Die  Polstellung  innerhalb 

sich  im  allgemeinen  von  dem  guten  Zustand  ist  zu  vermeiden.    Grosse  Figuren  werden 

desselben.     Die  geteilte  Laufrolle  muss  sehr  ^^  JS^^  zerlegt    (Vergl.  Anweisung  VIII, 

leicht  spielen  und  einen  kaum  fühlbaren  Spiel-  P-  ^^  ^^^^  ^^  ^^   Falirstiftspitze    auf 

räum  zwischen  Ihren  Körnern  haben;  derNomus  ^^^^  ^^^^^  ^^  merkenden  Punkt  des  üm- 

darf  den  Teilkreis  der  Bolle  mcht  berühren  f^^  ^^^  ¥ig^,  wobei  man  gut  thut,  um 

tmd  soll  auch  nicht  zu  weit  abstehen,  um  ein  den  Einstellnngsfehler  zu  vermindern,  den 

scharfes  Ablesen  zu  ermöglichen ;   es  ist  gut,  Anfangspunkt  so  zu  wählen,  dass  die  beiden 

wenn  man   von  Zeit  zu  Zeit   ein  Stückchen  Arme  des  Instrumentes  nahezu  rechtwinklig 

dünnes  Postpapier  zwischen  Nonius  und  Teil-  stehen.    Nun  kann  man  entweder  den  Stand 

kreis  hineinschiebt,  um  etwa  eingedrungenen  ^^^  Zählrades,   der  Rollenteilung  und   des 

Staub  zu  entfernen.     Das  Zählrad  soll  sehr  Nonius  aufnotieren,  oder  durch  Vers^ieben 

leicht  gehen  und  genügend  Spielraum  im  Ge-  f  ^.?  Polgejrf  ^ts  den  Nullpunkt  der  Rollen- 

««•  j   \      ^     j>   «"""«^"'*  "i"^"***"/^  ^"^  teilung  auf  den  Nullpunkt  des  Nonius  bringen, 

winde  der  LaufroUenachse  haben.    Die  Achse  ^^3  gähkad  stehe  beispielsweise  auf  3,  die 

des  Polarms  soll  leicht  gehen,  darf  aber  nicht  KoUenteilung  auf  0. 

den  geringsten  Spielraum  zwischen  ihren  Körnern  Nun  führt  man  mit  möglichster  Genauig- 

haben;  man  überzeugt  sich  hiervon  am  besten,  keit  die  Fahrstiftspitze  auf  der  Grenzlinie 

indem  man  Fahr-  und  Polarm  parallel  zu  ein-  der  Figur,  in  der  Richtung,  wie  der  Zeiger 

ander  stellt,  und  dann  den  Polarm  auf-  und  an   der  Uhr   sich  bewegt,   bis  genau   zum 

abwärts   zu    bewegen    sucht,    ausser    einiger  Anfangspunkt  zurück.     Hierbei   dreht   sich 

Federung  darf  keine  Bewegung  des  Polarms  das  Instrument  um  den  Pol,   während  die 

in  i\\^J^  u- 1,*«         X  r  u      •       p^i.         j  ßoUe  eme  bald  gleitende,  bald  vor-,  bald 

m  dieser  Richtung  möghch  sein.     Fahr-  und  rückwärts  roUende  BewegJmg  annimmt. 

Polararm,  sowie  der  Fahrstift  sind  wohl  vor  j)^  genaue  Nachfahren  der  Figuren  wird 

Verbiegung  zu  schützen.  erleichtert,  wenn  man  den  Ballen  der  Hand 

Besondere  Sorgfalt  ist  auf  die  Konservierung  auf  ein  Stückchen  Papier  auflegt,  welches 
der  Holle  als  des  wichtigsten  Teils  des  Instru-  eine  glatte  und  eine  rauhe  Oberfläche  hat 
mentes  zu  verwenden.  Man  gebe  wohl  acht,  QaXsAat^  nach  oben)  und  auf  demselben  die 
dass  der  Rand  der  Rolle  oder  die  feinen  Spitzen  Hand  wie  auf  einem  Schlitten  herumführt. 
der  Rollenachse  nicht  durch  Stoss  oder  Fall  pi®  Verwendung  eines  Lineals  zum  Nach- 
beschädigt werden.  Von  Zeit  zu  Zeit  soll  auch  ^^/^  .^fj  f  radlmigen  Teüe  des  Umfangs 
,  ,.  .  i.-Lrki  j  cjx  Wird  vielfach  empfohlen,  doch  erhält  man 
das  alte  etwa  verharzte  Oel  an  den  Spitzen  hierdurch  leicht  einen  positiven  oder  negativen 
der  Laufrollenachse  entfernt  werden,  indem  Umfahmngsfehler,  während  beim  Nachfahren 
man,  nm  ein  Herausnehmen  derselben  zu  ver-  aug  freier  Hand  die  Fehler  bald  positiv,  bald 
meiden,  einen  in  Petroleum  getauchten  Zwirn-  negativ  sind,  sich  also  gegenseitig  eher  auf- 
faden  über   die   Spitzen   der  Achse   an    der  heben.    Ferner  ist  bei  Benützung  eines  Lineals 
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Lagerstelle  derselben  hinwegzieht,  wobei  die  zum  Nachfahren  darauf  za  achten,  dass  kein 

Lauflroile  durch  Unteriegen  des  Rollenrahmens  seitlicher  Druck  auf  den  Knopf  des  Fahr- 

fleisch  webend  gemacht  wird;  hierauf  bringt  man  »tifte  ausgeübt  wird,  infolge  dessen  der  Fahr- 

an  jede  Spitze  mit  einem  zugespitzten  Hölzchen  Stab  vermöge  seiner  Führung  sich  nicht  in 

ein  klein  weniff  vom  feinsten  Gel  *^^  ^^^^  ^'®  Fahrsüftspitze  bedingten  Lage 

ein  wem  wenig  vom  lemsten  uei.  befindet  und  somit  gleichfalls  ein  Umfehnmgs- 

fehler  entsteht. 

Hat  man  sich  nun  überzeugt,  dass  die 
Fahrstiftspitze  nach  erfolgter  einmaliger  Um- 
fahrnng  wieder  genau  auf  dem  Anfangspunkt 
Bemerkung.     Nebenstehend  wurde  ange-  s^eht,  so  wird  an  Rolle  und  Zählrad  abge- 
nommen, dass  die  Zeichnung  genau  im  Mass-  1/»«^^  Letzteres  stehe  auf  4,  d.  h,  der  Index 

«♦«K  1 .  RAA  ^**n,-^i,«nf  ;»f     qJu^  ^;«  o«^o*^»  desselben  stehe  zwischen  dem  4.  und  5.  Teil- 

Stab  1 :  500  irezeicnnet  ist.    oollte  ein  anderes  ^  •  v    j     xt    •  j     r»  n  .j.  •!     >      •— 

TT   1...1.  •   V   X  u  ■  j  j     «1«  i  L  Ätnch,  derNonius  an  der  Rollentedung  zeige 

Verhältnis  bestehen,  so  wird  der  Fl&chenwert  ^^^  ^^^^    _   jg  ^[^^1  man  direkt  an  der 

eines  Noniusteiles  ein  anderer  und  zwar,  wenn  j^n^  ^y^^  7  ^„^  i/.  Zehntel  am  Nooiiis,  da 

derselbe  für:  weder  der  siebente  noch  der  achte  Strich 

1     _  2  des  Nonius  genau  auf  einen  Teüstrich   der 

500  ~  Rolle  zeigen;  die  Rolle  hat  sich  also  während 

war,  so  wird  er  bei  gleicher  Fahrarmlänge  für:   der  ümfiüirung  um  1000  +  137,5  =  1137,5 

1  Noniuseinheiten  vorwärts  bewegt.   Diese  Ab- 

QQQ,f^  =  2-n2  lesung  wird  nun  noch  mit  dem  auf  dem  Fahr- 

j     ^»  Stab  angegebenen  Flächenwerte  der  Nonius- 

2  1  einheit  multipliziert,   dieser  sei  bei   1 :  500 

"inSn  =  RAft  o  =  2'^^  =  Ö  2  qm,  so  hat  man  1187,5X2  =  2275,0  qm 

luw        ouüj  den  gesuchten  Flächeninhalt  der  Figur.    Hat 

1     _      ^      =r  2  58  =  50  ^^^  ^^^  ^*'  ümfahrung  die  Rollenteilimg 

2500        500.5  nicht  auf  0  eingestellt,  so  ist  der  Stand  des 

u.  s.  w.    Allgemein  war  er  für  das  Verhältnis:  Nonius  und  Zählrades  als  erste  Ablesung  zu 

1  notieren,  z.  B.  8157,5,  und  von  der  nach  der 

"h  ^  f  ümfahrung  erfolgten  zweiten  Ablesung  4295,0 

80  wird  er  für  das  Verhältnis:  abzuziehen  und  die  Differenz  mit  dem  Werte 

<  der  Noniusemheit  zu  multipbzieren. 

j- —  =:  f-n^  Es  empfiehlt  sich,  die  Fläche  zweimal  zu 

^'^^  umfahren,  einmal  vorwärts  und  einmal  rück- 

wärts und  das  arithmetische  Mittel  als  rieh- 
tiges  Resultat  zu  nehmen.  Im  allgemeinen 
merlce  man,  dass  je  weniger  Noniusteile  die 
Fläche  enthält,  also  je  kleiner  sie  ist,  desto 
mehr  Umfahrungen  nötig  werden. 

Frage  179.     Wie  wird  das  Polar- 
planimeter  geprüft?  Antwort.     Um  das  Polarplanimeter  zu 

Bemerkung.    Eine  genaue  Anleitung  wird  P^^«»»   zeichne  man  sich  entweder  Kreise 

in  der  oben  erwähnten  Broschüre  von  G.  Coradi  ^^?  bekanntem  Inhalt  oder  gl^chseitigeDrei- 

,         r.-     lu    ü-        1   ..  .        1.  ecke.    Für  solche  seien  einige  bequeme  Werte 

gegeben.     Dieselbe  Firma  hefert  auch  neuere  ouiyefBhrt- 

Formen,  das  Rollplanimeter  und  das  Kugel- 

planimeter,  welches  letztere  füglich  als  Ideal  ^^^^^  =  ^JJJJ  ^'°"'  ^*^^^^  ^J^  """"' 

eines  Flächenmessers  betrachtet  werden  darf.  "      _  oqooo      ^         "     215    *^ 

(Vergl.  G.  C 0 r a d  i :  Die  Kugelplanimeter.  Zürich.  "      ""  ^         r  r 

Selbstverlag.   Preis  1  Ji,)    Der  Fehlerwert  bei        ^^'^  ^^  »^^  ^*^^^  ^^  achten: 
letzterem  ist  10— 20  mal  kleiner  als  beim  Polar-        I.  ob  sich  die  Differenzen  der  Ablesungen 

planimeter.  bei  wiederholtem  Umfahren  einer  und  der- 

Ein  einfaches  Planimeter  kostet  65  Fr.  =  »«l^en  Figrur  gleich  bleiben; 
45  Ji.,  ein  genaueres  77  Fr.    Ein  Kugelroll-        H.  ob  dieses  auch  der  Fall  ist  bei  allen 

planimeter  bester  Konstruktion  215  Fr.  Polstellungen; 


Das  Planimeten 


Ul 


Das  RoUplanimeter  besitzt  den  Vorzug,  dass 
es  Ton  der  Beschaffenheit  des  Papiers  nahezn 
unabhängig  ist  nnd  in  einer  Richtung  sich  bis 
ins  unbegrenzte  Fortbewegen  Iftsst.  Das  Kugel- 
planimeter  besitzt  dieselben  Vorzüge. 

Bemerkung*  Allgemein  wird  angenommen, 
dass  bei  Anwendung  mechanischer  Hilfsmittel 
Umfahrungsfehler  ohne  weiteres  ausgeschlossen 
seien.  Dies  ist  durchaus  unrichtig,  wie  auf 
Grund  vieler  Versuche  mit  yerschiedonen  Per- 
sonen behauptet  werden  kann.  Erfolgt  nämlich 
beim  Bewegen  des  Fahrstifts  in  einem  durch 
einen  Radius  des  KontroU-Lineals  gegebenen 
Kreis  der  Druck  auf  den  Knopf  des  Pahrstifts 
nicht  immer  tangential,  so  entsteht,  obgleich 
die  Ffthrstiftspitze  die  Kreislinie  nicht  verlassen 
kann,  eine  Federung,  infolge  deren  der  Fahr- 
arm eine  andere  als  die  durch  die  Fahrstift- 
spitze  bedingte  Lage  annimmt,  woraus  dann 
namentlich  bei  grossen  Kreisen  ganz  erhebliche 
Umfafaningsfehler  entstehen,  wie  jeder  sieh  selbst 
überzeugen  und  nachrechnen  kann.  Es  empfiehlt 
sich  daher,  sowohl  den  Fahrstift  als  auch  das 
Zentrum  des  KontroU-Lineals  mit  einem  Ge- 
wichtchen zu  beschweren  und  nicht  am  Knopf 
des  Fahrstifts,  sondern  am  KontroU-Lineal  zu 
führen! 

Bemerkung,  PoIarplaAimeter  werden  von 
guten  Firmen  stets  in  tadellosem  Zustande  ver- 
sendet. Man  wird  daher,  wenn  man  dasselbe 
nicht  missbraneht,  stets  ein  gutes  Instrument 
in  Hiaden  haben.  Sollte  dasselbe  aber  doch 
mangelhaft  sein,  so  emi^fiehlt  es  sich,  dasselbe 
dem  Erzeuger  zur  Berichtigung  zu  Übersenden. 
Das  Selbstkorrigieren  ist,  ein&chste  Fälle  aus- 
genommen, immer  misslich. 

Figur  173. 


Figur  172, 
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III.  ob  der  abgelesene  Flächeninhalt  in 
allen  Fällen  dem  wirklichen,  innerhalb  der 
gestatteten  Grenzen  entspricht. 

Die  Genauigkeit  kann  zu  0,5  Prozent  der 
gemessenen  Fläche  angenommen  werden. 

Bei  Vornahme  der  Prüftmg  des  Plani- 
meters  hat  man  sich  vor  allem  von  den 
ausseriialb  des  Instruments  liegenden  Fehler- 
quellen  frei  zu  machen.  Man  verwende  ein 
auf  einem  eb^en  Reissbrett  eben  und  glatt 
aufgespanntes  Papier.  Da  zu  einer  ratio* 
nellen  Prüfung  des  Planimeters  eine  grosse 
Anzahl  von  Umfahrungen  erforderlich  ist, 
und  Umfahrungsfehler  bei  der  Prüfung  aus- 
geschlossen sein  sollen,  so  verwendet  man 
hierzu  mit  Vorteil  mechanische  Hilfsmittel. 
Als  solches  empfiehlt  sich  vor  allem  das 
sogenannte  Kontroll-Lineal  (vergl.  Fig.  172)» 
ein  Massstäbchen  von  dünnem  Messingblech, 
auf  welchem  eine  genaue  Einteilung  in  Centi* 
meter  angebracht  ist.  Im  Ereuznngspunkt 
des  Nullstricbs  mit  der  Läiigenlinie  ist  ein 
feines  Loch  gebohrt,  in  welches  eine  Nadel 
senkrecht  eingesteckt  und  durch  eine  Schraube 
gehalten  wird.  An  den  Ereuzungspunkten 
der  übrigen  Teilstriche  ist  je  eine  kleine 
kegelförmige  Vertiefung  angebracht,  in  welche 
die  Fahrstiftspitze  eingesetzt  werden  kann. 
Das  eine  Ende  des  Lineals  ist  abgeschrägt 
und  trägt  einen  Indexstrich  zur  Einstellung 
auf  den  Anfangspunkt  der  Dmfahrung,  welcher 
durch  eine  feine,  nach  dem  Zentrum  ge- 
richtete Bleistiftlinie  auf  dem  Papier  markiert 
wird.  Die  Anwendung  des  KontroU-Lineals 
dürfte  am  besten  aus  stehender  Skizze  (vergl. 
Figur  173)  zu  ersehen  sein. 

Mit  Hflfe  des  Kontrol-Lineals  werden  also 
Kreise  von  genau  bekannten  Flächen  um- 
fahren. 


Frage  180.    Was  ist  das  Kugel-       .  ^  ^     t.      ir     i  i    •    ♦ 
loUül^imeter?  Antwort     Das   Kugelplammeter  unter- 

^  scheidet  sich  vom  Polarplanimeter  dadurch, 


14S  ToimeBsmigakaiide. 

Bemerkuiir.  Nachstehende  BetrachtongeD  dan  es  sich  nicht  wie  das  Polat^lanimeter 
Bind  dem  Werkchen  „Die  Kogelplanimeter"  von  tun  einen  Paukt  drelit,  sondern  wieehiWsgeD 
O.  Cond!  entnommen.  Die  Engelpluimetei  tn  gerader  Linie  sich  fortbewegt-  Sb  üt 
wnrden&nfGrnndderAndentnngenvonF.Hoh-  deshalb  ein  Llnearplanlraeter. 
man  in  Bamberg  von  G.  Coradi  konstmiert  nnd  ■  ,^  dem  GesteU  B  Ist  die  Ach»  a  ein- 
sind alB  die  heaten  Keprtoentanien  der  FlSchen-  ff^'^  *"'  ^^%  ^'=^f,  "  »'"^  '«f  5r«' 
..     *^  Cylinder  £  verbanden,  die  genas  gleichen 

me^aer  ^^^  betrachten.  Durthmesser  haben.   Der  eine  dieser  Cjlin der 

ist  mit  ehier  fehlen  Verzahnung  versehen, 
in  welche   das  an  der  Achse  b  befestigte 
Zahnradchen  £■  eingreift.  In  der  Hltte  dei 
G«8telles  B  ist  die  vertikale  Drehachse  de« 
Benieiknog.    In  der  Zeichnung  sind   die  Fahrarms  F  angebracht,  bestehend  ans  swd 
Lager  der  Achse  b  fest  mit  dem  Gestell  B  Ter-   StaUschranben ,   derm  gehBrtete  SpiUen  hl 
bnndeu  nnd  es  mnaaten  bei  den  ersten  Instm-  twelESmer  eingreifen,  die  in  derFahrarm- 
menten   dieser  Art  der  richtige  Eingriff  der  hülse  H  to  eingebolirt  sind,  dass  ihre  ^'er- 
beiden  Zahnrttder  d&dnrch  endelt  werden,  da«  bbidongslfaiie  (a&o  die  Fahrannachse)  vertikal 
das    eine   in   einer  verschiebbaren    Suhlplatte   Steht  zum  Fahrann  nnd   die  durch  dieselbe 
befindliche  Lager    der   Achse  A  mittels  einer  ""^  J]^    Fahrstlflspitze    ;'    gelegte    Ebene 

Korrektionsschraubc  dem  Bädchen  B»  genShert  P'^iSrL^r^.^'u  "^  1°      "^    Ä 

,  ,      „     ■■  1     „■      -~  .  Letzterer    besteht    aus    emera    vlenaotigen 

oder  entfernt  wurde.    Damit  der  Eingriff  des  Sohlen  Messüigstab,  der  in  V»  nun  eingeUUt 

Rftdchens  JP  automatisch  erfolge,   ist  jetzt  die  igt.    Bewegt  man  non  das  Instrument,  Indem 

Achse  B  in  einem  Bahmen  eingelagert,  welcher  man  es  am  Knopf  des  Fahrstiita  nm&sst,  BO 

am  eine  horizontale,  zwischen  Spitzenschrauben  drehen  sich  die  beiden  Cylinder  A  am  die 

gehende  Achse  beweglich  iit;  eine  Spiralfeder,  Achse  A    und   geben    dem    Gestell  B    oline 

die  einerseits  mit  dem  Rahmen,  anderseits  an  weiteres   eine  geradlinige  Führung  auf  dem 

der   Kßmerschranbe   der  Achse  A  eingehingt  ^^^-      D'e    Bewegung    der   Cylinder    wird 

ist,  zieht  den  Rahmen  soweit  abwftrts,  dass  die  ^""^  •*»•  ^'^^^  ■^/°*/'«  ^'^^^  *  ^em 

beiden  Räder  stets  richtig  in  einander  eingreifen;   SflT"?.   ^^        *  "^i  ^'T  '^«*T" 

„.,.,,,  ^    .      ^..      ...       , .  teilt  seme  Bewegung   voll  and  ganz    dem 

die  Achse  6  IHuft  einerseits  mit  einer  fem  aus-  ^linder  C  mit  nidlwar  im  Verfiütnia  des 

gearbeiteten  gehärteten  SpiUe  in  einer  Körner-   Halbmessers    des    (vertikalen)    BerahningB- 

sehraube.  anderseits  in  einem  konischen  Hals-  kreises.  Dreht  man  bei  stülstehendem  Wagen 

lager  aaf  gehärteter  Stahlplatte.  ita  Fabrarm  um  seine  Achse,  so  bleibt  das 

KngftlsAgment  still  stehen  nnd  der  Qyllnder 

wBlzt  sieh  auf  dem  grSssten  HoriEontiükreiae 

der  Kugel,  wodurch  nar  der  HalbmessAr  des 

BerShmngskreises  geilndert  wird. 

Figur  174. 


Das  PlKDimeter. 


Frage  181.  Aufweichen  Prinzipien 
beruht  das  Eugelrollplanimeter? 


B«Berkiuig>  Wird  der  FaliranD  bei  still- 
stehendem  Wagen  tun  seine  Acfase  gedreht,  so 
entstellen  wohl  kleine  Drehnngeii  der  Ueserolle, 
diese  heben  sich  aber  beim  Befahren  einer  ge- 
scblosseBen  Figur  anf  nnd  sind  denuiach  ohjie 
Einflnss  anf  das  Beniltat. 


Brkl.  104.    Die  Fl&che  eines  Bechteckes  ist 
gleich  Gmndlinie  mal  HOhe. 


Antwort  Das  Prinzip,  anf  welchem  das 
Bollplaninieter  bemht,  et^t  sich  ans  nach- 
BteheDden  Betrachtungen: 

Bewegt  man  das  laitrament  anf 
der  Zeiohnnngaebeoie  vorwärts,  so 
beuhrelbt  die  Drehachse  des  Fabr- 
arms  eine  gwade  Linie.    Steht  der 
Fafaraim  rechtwinklig  zur  Achse  Ä 
der  beiden    Lanfwalzen    RR,    so 
steht  anch  die  FahrBtiftspitae  auf 
'  dieser  Linie.     Wir  wollen  sie  die 
Grtudlinie  nennen  (ven;!.  Fig.  176). 
Der  Cyllnder  C  berfllut  dum  die 
Kogel  in  der  VerUngenuig  ihrer 
Drdiachfle  oder  in  ihrem  Pol,  es 
findet  also  bei  der  Befahning  der 
Onindlinle  keine  Drehung  der  Uees- 
Tolle  statt. 
Wir  wollen  nnn  aeigen,  daas  bei  der  Be- 
fahrang  der  Strecke  BD  (versL  Fig.  176) 
die    f^che    des  Bechteckes   ABBE   aus- 
gedrückt werden  kann  durch  die  Abwickelaog 
der  HesaroUe  multipliziert  mit  einer  von  der 
^chaffenhdt  des  Instnimentea  abhSngigen 
Konstanten. 

Sei  BB  =  x,  AB  =  y,  so  wird  diese 
Flache  =  xy. 

Bewegt  sich  der  Stift  B  nach  D,  also 
am  die  Stelle  x,  so  bewegt  sieb  auch  ein 
Punkt  am  umfange  der  Luifwalzen  R"  um 
X  nnd  analog  eüi  Punkt  am  Umfang  des 
Bfidchens  R,  und  ein  Punkt  b  des  Berühnutgs- 
kreises  vom  Halbmesser: 


um  die  Grösse: 

'  H 

Nun  ist  aber: 

A 

abc^lSABC 

also. 

r           AB 

6c"  ~    BC 

Sei  nun: 

AB  =  y 

CB  =  F 

te=:  JS: 

so  wird: 

_!L.-iL 

K~  F 

also: 

K 

,  =  j,._ 

So  dass  also: 

144 
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ErkL  105«    Denn  es  ist: 

CJ9  =  2^  =  der  Länge  des  Fahrarmes, 

hc  =  K  =  dem  Hadias  der  Bertlhrungs- 
kngel  (K)  nnd 

R  =  dem  Badins  des  Rädchens  R,  alle  diese 
drei  Grössen  bleiben  für  dasselbe  Instroment 
konstant. 

Der  Wert  der  Konstante  des  Kpgelrollplani- 
meters  mnss  nun  wie  bekannt  bestimmt  werden. 
Man  kann  sich  dabei  mit  Vorteil  des  oben  er- 
wähnten KontrolUineals  bedienen. 


Also  wird  die  Bewegnng  des  Punktes  h 
gleich : 

a;y  mal  einer  vom  Instrumente  abhängigen 
Konstanten  (vergl.  £rkl.  105),'  d.h.: 

xf/  =  der  Bewegung  des  Punktes  h  mal 
dem  reciproken  Wert  dieser  Eonstanten.  Stellt 
man  sich  nun  das  Rechteck  unendlich  schmal 
vor,  so  wird  dasselbe  ein  Flächenelemeiit  ür 
beliebige  Kurvrabegrenznng  darstellen. 


Frage  1S2.  Wie  gross  ist  die 
Genauigkeit  der  einzelnen  Plani- 
meter? 


Antwort.  Ueber  die  Genauigkeit  der 
einzelnen  Planimeter  gibt  nachfolgende  Zu- 
sammenstellung der  Fehlergrenzen,  welche 
sich  auf  die  ausgedehnten  und  rationellen 
Untersuchungen  des  Herrn  Professor  Lorber 
an  der  k.  k.  Bergakademie  in  Leoben  stützt, 
Auskunft.  Aus  derselben  geht  zur  Genüge 
die  grosse  Ueberlegenheit  der  Kugelplani- 
meter  hervor. 


1 

Grösse  der 
umfahrenen     ! 
Fläche 

qcm 

Der  mittlere  Fehler  einer  Umfahrung  mit  dem  Kontrolllineal  beträgt  in 

Bruchteilen  der  Fläche  beim 

einfachen  Polar- 

planimeter 

Noninseinheit : 

lOqmm 

W«lti-St«rke's 

Tjnearplanimeter 

Noniusefnheit : 

1  qmm 

flreischwebenden 

Kagelplanimeter 

Noniuseinheit : 

1  qmm 

KugohoUplanimeter 

Noniaseinheit :   !   Noniuseinheit: 
1  qmm                   0,2  qmm 

10 

ao 

50 
100 
200 

>;75 

1/149 
1/335 
1/682 
l/lt74 

>,M8 

1/1852 
'/2857 
1/4S55 

1/626 

l/llll 

1/2083 

1/8S33 

1/5128 

l>5 
I'IOOO 
1;1083 
i;34«8 
1  5555 

1-2000 
1/3R33 
1/6850 

Preise 
der  Instrumente 

60—80  Fr. 

400  Fr. 

125—170  Fr. 

150—200  Fr. 

Natürlich  hängt  der  Grad  der  Genauigkeit 
wesentlich  von  der  Vertraatheit  nnd  Genauig- 
keit hei  der  Handhabung  ab. 


4.  Ueber  Fläcbenteilnng. 

Frage  183.    Wie  wird  praktiscB 
die  Flächenteilung  ausgeführt?  Antwort.    Um  das  praktische  Verfahren 

bei    Flächenteüung    uiter    gegebenen    Be- 
n^   ^  u        w  1.        -1.^  ^1.1      dingongen  wohl  zu  veranschaulichen,  wählen 

Bemerknng.Efl  kann  nicht  genng  empfohlen  ^*  folgendes  Beispiel  (vergl.  Fig.  176). 
werden,  stets  mehr  als  absolut  notwendig  Grössen        Nehmen  wir  an,  es  sei  das  Viereck  AB  CD 
zu  messen.    Man  hat  dann  eine  Kontrolle  der  parallel  der  Bichtung  EF  in  zwei  gleiche 
Rechnung  und  Beobachtung,  die  mitunter  sehr  Teile  zu  teilen.  Die  Bonität  wfard  als  gleich 
wertvoll  sein  kann.  vorausgesetzt.    Die  Arbeit  wird  wie  folgt 

ausgeführt:  Man  geht  aufs  Feld  mit  Messband 
oder  Latten,  Baken  und  dem  Theodolit.  Dort 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfiilirliche  Prospekt  nnd  das  ansfttlirliche  In 

haltsyerzeichnis  der  ^^Tollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung^  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur; 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDitten  und  gnt  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  ZQ  gestatten.  i 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt^  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne. Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglicflste  Lehrbuch 
zam  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsTerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  In  Stuttgait. 
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Vollstänc^g  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  und  Entf  IcUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Rechenkunst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
p  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
I  Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik«  Graphostatik,  Chemie 9  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
BrOeken-  u.  Hochbaues;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstell.  Geometrie^  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

l>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  groesh.  liesBischer  Geometer  I.  KlaBge 

in  Frankfurt  a.  M. 
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I  Stuttgart  1894. 

I  Verlag  von  JuliusMaier, 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kam 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähuUches  zur  Seite  steht,  erscheiat  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Auf^^aben  ans  dem  Gesamt  gebiete  der  Mathematik,  PbjNlk, 
Mecbaniky  math.  Geographie,  Astronomie»  des  Maschinen*,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken'  und  Hochbane?,  des  konsirnkÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TollstäcdiK 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verstandlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergSnzen  und  alsdknn  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstfindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhalts Terzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuterniie  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  2ur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
scbaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privat  schulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbesehuleu,  Handelsschulen,  teehn.  Yorbereltungsschulen  aller  Arten,  gewerbHche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  u|id  Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Einjährig- Frei- 
willige- uud  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  AufOnden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seineu  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Foroicln,  Sätze  etc.  anzuwenden  uud  praktisch  zu  verwerten,  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen Yorkomuieudeu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  uud  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  W^ünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischer feldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thiinlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshaiidlung. 
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Figur  177. 


$ 
* 


« 
« 

t 


Erkl.  106.  Sei  EFF'E'  (vergl.  Fig.  177) 
das  Trapezoid  im  geeigneten  Massstab. 

Man  ziebe  FG\\EES'^  so  wird  im  Dreieck 
GFP^  nach  dem  Sinussatze,  da: 

QF*  =  ET'-^EF 


EB  r^zx^zGE" 

FF*  =z  y=iGF 


sin  («  +  ß) 
since 


sin  («  +  /J) 
Figur  178. 


werden  alle  Winkel  ÄBCD  und  alle  Seiten 
gemessen.  Alsdann  wird  genähert  ein  Punkt 
E  genommen  und  in  der  angegebenen  Rich- 
tung F  abgesteckt. 

In  E  und  F  erfolgt  die  Winkelmessung 
der  Richtungen  ÄFD  resp.  BEC.  Ueber- 
dies  werden  die  Seiten  AE  uud  BF^  eventuell 
auch  ED  und  FC  gemessen. 

Hiemit  ist  die  Feldarbeit  vollendet 
Zu  Haus  angekommen  rechne  man  die 
Flächen  ÄBEF  und  ED  FE  aus  und  setze 
nach  cf\ 

ABEF=i  EDFE 

im  allgemeinen  wird  dieses  nicht  der  Fall 
sein.    Es  wird  vielmehr: 

ÄBEF  =z  EDFE  =  -  f 
Man  muss  daher  die  Fläche: 


und 


ÄBEF  um  -5-/ 


EDFE  xas^-^f 


um  die  Zweiteilung  zu  erhalten,  d.  h.  statt 
der  Strecke  EF  vaXE'F'  zu  ziehen,  wobei: 

EFEF  =  \^f 

Denken  vdr  uns  das  Trapez  ÄBEF  zm 
einem  Dreiecke  ergänzt,  so  wird  der  Flächen- 
inhalt dieses  Dreieckes  gleich: 

sin  a  sin  ß 


EF' 


Somit : 


sin  (a  -f-  ß) 


^f^CEF*'--EF')    »^^««^"^ 
2  ^  -v^^         ^'  ^  sin(«  +  ^) 

Da  nun  hier  alles  bis  auf  E'F*  bekannt 
ist,  so  kann  man  hieraus  E'F'  berechnen. 
Für  die  Längen  EE'  und  FF*  ergibt  sich 
(vergl.  Erkl.  106) : 

EE  =  (E  F*  —  EF)       ™*  ^ 


FF'  =  {EF'  —  EF) 


am{a  +  ß) 
sina 


sin(a-|-/J) 

Hiemit  ist  die  Auflösung  vollendet.  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  ein  beliebiges 
Polygon  auf  diese  Weise  geteilt  werden  kaiui. 


/!Xf' 


5.  Aufgaben  über  Flächenteilnugen. 

Aufgabe  44.    Ein  Viereck  soll  so 
in  zwei  gleiche  Teile  geteilt  werden, 

dass  die  Teilungslinie  durch  einen  ge-       i.  Auflösung.    Sei  0  (vergl.  Fig.  179) 
gebenen  Punkt  geht.  der   gegebene  Punkt,   durch   welchen   die 

Liska,  VermessQDgsknnde.    I.  10 
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Vermessnngskiiiide. 


Figur  179.  Teilungslinie  gehen  soll  und  Oif  die  hypo- 

thetisch abgesteckte  Strecke;  bezeichnen  wir 
wie  oben  den  berechneten  Fehler  mit  f, 
femer  OE  =  a,  EF*  =  h.  EE*  =  x, 
FF*  =  y,  -^OEE*  =  «,  -^OFB'  =1?,  so 
haben  wir: 

also  (vergl.  Erkl.  107): 

I  .  .  .  (a  +  &)y8in/J  — aassina  =  f 

Da  aber,  wenn  <^FOF'  =  qo  gesetzt 
wird,  im  AOEE*: 

a  "~  sin(<y)  —  «) 
und  im  AOFF': 

y      _        siny 
ErkL  107.     Der  Flächeninhalt  eines  Drei-  a  +  6  "~  sin  (y  +  /8) 

ecks  ist  gleich  dem  halben  Produkte  zweier  Seiten   g^  f^^i^  ^urch  Einsetzen  in  die  Gleichung: 
in  den  Sinns  des  eingeschlossenen  Winkels.  glu^  8in<psina 

(a  +  b)2 sinÄ  — ;— — ^7-- —  c^   .  ,     , — r-  =  f 

Bemerkung*    Man  findet  andere  An^ben  oder  wenn  man  die  Gleichung  mit: 

über  Flftehenteilungen  in  Sachs,  Lehrbuch  der  sin(^-|-a)8in(<^>f  ^) 

Planimetrie,  Teil  V,  Seite  75  und  147.  multipliziert: 

(a  +  W  sio^  8i^«  8in(y  -\-a)'-a^  siuiy)  sin«  sin(y  -{-  ^)  =  / 

Da  nun: 

sisi(ip  -^  B)  =>  fmfp  ao^B  -^^  cos9>  sinO 

so  folgt: 

(a  -|-  &)s  sin/9  cosa  sin^^  -{-(a-j;-  &)<  sin^  sina  sin^  co8<p 
—  a^  sin a  cos^  sin^^  —  a^  sina  sin  /}  sin^  cos<y>  =  /" 

oder  wenn: 

ui  =  (a  4-  ^)^  sii^/^  cosa  —  a^  sin«  cos^ 
^  =  [(a  +  ()Sa2]  sina  sin^ 

gesetzt  wird: 

J.8in2(p-{-Bsin(y)Cos<^  =  f 

Da  nun  (vergl.  Erkl.  108): 


Erkl.  108.    Es  ist  für  aUe  Winkel: 
2sin(/)C0S9>  =  sin2^ 


ferner : 


Denn: 


8in«y  =  -^(1  — cos2y) 


sin<^co8<y)  =:  -  -sin 2 <^ 
sin«</)  =  —-  (1  —  cos2^) 

2s 


8in2(y)  =:  9m{fp-\-if):^fAsifpc^^tf'\-^osip9i]Jiip   go  folgt- 

zrasinvcosv  B8in2»-^cos2v,  =  2/'-^ 

C0s2^  =  cos(<y)-{~<^)  =  <^08^  co8<^  —  sm^  8m<y) 
=  cos*^  —  siu^c^ 


Da  nun: 
so  folgt: 
also: 


cos^ijp  =  1  —  sin^y 
cos2<y>  =  1  —  2  8in2(^ 


sin^y  =  ~-  (1  —  cos2(/)) 


Setzt  man  also: 

B  =  ^cosO 

ul  =  ^  sin  O 
so  folgt: 

^  (cos  O  sin  2  9  — sin  O  cos  2^)  =  2/ — A 

oder: 

II  .  .  .  ^sin(2y  — e)  =  2f^Ä 

Dabei  wird: 

'         *        ^cose       jB 

Q  =  \/((>cose;2  4-(^8inej«  =  V'iH-^ 
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oder: 


2)  .  .  .  e  = 


ErkL  109.  Sind  xy  x'y*  x**y*'  die  Eck- 
punkte eines  Dreiecks,  so  ist  der  doppelte 
Fläcbeniohalt  gegeben  dnrch  die  Determinante : 

\    X     y 


sin  B        cos  B 

die  Formeln  1)  und  3)  eignen  sich  besonders 
für  logarithmische  Rechnung.  Ans  II  folgt 
sodann: 

sin(ay~e)=:  ^^~^ 

Hieraus  ergibt  sich  tp  und  mit  diesem: 

sin<^ 


«  =  a 


sin  [ip  -|-  «) 


y  =  («  +  ^) 


%VHf 


X"    y** 


=  2F 


Liegen  die  drei  Pnnkte  auf  einer  Geraden, 
so  ist  i^  =  0,  also  auch: 

\    X      y 


1    x'     y* 
1    a;"    y" 


=  0 


Die  Determinante  lautet  ausgewertet: 
1    X     y 

=  a?'y  +  »"y'4-^y" 


X 

l    X'     y' 
1     x"    y" 


ein  (y  +  ß) 

Damit  ist  die  Aufgabe  in  jeder  Hinsicht  gelöst. 

IL  AnflSfung.  Es  werde  angenommen, 
dass  die  Koordinaten  der  Pnnkte  gegeben 
sind  und  zwar: 

A  * '  •  x^y^ 

JB  •  *  •  x^y^ 

C  . . .  a?jyg 

D  . . .  x^y^ 

0  . . .  Xj^y^ 

Die  Koordinaten  der  gesuchten  Punkte 
seien: 


—  xy*  —  x*y*'  —  yx" 


E' 


ry 


Vergleiche  Weichold,  Lehrbuch  der  Deter- 
minanten und  Cranx,  Lehrbuch  der  analytischen 
Geometrie. 

Die  nebenstehende  Auflösung  empüehlt  sich 
in  der  Praxis  nicht  Wir  haben  sie  nur  an- 
geführt, um  zu  seigen,  wie  elegant  formell  sich 
dieses  Problem  lösen  lässt.  Theoretisch  ist  es 
dnrch  nebenstehende  Formeln  gelöst,  praktisch 
ist  damit  soviel  wie  nichts  gewonnen. 


F'  . . .  x'y' 

Dann   haben   wir   folgende  Gleichungen 
(rergl.  Erkl.  109): 

I.  OE'  F*  in  einer  Oeraden: 
1    *i    -. 

l    X      y      =0 
1     n' 


'6    y* 


IL  AE'D  in  einer  Geraden: 


«I  yi 

X     y 

^K  y* 


=  0 


in.  BF'C  va  einer  Geraden: 


1 


y% 


ys 


=  0 


IV.  Es  mu8s: 

AEBF—EDQF 
oder  in  Determinantenform  aasgedrückt: 


1 

^1 

Vi 

1 

X* 

y' 

1 

X 

y 

1 

*4 

y4 

1 

X 

y 

+ 

1 

a?l 

y\ 

= 

1 

X' 

y' 

+ 

1 

^« 

y* 

1 

X* 

y' 

1 

«« 

y% 

1 

^4 

y4 

1 

«' 

y' 

6.  Aufgaben  Aber  Teilungen. 

Anmerkung  7.  Die  nachfolgenden  Aufgaben  haben  meistens  für  die  Praxis  wenig  Be- 
deutung, aber  sie  behalten  immer  ihren  eigentümlichen  Wert;  zum  mindesten  ent- 
halten sie  einen  guten  Uebnngsstoff  für  landmesserische  Bestrebungen;  und  wer 
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Vennessnngskimde. 


Bich  mit  solchen  Teflangsberechnungen  vertraut  gemacht  hat,  wird  oft  auch  in  der 
Praxis  Anwendungen  dafür  finden,  welche  dem  Nichtgeübten  entgehen.  In  Bezag 
auf  die  geometrischen  Konstruktionen  sei  bemerkt,  dass  sie  zuweilen  auch  in  der 
Praxis  angewendet  werden,  wohl  aber  nur  dann,  wenn  nicht  aUzugrosse  Oenanigkeit 
gefordert  wird  und  wenn  das  Massverhältnis  grosser  als  1 :  500  ist 

Aufgabe  45.   Ein  Dreieck  von  glei- 
cher Bonität  soll  in  zwei  Teile  von  einem 
Eckpunkte  aus  geteilt  werden.  Das  Ver- 
hältnis der  beiden  Teüe  soll  m:n  sein.       Auflösung.   Sei  ^50  das  gegebene  Drei- 
eck und  C  jener  Punkt,  von  dem  aus  dasselbe 
geteilt  werden  soll,  dann  haben  wir,  wenn 
D  den  Teilungspunkt   bezeichnet,   offenbar 
(vergl.  Fig,  180): 

I  .  .  .  AD+DB=iÄB 

Ziehen  wir  die  Höhe  CE,  so  ist  der  In- 
halt von: 

DCBz=:\dB'EC 

Diese  Inhalte  sollen  sich  aber  yerhalten 
wie  m\n^  wir  haben  also: 

„  ^,    ..^      «.      «  .         .,     ..  \AD'CE=z\BD'CE=.m\n 

Erkl*  HO«    Eme  Proportion  wird  nicht  ge-  2  2 

ändert,  wenn  man  ein  äusseres  und  ein  inneres  o^e^  (vergl.  Erkl.  110): 
Glied  zugleich   durch    dieselbe  Zahl  dividiert 
1 


(nicht  -^CE). 

Erkl.  111.    Es  ist  aus  II: 

ÄD  =  BD  — 

n 

dieses  in  I  eingesetzt  gibt: 


II  .  .  .  AD:  BD  =:m:n 

Aus  den  Gleichungen  I  und  II  berechnet 
sich  AD  und  BD  leicht.  Man  erhält  (vergl. 
Erkl.  111): 

AB 


AD  = 


AB  = 


1+- 
AB 


BD=z 


=  AB 
AB 


1  + 


m 


1+^ 

'     n 


Die  geometrische  Konstruktion  ist  einfach, 
man  teüe  AB  im  Verhältnis  mm  und  ver- 
binde den  Teilungspunkt  mit  C. 


Aufgabe  46.  Ein  Dreieck  soll  von 
einem  auf  einer  Seite  liegenden  Pnnkte 
D  so  in  zwei  Teile  geteilt  werden,  dass 
sich  die  Flächen  wie  min  verhalten. 

Bemerkung.  Sehr  zahlreiche  und  instruktive 
Aufgaben  über  die  Teilung  von  Figuren  vom 
geometrischen  Standpunkte  findet  man  in  Sachs, 
Lehrbuch  der  Planimetrie.  Man  wird  gut  thun, 
auch  die  dort  sich  vorfindenden  Fälle  zu  stu- 
dieren. 


I.  AuflSsung.  Man  denke  sich  die  Tei- 
lung ausgeführt  Dann  schneidet  die  Teiluogs- 
linie  die  Basis  AB  im  Punkte  E  (vergL 
Figur  181). 

Man  hat  alsdann: 

I  .  .  .  H:h=:AC:AD 

Femer  ist: 

ADE:ACB^ADE=m:n 
Nun  ist  aber: 

/\ADE=:^AE'h 


/\ABC=^^AB-H 

33 
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also: 
1 


^AE'h:^AB'h'-^ÄE'h  =  m:n 


oder: 


TT  ^    AB  H       . 

'AE  ~h 1  =  •**  • » 


Da  nun  nach  der  Gleichung  I: 

H  _  AC 
h   " 


AD 


Erkl.  112.    Es  ist: 

/;y,ACF=:/:^ADF+/^DFC 
/\AED  —  /\ADf\-/:s,DFE 

Nun  sind  aber: 

/\DFC=i  /\DFE 

weil  sie  gleiche  Basis  DF  und  gleiche  Höhe  EG 
haben,  denn  nach  der  Konstruktion  war: 

DG\\CE 

gezogen.  Nun  lautet  aber  ein  planimetrischer 
batz:  Dreiecke  ttber  ^^leicher  Basis  sind  gleich, 
wenn  ihre  Höhen  gleich  sind. 


folgt: 


oder: 


—  1  =  m  :  tt 


AB'AC 
AE'AD 

AB-AC   __  T    ,    »*^ 
AE'AD  "     "*""n 


hieraus  rechnet  sich  AE  wie  folgt: 

hiemit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

II.  AuflSsung.  Man  teile  die  Basis  AB 
nach  der  Aufgabe  43  im  Verhältnisse  miti, 
so  erhält  man  den  Punkt  F,  Verbinde  hierauf 
F  mit  D  und  ziehe  von  C  aas  (vergleiche 
Figur  182): 

CE\\DF 

so  ißt  E  der  gesuchte  Punkt  E.  Die  Ver- 
bindungslinie DE  teilt  das  Dreieck  im  Ver- 
hältnisse von  m:n. 

Um  dieses  zu  beweisen,  braucht  man  nur 
zu  zeigen,  dass: 

A^CF  =  /\ADE 
(vergl.  Erkl.  112): 

Diese  zweite  Auflösung  eignet  sich  vor- 
ztiglich  zur  Konstruktion. 

Man  wird  wohl  in  der  Praxis,  wenn  es 
sich  um  eine  grössere  Genauigkeit  handelt, 
die  rechnerische  Auflösung  vorziehen. 


Aufgabe  47.  Ein  Dreieck  soll  parallel 
zu  einer  Seite  im  Verhältnis  m :  n  geteilt 

werden  (verri.  Fiffur  183).  I-  Auflösung.    Man  hat  offenbar,  wenn 

^      ^        ^  ^  DE  ^e  Teüangslinie  darstellt: 

^DCE:^ABC—/^,DCE=m:n 

oder  auch: 

^DCE:/SABC=z  m:m  +  n 
also: 

DE-CF'.AB-gC  =.  m\m'\'n 

Nun  ist  aber: 

DEiAB  =  CFiCg 

also  wenn  man  diese  Verhältnisse  miteinander 
multipliziert: 

DE^'CF:ÄBi-gC=  m- CF:(m  +  n)Cg 
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Das  heisst  (vergl.  Erkl.  113): 
oder: 


DE^'.AB^  =  m\m'\-n 


Figur  183. 


DE 


-=AB}/- 


m 


«1  +  » 
Nun  aber  vertiillt  sich: 

DEiÄB=:  CDiAC 
man  hat  also  auch: 


I  ...  CD 


^Ac^yJ- 


m 


Erkl.  118.  Ein  Verhftltnis  bleibt  angeändert, 
wenn  man  ein  inneres  und  ein  äusseres  Glied 
durch  dieselbe  Zahl  dividiert  (hier  CF  und  (rC). 


Diese  Formel  führt  zu  einer  Eonstraktion. 

II.  Auflösang.    Man  teile  CA  im  Ver- 
hältnis von  m\n^  so  dass  also: 

CJ :  CA  z=.m\m-\-^ 
dann  ist: 

Nun  konstruiere  man  über  ^C  einen  Halb- 
kreis und  ziehe: 

JH)^AC 

so  wird  (vergL  Erkl.  114): 

^iC^^CJ^CA 
Nun  ist  aber: 


Erkl.  114.  Ein  planimetrischer  Satz  lautet: 
Wird  über  einer  Strecke  AC  ein  Halbkreis  er- 
richtet und  zieht  man  in  einem  beliebif^en  Punkt  J 
die  Senkrechte,  welche  den  Halbkreis  m  B.  schnei- 
det, so  ist :        

Cmz=LCJ*AC 


also: 


oder: 


CJ  =  CA  (—!^^) 


HC*  =  CA^(-    *" 


\m-4-ii 


) 


II  .  .  .  HC=CA\/~^ 

f    m-\-n 


+ 

Vergleicht  man  diese  Oleichung  mit  L, 
so  folgt: 

jyc=  CD 


Aufgabe  48.     Ein  Dreieck  ABC 
soll  durch  eine,  durch  einen  ausserhalb        .   -^  „      . ,      ,  _,,      ^^^^  ,. 

liegenden  Punkt  D  gehende  Gerade  im  .    Auflömi^.    Es  sei  (vergl  Figw  183)  die 

TT    vxix  •  -^  "***'*'       ö.'j"^"^^^^*"'^«  ^  Lage  des  Punktes  D  gegeben  durch   den 

Verhältnis  m:n  geteüt  werden  (vergL  ^^^  j^^S  =  y  mid  durch  die  Lange 

Figur  184).  DC  =  p. 

Sodann  hat  man,  wenn  DF  die  Teilongs- 
linie  ist: 

/SCEF  _       m 

/\ABC  ~  m  +  n 

Nun  ist  aber,  wenn  CE  =  a?,  CF  =^  t/ 
CB  =  a,  CA  =  h  gesetzt  wird: 

^CEF=z^xp%ixiY 
^ABC  =  ^ahÜTLY 


also: 


m 


T         *y  — 
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P 


BUiy 


Bemerkusg*  Man  vergleiche  anch  die  Anf- 
lösiiBg  dieser  Aufgabe  in  Kleyers  Lehrbuch 
der  ebenen  Trigonometrie,  Seite  807. 
Daselbst  findet  man  noch  andere  analoge  Auf- 
gaben behandelt,  deren  Auflösungen  wir  dem 
Leser  empfehlen. 


Femer  haben  wir: 

A  DCE+  A  CEF  =  /\DCF 
also : 

px  sin  5  +  ary  sin  y  =  py  sin  (<f  -|-  y) 
oder: 

—  ap  sin  <f  -|-  y  Bin  ( J  +  y)  =  —^ 
Nun  ist  aber: 

xy  z=z  ah 

also  wird: 

TT  •    /^  I     \  •    j»       a6   msiny 

II  .  .  .  ysin(<r  +  y)  — a:snnr  =  -— — -p-^ 

und  zugleich  (vergl.  Erkl.  115): 

X  sin  <^-  y,  sin  (cf  -f-  y)  =  'zr~r'T  ™  ^  ^'^  (<^+ y) 


m 


m-f-n 


Setzen  wir: 


ahm 


fn-\-n 

a;  sin  (f  =  ^ 

y8in(<r  +  y)  =  ij 

a5  msinv 

-p-i-  =  r 

^     m-f-n 

sin  <f  sin  f  <f  -f-  y)  =  « 


Erkl.  115.    Multipliziert  man  die  Gleichung: 

mit  der  Identität: 

8in<f8in(<f  +  y)  =  sin  J  sin  («^  +  y) 
80  folgt,  da  das  Produkt  unabhängig  ist  von 
der  Reihenfolge  der  Faktoren : 


jTsin  J*y9in(<f-f  y):;=  ah 


m 


tn-^-n 


sin  JsinCJ+y) 


m-|-  n 
80  haben  wir: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  (vergleiche 

Erkl.  116):  

i?  +  f  =  Vf^  +  ^s 
Dadurch  sind  {  und  n  besimmt.    Wir  er- 
halten mit  diesen: 

f 

X  =      .     V 

sma 

V 


y  = 


also: 


Erkl.  116.    Es  ist  identisch : 


f+i,  =  l/U-i7)«  +  4|i, 


sin(cr+y) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.    Zur  Prfifang 
der  Rechnung  kann  die  Gleichung: 

xy  =  ah 
verwendet  werden. 


m-\-n 


Aufgabe  49.    Es  soll  ein  Dreieck 

parallel   zu   einer   gegebenen  Geraden 

im  Verhältnis  m :  n  geteilt  werden.  Auflösung.    Sei  J^E*  die  gegebene  Ge- 

rade, femer  DE  die  Teilnngslinie  (vergleiche 
Figur  185).  Der  Parallelismus  sei  durch  den 
Winkel  ß  =  <^BOE*  definiert 

Sodann  haben  wir,  wenn  AD  =  a:,  AE 
=  y  gesetzt  wird,  ferner  <^ DAE  =  a  ana- 
log wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe : 


L  .  .  .  a:y  =  a& 


m 


m-^-n 
wobei  AC  ^  a,  AB  ==h  gesetzt  wurde. 
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Fignr  185. 


Im  AAED  ist  aber  nach  dem  Sinnssatz 
(verglErkl.  117): 

TT  ^  —        flin^ 

y         am  («  +  ß) 

Multipliziert  man  diese  Gleicbongen  mit- 
einander, so  folgt  (vergl.  ErkL  117): 

X  .  ahm  sin  ß 

xy  •  —  =  a?*  = 

y  (m  +  n)ain{«  +  /J) 


Dividiert  man  sie,  so  ergibt  sich: 

;&msin(a-j-/ 
{m  +  n)  sin  ß 


X  ^2  _:  a&m  sin  (ff  4-^) 


a?y  •  —  =  jf*  = 

y 


Man  hat  also: 


X 


-Vr. 


ahmBinß 


ErkL  117.     Da   DE\\D*E\  so   mnss   der 
Wiukel : 

^BOE'  =  ^DEO 

sein.    Dann  gibt  der  Sinnssatz: 

X sin/3 

7  ""  sin  [180  —  («  +  fl)] 

Da  aber: 

sin  [180  —  (tt  +  ß)]  =  sin  (a  +  ß) 

so  folgt  hieraus  das  angegebene  Resultat. 


m  +  n)9]n(a+ß) 

V   abmsin(a-\-ß) 
womit  die  Auflösung  vollendet  ist 


Aufgabe  50.  Ein  Dreieck  ABC 
soll  parallel  zu  zwei  Geraden  MOP  so 
im  Verhältnis  m :  n  geteilt  weixlen,  dass 
die  Entfernung  C  der  beiden  Parallelen       Auflöinng.    Sei  FgH  die  verlangte  Teil- 

linie.    Setzt  man  FJ  =z,JBz=z  z\  BK^  y , 

80  folgt: 

ASJB  +  A9JE  _       m 
AABC  "" 

oder  (vergl.  Erkl.  119) : 

xyslnß-^z^r m 

casvaß 


gleich  lang  werde  (vergl.  Figur  186). 

Figur  186. 


w  +  n 


Dabei  ist   AB  =^  c,    BC  =  a   gesetzt 
worden  und: 


^_  sin  (y  +  €)  sin  (y  +  J) 

sin  (<f  -|-  0 
Wir  haben  also : 


1  ►  .  .  xy  sin  /J  -f"  ***"  = 


m 


caevifi 


m-^n 

Nach  dem  Sinnssatz   ist  aber  aus  dem 
AHJB: 

X  sin(«  —  €) 

y—    sin(180ö  — <^^JF> 

also  da  (vergl.  Erkl.  118): 

sin  (1800  —  ^  gJF)  =  sin  (€  +  y) 
auch: 

.  X  _  sin  (tt  —  i) 

XL  *         •  •  •""       oBB  ,  ' 

y         sm  (€  —  y) 
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Erkl.  118.    Da  Rg  \\  PO,  so  wird : 
^TRF=z^OÜA=^d 

Da  ferner  OT\\Sg,  so  wird: 

^ASH  =  <^OTÄz^  f 

Nun  ist  aber  im  /\CRF,  der  Winkel  y 
=  <^  ^  CB,  der  Ausseuwinkel  also : 

y  =  d-\-^CFR 

Ebenso  ist  im  ^  SHA,  a  der  Aassenwinkel, 
also: 

«  =  i-^^AES 

Femer  ist  der  Winkel  bei  g  =  180  —  (J  -|-  0» 
im  A  SgR. 

Dann  ist  im  A  J'^ff*^  ^i©  Seite  FJ  =  z, 
femer : 

<^  gFJ  =  ^  CFjB  =  y  —  cT 

und 

^  jP^  J  =  1800  —  <^  jff^F 

=  1800  —  [1800  —  ((T  + «)]  =  <^  +  « 
Damit   ergibt   sich   der  Flächeninhalt  vom 
L_^FgJ  wie  folgt: 

F  =  -^  « •  ^F  •  sin  (y  —  J) 

Nnn  ist  aber  nach  dem  Sinnssatz: 

gF  _   ^m^gJF 

2  sin  (9  -|-  e) 

oder: 

^  sinc<r  +  0 

Wir  haben  aber: 

<^^JJP=  1800  — ((T  +  fi  +  y— J) 
=  1800  —  (€ -f- y) 
also  da: 

sin  [1800 —  («  + y)]  =  sin  (€  + y) 
anch: 

^         *sin(cr  +  €) 
nnd  hieroit: 

JL^      8in(€  +  y)8in(y  — if) 

2  sin(<r+^5 

Erkl.  119«  Man  schreibe  die  Gleichung  III 
in  der  Form: 

i  -|-  (c  — y)  sin  («  —  <)  —  V  —  (a  — a:)  sin  (y  —  cT) 

—  «  sin  (y  —  <f) 

oder  korz: 

^  — «B  =  0 

wobei  ^  und  B  bei  unserem  Verfahren  als  ge- 
geben zu  betrachten  sind.    Diese  Gleichung  gibt : 

A 

*=  B- 
Stimmt  dieses  z  mit  dem  supponierten  z* 
überein,  so  ist  z  der  wahre  Wert. 

Ist  dagegen: 

ar'  —  z  •=,  positiv 

so  hat  man  offenbar  zf  zu  gross  gewählt;   ist: 

ar'  —  «  =  negativ 

dann  zu  klein. 


Um  auch  noch  der  Bedingung  gleicher 
VerhältniBse  zu  genügen,  ziehen  wir  durch  A 
und  C  Senkrechte  OK  resp.  i>L  zu  den 
Parallelen. 

Da  Xr^  und  BC  direkt  durch  die  Messung 
gewonnen  werden,  so  sind  sie  als  bekannt 
anzusehen.    Wir  haben  also: 

LA-\-AKz:^  DC  +  CL 

als  die  Bedingung*  der  Gleichheit. 

Setzen  wir: 

LA  =  X  ,  DC  =  V 

Im  AC LT  haben  wir: 

CL  =  [a  — (a?  +  2r)]8in(y  — cT) 

ferner  im  AAKH: 

AK  =  (c  —  y)  sin  (a  —  «) 

80  dass  wir  haben: 

Iir  .  .  ,  X  +  (c  —  y)  sin  (a  —  e) 

_ |A'+[a-(a:+^)]  sin  (y-cf)}  =  0 

Somit  haben  wir  drei  Gleichungen  für 
drei  Unbekannte  xgz,  aus  welchen  diese 
berechnet  werden  können. 

Es  wäre  höchst  unpraktisch,  die  direkte 
Lösung  der  Gleichungen  l — III  zu  entwickeln. 

Man  kommt  hier  durch  Versuche  viel 
schneller  zum  Ziele.  Das  Verfahren  ist 
folgendes  (vergl.  ErkL  119). 

Man  nehme  einen  plausiblen  Wert  für  z 
an  und  rechne  aus  I  und  II  x  und  y,  was 
auf  das  Ausziehen  einer  Quadratwurzel 
hinauskommt. 

Mit  den  so  berechneten  Werten  geht 
man  in  die  Gleichung  III  ein.  Hat  man 
ein  richtiges  z  angenommen,  so  werden  die 
W^erte  xgz  derselben  genügen. 

Im  allgemeinen  wird  dieses  nicht  ge- 
schehen. Man  wiederholt  dieselbe  Operation 
mit  einem  anderen  z,  welches  zeigen  wird, 
ob  man  sich  dem  wahren  Werte  nähert  oder 
nicht.  Nähert  num  sich  dem  wahren  Wert, 
so  fahre  man  in  dieser  Richtung  fort. 
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Aufgabe  51.  Ein  darch  Koordinaten 
gegebenes  Dreieck  soll  parallel  der  Ordi- 
natenachse  in  zwei  gleiche  Teile  geteilt 
werden. 

Figur  187. 


0 


0^ 


m 


Anflöiung.  Es  sei  ABC  das  gegebene 
Dreieck  (vergl.  Fig.  186),  die  Ordinaten  der 
Punkte  A,  B,  C  seien  beziehangsweise  a,e,h. 

Femer  werde  bezeichnet  die  Differenz 
der  Abscissen  der  Punkte  C  nnd  ^  niit  m 
nnd  jene  der  Ponkte  B  nnd  C  mit  n.  Die 
Ordinate  der  Teilnngsluiie  sei  x  nnd  die 
Abscissennnterschiede  der  Schnittpunkte  ge- 
gen die  Abscisse  von  C  seien  z  und  y  (veigl 
Figur  187).    Sodann  haben  wir: 

I  .  .  .  y : «  =  (jr  —  h):{c  —  b) 
II  .  .  .  « :  m  =  (j?  —  h):{a  —  h) 
femer  ist: 

^ABCz=  OABÖ^^-OACÖ^^O"CB(f^ 

und  analog: 

/\CPF  =  O^PFCP^—  O'PCO^ 

Im  ersteren  Falle  haben  wir  (vergleiche 
ErkL  120): 


Erkl.  120.  Der  Flächeninlialt  eines  Trapezes 
ist  gleich  dem  Produkte  ans  der  halben  Summe 
der  parallelen  Seiten  in  ihre  Entfernung. 

Erkl.  121.    Es  soll: 

A^BC=2ACPP' 
nach  der  Aufgabe.    Man  hat  also: 

2 —  (w  H-  »} — ^ —  m — n 

=  2a?(ar-}-y)  — (a?+ft)«  — (a?H-6)y 
oder: 

(a  +  c)  (m  +  w)  —  (a  4"  &)»«  —  (^  +  c)n 

4ar(af  +  y)  — 2(a?+6)«  — 2(a?  +  d)y 
d.  i.: 

am'\-an'^cm'\-en  —  am  —  hm  —  6n  —  cn 
=  4xz-\'Axy — 2xz — 2bz  —  2apy  — 2&y 

woraus: 

m{c  —  b)-\-n(a  ^  b)  =  2x(z  —  y) 

-26(«  +  y)  =  2(a:-ft)(«  +  y) 
folgt. 


b  +  c 


n 


im  letzteren: 

also  zusammengezogen  (vergL  ErkL  121): 
III..m(c  — J)  +  n(a  — k)  —  2(y+a)(a:  — 6) 
Aus  den  Gleichungen  I  und  II  folgt: 

^  =  --n—(x^b) 

m 


z  = 


ix^b) 


a^b 
also  durch  Addition: 

^^  (a  — 6)(c  — ft)        ^  ' 

Setzt  mau  diesen  Wert  in  die  Gleichung  III 
ein,  so  ergibt  sich  weiter: 


.(.-»+.(.-»^2  -<''-l>+;J--^.-»« 


Bemerkung.   Sollte  nicht  1:2  das  Verhält- 
nis sein,  sondern  1  ij?,  so  hat  man: 


oder  wenn  beiderseits  durch: 

2[m(c  — 5)  +  n(a  — 5)] 

dividiert  und  mit: 

(a-t)(c-5) 

multipliziert  wird: 


Vd    V    c- 


—  6 
h 


Vp       


oder: 


(ar— 6)8  = 


_  (o  — 6)(c-6) 


2 


2r  = 


6 


ar  —  6  =  H =-  y/a^b  Vc  —  b 

-  V2 


Aufgaben  ttber  Teilungen.  155 

Man  braucht  bloss  in  Gleichung  III  statt  2        Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichungen 
p  zu  setzen  um  sofort  diese  Formeln  zu  erhalten,  i  xmd  U  ein,  so  folgt  wieder : 


z 


h 


—  1/2    V    a  — 


Aufgabe  52.  Es  soll  ein  Dreieck 
geteilt  werden,  welches  wie  in  der  vorher- 
gehenden  Aufgabe  durch  Koordinaten 

gegeben  ist    Die  TeilungsUnie  soll  mit       ^^^  Man   hat  nur   das  in  der 

der  Ordinatenachse  einen  Winkel  aein-  ^orhergehÄi  Aufgabe  Durchgeführte  zu 
schhessen  und  das  Teilungsverhältnis  wiederholen.  Deshalb  überlassen  wir  die 
1  :p  sein.  Durchführung  dem  Leser  zur  Uebung  und 

füg^  nur  die  Hauptzüge  beL 

Man  hat  folgende  Gleichungen,  wenn  x^ 

und  x^  die  Ordinaten  der  Teilungspunkte  sind: 

II  .  .  .  y :  n  =  (:p,  —  &)  •  («  —  ^) 

III  .  .  .  ;r :  m  =  (a?j  —  ^)  •  (<*  —  &) 

IV  .  .  .   ^'7^'  =tgff 

Aus  II,  lU  und  I  ergibt  sich: 

aus  II,  ni  und  IV  folfft: 
Bemerkung.  DieAuflösungen  dieser  und  der  '  ur    \  /  to-  \ 

vorhergehenden  Angabe  sind  einer  Mitteilung  (»,  —  t) f  1  —  ^^"  )  =  (^i  —  ^) ( 1 H — i^T ) 

des  Verfassers  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungs-  ..  ,^.,      >,,.,  ,,^    .  , 

V       -       u«^  „^«  n.  xa  T^«;i««  ^«*    »ns  diescu  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 
wesen,  herausgegeben  von  Dr.  W.  Jordan,  ent-  *  z 

nommen.  In  dieser  Zeitschrift  findet  der  Leser  -■    / -^      wtg« 

noch  eine  grosse  Anzahl  verwandter  Probleme  ^       ^_-    ^--l^(c     h)(a     h)  \/  ^'^^ 


von  verschiedenen  Verfassern.  yp  \     ^  ^  mtg« 


i-f- 


«•)(«- fc)V/ 


l-l- 


mtga 


Vi»  V      1      ^^'^ 


Aufgabe  53.    Ein  Viereck  ÄBCD 
(vergL  Fig.  188)  soll  parallel  zur  Seite        Aufl5simg.  Denkt  man  sich  5  C  und  ^2) 
AB  im  Verhältnis  m :  n  geteilt  werden,  bis  zum  Schnitt  verlängert,  so  hat  man  offen- 
bar, wenn  die  Fläche  von  ABDC  mit  i 
bezeichnet  wird  und 

EFBA  _      m 
F  tn-f-n 

also :  «^ 

EFBÄ=     ^"^ 


femer  ist: 

EFBJ  =:ABO^OEF 

also  (vergl.  Erkl.  122): 
EFBÄ  =         ^*  ^ 


etg«H-ctg/9       ctg«  +  ctgiJ 
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wir  haben  also: 

Fm 


AB*  —  EF^ 


w  +  n         ctg  «  +  ctgß 

Hieraus  rechnet  sich  leicht  ^Faos.  Wir 
finden: 


EF 


=  \/Zb«- 


Fm 


(ctga+ctg^) 


Erkl.  122.  Sei  AB  die  Basis  eines  Drei- 
ecks, femer  a  und  ß  die  Winkel  an  der  Basis, 
so  ist  der  Flficheninhalt  desselben  gleich: 

1  AB* 


2   ctg«-|-ctg^ 

Srkl.  12S.    Es  ist  nämlich: 
X  coso  sin/J  +  y  cos/f  sin^  =  a  sin  /} 
a?  sin  «  cos/J  —  y  cos/J  sin/}  =  0 
also: 

X  (cos«  sin/f  4-  sin  a  cos/f)  =  a  sin^ 

oder  da: 

cos«  Biuß  +  sina  cos/J  =  8in(«  +  ß) 
X 8in(a  -\-ß)  =.  a  sin^ 


Zur  Bestimmung  der  Abschnitte  x  miy 
hat  man  ans  dem  /\FgB  nach  dem  Sinas- 
satze: 

_-.  X  sin^ 

JLX    •    •   •   ~~^  -^^      . 

y        sma 

ferner  nach  dem  Cosinnssatz,  da: 

gB  =  AB  —  Ag^AB  —  EF 

III  ..  .  u4B—  EF  =  a? cos« +  y  cos/f 

setzen  wir: 

AB  —  EF  =,  a 

so  folgt: 

opcosa-f-y  c^8/f  =  a 

a;sina  —  y  sin/9  =  0 

Multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung  mit 
sin  ß  und  die  zweite  mit  cos  ß  und  addieren, 
so  ergibt  sich  (vergL  Erkl.  123): 

X  sin {»-{-ß)  z=.  a  sin/9 
und  analog  ergibt  sich: 

y  sin(a  -[-  /})  =  a  sina 
wodurch  x  und  y  berechnet  wird. 


Aufgabe  54.  Ein  Viereck  ABCD 
soll  parallel  zu  einer  Geraden  MN  im 
Verhältnis  mm  geteilt  werden. 


Figur  189. 


^^:::l\r_ 


N 


Auflösung.  Diese  Aufgabe  kann  auf  die 
vorhergehende  zurfickgeführt  werden.  Ist 
die  Piu^elität  von  MN  gegeben  durch  den 
Winkel  y,  den  3f  iV  mit  ^^  einschliesst,  so 
rechne  man  das  Dreieck  (vergl.  Figur  189) 
ABF.  Sei  nun  EF  die  Teilungalinle  und  sei: 

F  der  Flächeninhalt  von  ABCD 

f      n  r  n      ABEf 

80  soll: 

F  _  m-^n 

bezeichnen  wir  nun  mit: 

l  den  Flächeninhalt  von  ABP 

80  wird  es  sich  darum  handeln,  das  Viereck 
AP  CD  parallel  zu  einer  Seite  (AP)  zu 
teilen  nach  einem  bestimmten  Verhältnis. 
Dies  ist  aber  die  vorhergehende  Au^be. 

Es  erübrigt  nur  noch,  das  Verhältnis 
anzugeben. 


Aufgaben  über  Teilungen. 


157 


Bemerkung.    Eine  verwandte  Au%abe,  wo        Setzen  wir  dieses  Verhältnis  gleich  x, 
die  Teilungslinie  durch  einen  Eckpunkt  gehen  so  wird: 
soll,  findet  man  behandelt  in  Kleyers  Lehrbuch  ^  —  ^  _«.  ^ 

der  ebenen  Trigonometrie,  Seite  809.  f—^ 

und  auch  (vergl.  Erkl.  124): 

woraus  sich  das  Verhältnis  x  leicht  erkennen 
lässt 


Erkl.  124.    Man  bat: 


da  aber: 


80  wird: 


f--^ 


=  X 


also: 


F  m-\-n 

'       m 

fn-{'n 


X  = 


m 


f-l 


Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  mit  m, 
so  erhält  man  das  nebenstehende  Resultat. 


Aufgabe  56.  Ein  Dreieck  ABC 
ist  von  einem  Punkte  D  aus  so  in  drei 
Teile  zu  teilen,  dass  sie  sich  wie: 

verhalten. 


Auflösung.    Man  setze  (vergl.  Fig.  190) : 
BE=ix,     CF=:Zy      Äg=iy 
ÄB  =  a,     CB:=c,     AC=zh 
ÄD=:zm,    CD  —  p,    BD=zn 

SO  hat  man,  wenn  die  ganze  Fläche  des 
Dreiecks  ABC  mit  /"bezeichnet  wird  (vergl. 
Erkl.  125): 

ym  sin  «  +  m(a  —  a:)sin^  =        ,  J^^  ■  ^    F 


xnBmy-\-n(c  —  2r)sinJ  = 


2l  +  ff.  +  ff8 


zpamri4-p(b  —  y)Bia€  = ; — —, F 

2i  +  9%  +  iz 

Dieses  sind  aber  lineare  Oleiehnngen,  deren 

Auflösung  keine  Schwierigkeit  bietet. 


Erkl.  125.    Der  Flächeninhalt  von: 

denn  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich 
dem  halben  Produkte  zweier  Seiten  in  den  Sinus 
des  eingeschlossenen  Winkels.  


Aufgabe  56.  Ein  rechteckiges  Stück 
Acker  ^J? (72)  enthält  ein  anderes  JBi^% 

in  sich,  das  ebenfalls  rechteckig  ist.    Die       Auflösung.     Setze  Eg  =  a,   Bg 
Bonität  des  ersteren  ist  _p,  die  des  letz-  gC  =  c,  ferner  FL  =  x,  so  hat  man: 


=  K 
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teren  q.   Da  jedoch  längs  DC  die  Strasse 
geht,  so  soll  FBEg  in  ein  LBMC  ver-  o^^r: 
wandelt  werden  (vergl  Figur  191). 


x(pb-\-cq)  :=z  ca 


woraus: 


Fignr  191. 
F   L 


X  = 


ca 


B 


1 

E 

'    :  H 

ph  -j^cq 
folgt. 

Denn: 

xh  =  Fläche  von  FLEH 

(a-'x)e=z      „         y,     HgMC 

Die  X  Flächen  haben  die  Bonitäten  p  and 
q,  demnach  ist  der  Wert  von: 

FLEE=Lxh-p 

und  Jener  von : 

Hg  MC  =  (a  —  x)C'q 

Diese  Werte  sollen  einander  gleich  sein, 
was  obige  Gleichung  liefert  Man  versteht 
nämlich  unter  Bonität  den  Geldwert  der 
Flächeneinheit. 


D 


M 


Aufgabe  57.  Ein  viereckiges  Stack 
ABCD,  bestehend  aus  AgHD  Acker 
und  gßCH  Wiese  mit  den  Bonitäten 
p  resp.  3,  soll  parallel  zur  Seite  AB  in 
zwei  gleichwertige  Teile  geteilt  werden. 

Fignr  192. 


Erkl.  126«  Zeichnen  wir  nns  das  Trapez 
EMNO  wie  folgt  (vergl.  Fignr  193),  dann  ist 
der  Flächeninhalt  desselben  gleich: 

^  ^  2  ^     sincKsm^ 

Nnn  ist: 

*  =  -^ 

sin/9 
also  wird  der  Flächeninhalt  des  Trapezes  sein: 

8in(a  +  /J) 


Auflösung.  Diese  Aufgabe  lässt  sich 
wie  folgt  lösen.  Man  teile  auf  bekannte 
Weise  AgHD  nnd  gßCH  parallel  zn  ^^ 
in  gleiche  Teile,  so  dass: 

DHNM=:AgNM 
gBLK^KLHC 

(in  der  Figur  192  absichtlich  nicht  ent- 
sprechend gezeichnet). 

Sei  femer  i^F  die  wahre  Teilnngslinie. 
Dann  wird: 

MNOE'p  =  OFLK-q 

sein  müssen.  Bezeichnen  wir  die  als  gegeben 
zu  betrachtenden  Strecken  MN  mit  a,  KL 
mit  b;  dann  haben  wir  zunächst: 

I  .  .  .  ay  +  y  =  jK—gN 
wobei  X  =  OK,  i/  z=z  QN,  gKund  ^.tVsind 
infolge  der  Teilang  gegeben. 

Nun  ist  (vergl.  Erkl.  126): 

MNOE.p^p(^-^U^''^^''  +  ^^) 
^      '^\Bmfi       2^     siniKSin/9  / 

und  analog: 

*       *\8in/9       2        sm^smy  / 
wir  haben  also: 

V        2  '        sm«      J 


U  . 


pp\ 


J^ Jlv2 ^-^ 

sin^       2  ^     sinA  sin^ 


=  ga?(6^i- 


sin  {ß  —  y) 
sin /f  sin  ^ 


) 


Aufgaben  über  Teilungen. 
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Man  merke  wohl,  dass  dieses  letzte  Glied 
je  nach  der  Form  des  Trapezes  addiert  oder 
subtrahiert  werden  mnss. 

Fignr  193. 


M 


a 


Erkl.  127.    Liegt  eine  Gleichnng  vod  der 
Form: 

vor,  80  dividiere  man  sie  durch  P,  wodurch 
entsteht : 


1    Q- 
Addiert  man  hierauf  beiderseits  -r 


Aas  den  beiden  Gleichungen  lägst  sich 
nun  X  und  y  bestimmen. 

Die  Gleichungen  I  und  11  haben  die  Form : 

Aus  der  ersten  folgt: 

y  =  N—x 
dieses  in  die  zweite  eingesetzt  gibt: 

oder  geordnet: 
x^A''-'B')+x{A+B+^B'N)=BN'\-B*m 

Hieraus  muss  x  berechnet  werden  (vergl. 
Erkl.  127). 

Man  hat  hier  zwei  Lösungen.  Welche 
von  ihnen  der  Aufgabe  entspricht  muss  der 
spezielle  Fall  lehren,  der  gegeben  ist.  Es 
müssen  x  und  y  stets  positiv  genommen 
werden. 


4   P«' 


so 


wird: 


1    Ö2 


=('+!*)'= 


P 


Zieht  man  nun  beiderseits  die  Wurzel,  so 

folgt:  

^2P        =^VP^4PJ 


1^ 
4  P2 


P2 


Aufgabe  58.  Zwei  Landwirte  haben 
zwei  Feldstücke  neben  einander,  diese 
bilden  zusammen  ein  Viereck  ABCD, 
Der  Landwirt  A  hat  eine  Wiese  EBCF 
und  der  Landwirt  B  einen  kc^YiexEADF. 
Die  Bonität  dieser  Stücke  sei  p :  g'.  Der 
Landwirt  A  möchte  mit  B  einen  Teil  r 
seines  Besitztums  gegen  Ackerland  ein- 
tauschen. Wie  muss  die  Teillinie  ge- 
legt werden? 


6^''.CC 


Auflösung.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  wie 
folgt  formulieren.  Ein  Viereck  (vergl.  Fig.  194) 
ABC  Dt  welches  durch  die  Linie  ^P"  in 
Vierecke  EBCF  und  EADF  geteilt  ist, 
soll  durch  die  Linie  JL  so  geteilt  werden, 
dass  die  Vierecke  BEKJ  und  FDLK 
einen  gegebenen  Flächeninhalt  haben.  Man 
verlängere  die  Seiten  BC  und  AD  bis  sie 
die  verlängerte  Seite  EFinG  und  ^treflFen. 
Da  das  Viereck  und  darin  eine  Linie  EF 
gegeben  ist,  so  können  die  Dreiecke  GBC 
und  DFH  in  allen  Stücken  berechnet  werden. 
Da  aber  der  Flächeninhalt  von  BJEK  und 
LfDP^  gegeben  ist,  so  ist  auch  der  Flächen- 
inhalt der  Dreiecke  JKG  und  LKH  gegeben. 

Setzt  man: 

GK  =  x 


.>2:::^H 


S)  ist: 


'-^  2  sm(«-(-y) 

—  8in(y4-/J) 
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Bemerkimg.   Diese  Aufgabe  kommt  in  der  wobei  GH=:  a  gesetzt  wurde  und 
Praxis  oft  vor.    Es  geschieht,  dass  längs  AD  '^CGK  =  a 

der  Weg  ftUirt  nnd  B  nnr  über  das  Grundstück  ^  KHL  =  ß 

des  A  auf  den  Weg  gelangen  kann.  ^on  |gt  aber: 

^GKJ  =  m 
und 

Erkl.  128.    Es  ist:  gegeben.    Man  hat  also  (vergl  ErkL  128): 

am{a-{-<fi)  =  sinic costp -\- eosa 8in<p  I  .  .  .  2m 8in(a -f- ^)  =  x^ sina sin^ 

und  analog:  II  .  .  .  9nBin(^-f-^)  =  (a  —  x)*BUtflmi(p 

Bm(ß  +  <p)  =  mflcos(p  +  co8ß8m(p  Dieses  sind  die  Fundamentalgleichnngen 

Setzt  man  dieses  in  I  und  II  und  sondert  des  Problems.   Hier  sind  zwei  Unbekannte  9 

die  zu  sin  (p  und  cosy  zugehörigen  Grössen,  so  und  x-  um  diese  zu  eliminieren. 

erhält  man  das  nebenstehende  Resultat.  j^^^  ^^^  ^^^^^  g^y  ^28): 

sin tp (2m  cos«  —  a;Ssina)-|-cos^«2m8ina  =:  0 
sin </)  [2 it  cos^  —  («  —  «)«  smß]  +  co89*2n  Binß  =  0 

Die  Division  beider  Gleichungen  gibt: 

2m  cos  a  —  or^sina        msina 

2ncos^  —  (a  — af)2sin^         nsin/S 

d.  h.  eine  quadratische  Gleichung  in  Bezng 
auf  X.     Dieselbe   kann    auch   geschriebea 
werden: 
(2m  cos«  —  a?2  sin«)  n  sin^  =  [2n  cos^  —  (a  —  a?)*  sinfl  m  sincc 

oder  geordnet: 
x^  ( —  n  sin  «  sin/9  -f-  m  sin  a  sin/S)  4-  ^x  a  sin^*  m  sin  a  =  (2n  cos/9  —  a<  sin/f)  m  sin  a  —  2  m  n  cosa  sin^ 

oder: 
a;2  sin a  sin /9(m  —  n)  —  2 aa?m  sin«  sin /9  =  2mn(sinacos/9~  cosasin^)  — a^mginasii]^ 

d.  h.: 


2         2ar     2mn     sin(ff  —  ß) 


al^m 


m  —  f^         m  —  n     sin«  sin^  m  —  » 

Hieraus  kann  x  wie  oben  berechnet  werden 


Aufgabe  59.  Zwei  aneinander  stos- 
sende  Grundstücke  ABCD  und  CDGH, 
deren  Bonitäten  sich  wie  p :  a  verhalten, 
sollen  in  drei  Teüe  geteilt  werden,  deren 
Werte  sich  wie  P:P':P**  verhalten. 

Die  Seiten  AB,  CD,  GH  sind  parallel       Auflösung.    Sei  F  die  Fläche  von  ABCD 
Cver^l  Fiirur  195)  ^^^  ^  ^^^  wert  dieses  Orandstfickes,  so  ist 

^      ^'      *  ^'  (vergl.  Erkl.  129): 

to  z=  pF 

wo  p  die  Bonität  bezeichnet. 
Ebenso  findet  man  für  DCGHi 

w*  =  qF' 
also  ist  der  Gesamtweit: 

$c  z=  to -{- w*  =.  |>jP+  ^^^' 

Man  kann  auch: 

setzen,  wenn  man  unter  den  Verhältniszahlen 
direkt  sich  den  Preis  denkt. 


I 


(vergl.  Erkl.  127).  |i 
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PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äbiillehes  zur  Seite  steht,  erscheint  moüatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pio  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Ciesaintgebiete  der  Mathematik,  Phy^iky 
Mechanik)  math.  Geographie^  Astronomie  9  des  Maschinicn-)  Stiaesen-y  Eisenbahn-, 
Br&eken-  und  Hochfoauef),  des  konstruktiven  Keif hnens  etc.  etc.  und  zwar  m  f  ollstAi  dig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren ^  Erkl&rnngen  Lebst  Angabe  und  Entwickelong  der 
benutzten  Sätze,  Formeini  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  ^ch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

.  Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel5sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösun;;  (in  analoger  Foim,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  ei scheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  tber  das  betielfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  und  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerscholeni  Privatschulen,  OyninaHleni  Bealgymnaalen»  Pro- 
gymnasien,  Schullehrcr- Seminaren,  Polytechniken ^  Techniken,  Bavgewerkschnlco, 
Gewerbeschulen,  Handelsschule»,  techn.  Yorbereltungsschulen  alier  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forst  Wissenschaft  aschalrn, 
Militärschulen,  Tor bereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  ftlr  das  Eiqjährig-Frei- 
wlllige-  und  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbeneu  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lohen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  aberavB  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wisseuschafien  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabeusammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathemalischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  iufi,^aben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprecheude  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten*  Lust,  Liebe 
und  Fer^tänduis  für  den  Schul-Unteiricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingen ieureu,  Archilekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffriscliung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen vorkommendeu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertnugeu  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Baclihunillunfren  nehmen  Besiellungen  entgt\i]:en.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  llodaktion  entgei^engeuommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.,  P'ischerfeldstiasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
ihunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlagshandlaiig. 


Angaben  ttber  Teilungen. 
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Die  WerteinheiUfläche  (d.  h.  diejenige 
Fläche,  welche  man  für  eine  Werteinheit, 
z.  B.  Mark  erhält),  wird  also  sein: 

pF+qF' 
P+  P'  -|-  P" 

Seien  nnn  die  Preise  der  geteilten  Stücke 
der  Reihe  nach Y/*/*",  so  wird: 

pF+qF'     ^ 


f  = 


r  = 


r  = 


pF+qF' 

P-f  P'  +  i"' 

pF+qF' 


P" 


Erkl«  129.  Es  mSge  darauf  hingewiesen 
werden,  dass  die  Bonität  nichts  anderes  als 
den  Wert  der  Flächeneinheit  darstellt,  demnach 
ist  der  Gesamtwert  gleich  der  Bonität  mal  Fläche, 
aber  gemessen  dur(ä  dieselbe  Flächeneinheit,  für 
welche  die  Bonität  definiert  ist. 


Bemeitang«  Als  weitere  Unbekannte  ist 
nun  PO  :=  y  einzuführen  und  das  Gesagte  zu 
wiederholen« 

Dann  wird  nattlrlich: 

EE'  =  AQ  —  x~-y 


P+  P'  +  -P" 
Ist  u  die  Fläche  des  ersten  Teiles,  welcher 
ganz  im  Feld  von  der  Bonität  p  liegt,  so 
ist  sein  Preis  up. 
Wir  haben  also: 

pF^-qF^     « 


oder: 


up  r= 


w  = 


P-YP'-^-P** 

pF+qF'__P 


P-\-P'-{.p-  p 

Sei  nun  ^jE7  =  ar,  ^5  =  a,  ^ EAB  =  a, 
^ABF=ß,  80  wird,  da  ABEF  ein  Tra- 
pezoid  ist  (vergl.  Frage  188): 

(,    X       sin/J      \ 

Hieraus  lässt  sich  nun  x  berechnen.  Wir 
führen  dieses  Beispiel  nicht  weiter  aus,  indem 
es  in  der  Folge  nichts  Neues  bietet 


sma 


Aufgabe  60.  Ein  Vieleck  ABCD 
A*B'C'iy  soll  durch  die  gebrochene  Linie 
EFGH  so  geteilt  werden,  dass  die  ent- 
standenen Flächen  ein  Verhältnis  m:n 
haben  (vergL  Fignr  196). 

Figur  196. 


Brkl.  180«    Es  werde  ein  Trapez  fär  sieh 
betrachtet.    Dann  ist  (vergl.  Figur  197) : 

a,  =  wi  Jf+lfif+ JVB  =  y  ctg^+Xj+y  ctgy 
L&Bka,  Yennessangsktinde.    I. 


Auflösung.    Setzen  wir: 

EF  =  a?i    FG  =  ap,    GH  =  x^ 
AB=ai    BC=ia^     CD  =  a^ 

und  ist  y  der  Parallelabstand,  so  haben  wir 
(vergl.  Erkl.  130): 

«i^^i  +  yTctg^  -fctg— j 

»t  =  *«  +  y  (c<«-2-+ ®*8^-2") 

»»  =  «8  +  y  (ctg-g-  +  ctg  DJ 

ABCD  bezeichnen  die  an  ABCD  liegen- 
den Winkel. 
Setzt  man: 

*i  +  a^«  +  ^8  =  M 
ctg^  +  2ctg-|-  +  2ctg-^  +  ctgD  =  S 

11 
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Yermeanin^skiinde. 


denn  im  /\AME  ist: 


ctgÄ  = 


AM 


also: 


AM  =z  yctgÄ 

Dass  der  Winkel  bei  B  halbiert  wird,  er- 
kennt man  sofort,  denn  es  ist: 

/\,AFB^/\BFP 
oder: 

FB  =zFB 

FN=zFP  =  y 

^  FNB  =  ^  FPB  =  900 

Yig^T  197. 


Erkl«  181.    Es  ist  allgemein: 

(m  -f-  n)  (m  —  fi)  =  m*  —  n* 


80  folgt  darch  Addition   der  obigen  Glei- 
chungen : 

Sei  femer  F  die  ganze  gegebene  Fläche 
und  f  die  Fläche  AEFG  \\  DCBA,  so  ist: 

f  ^      ^ 
F         m-|-n 

Nun  ist  aber: 

f  =  ABFE+  BFOC-\-  CGHD 

=  y     »     +y     T     +y- 


2 


2 


=  i{w+w} 


also  wird: 


II.  .  .y[x]  +  yH  = 


2Fm 


m-|-n 

Schreibt  man  die  Gleichungen  I  nnd  II 
wie  folgt: 


80  gibt  die  Multiplikation  (vergl.  Erkl.  131): 

tu  -|-  w 

oder: 


w  =  yfw 

sodann  wird  aus  I: 


2SFm 

m  -f-n 


Erkl,  It».    In  der  Figur  197  ist: 

also  wird: 

AE  =  y:sin^ 

Analog   sind  die  übrigen   Gleichungen    zu 
beweisen. 


^^       s 

Hat  man  einmal  y,  so  wird  (vergleiche 
Erkl.  132): 

^  ^  =  y  :  sin  ^ 

BF  =  y:siny 

CG  =  y:8in-5- 
DU  =  ^:AmD 


7.  Grenzregnlierung. 


Aufgabe  61.  Eine  gebrochene  Linie 
ABC  soll  in  eine  gerade  verwandelt 
werden  (vergl.  Figur  198). 

£rkl.  138.    Der  Inhalt  des  Dreiecks: 


ebenso  ist: 


ABC  z=.  -^(asina 


A B^C  =z  -^  hx am ß 


Auflösung.  Sei  ABC  die  gegebene  Ge- 
rade. Man  ziehe  ^-^i  II  AC  und  verbinde 
A  mit  Bi,  so  ist  AB^  die  neue  Grenze, 
denn  es  ist: 

^ACB  =  /^.AB^C 

weil  sie  gleiche  Basis  AC  und  gleiche  Höhe 
haben. 

Soll  diese  Teilung  eine  genaue  sein,  so 
müssen  im  Felde  die  Strecken: 


Orensregulieniiig. 
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da  diese  einander  gleich  sein  sollen,  so  ist: 

5  a  sin /  =  tarsin  d 
Nur  entfällt  h  beiderseits  nnd  es  bleibt: 


ÄC=zh 
BC=a 
sowie  die  Winkel:  v 

^ACB=za 
^BCD==ß 

gemessen  werden.    Ist  sodann  B^C  ^=:^  Xy  so 
folgt  (verglErkl.  133): 

5a  sin  a  =:  5a?sin/9 
also:  \ 

sin  a 


a?  =  a 


sin/9 


Aufgabe  62.    Es  liege  derselbe  Fall 

vor,  wie  in  der  vorhergehenden  Angabe. 

Es  soll  aber  die  TeüungsMe  durch  einen       AullöSTiiig.    Man  bestimme  den  Punkt  A 

wie  in  der  vorhergebenden  Aufgabe.  Ver- 
binde if  mit  D,  ziehe  AE^MD,  so  trifft 


Punkt  M  gehen  (vergl.  Figur  199): 

Figur  199. 


AE  die  Seite  DC  mE.  Verbmdet  man  M 
mit.  N  und  verlängert,  so  hat  man  die  ge- 
wüßschte  Grenze. 

Der  Beweis  ist  leicht.    Es  ist: 

fem  er: 

/\ADC:=i  ^AEC  +  ^ADE 
Da  aber: 

/\AEM=z  /^ADE 
so  ist  auch: 

^ADC  =  /\AEC  +  /SAEM 


Aufgabe  63.  Eine  gebrochene  Grenze 
ABCDE  soll  in  eine  gerade  verwandelt       Auflösung.    Man  verbinde  -4  mit  £  und 
werden  (vergl.  Figur  200),  berechne  den  Inhalt  der  Fläche  ABCDE 

nach  der  Formel: 

F  =  ABCDE  =  -i-  AB'  •  BB'  +  -^  (BB*  +  CC)  B'C  +  -^  (CC  +  DD')  CD  +  i-  DD' .  D'E 

Diesen  Inhalt  betrachte  man  als  den  In- 
halt eines  Dreiecks  über  der  Basis  AE, 
dessen  Höhe  x  unbekannt  ist.    Man  bat  also: 


F  z=  -^X'AE 
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Vermessungskande. 


Fig;iir  200. 


woraas: 


X  =: 


2F 
AE 


folgt.  Hiermit  ist  die  Höhe  bereohnet.  Nun 
ziehe  man  EG^AE,  GH±EG  und  v»- 
binde  H  odt  A^  so  gibt  ^^  die  gesuchte 
Grenze. 


Aufgabe  64.  Es  sei  die  gebrochene 
Grenze  der  vorhergehenden  Aufgabe  ge- 
geben. Man  sucht  eine  gerade  Grenze, 
die  durch  einen  Punkt  M  geht  (vergl. 
Figur  201). 

Figur  201. 


Auflösung.  Soll  die  neue  Grenze  durch 
einen  Puukt  M  gehen,  so  bestimme  man  sich 
wie  vorher  den  Punkt  H.  Ziehe  AN\\MH 
und  verbinde  if  mit  .Y,  so  gibt  MN  die 
neue  Grenze.    Denn: 

^AHE  =  ^AJtfE-\-^ANH 

Da  femer: 

folgt: 

Aahez=z[jaenm: 


Aufgabe  65.  Eine  recht  verwickelte 
Gj'enzreguUerung  liege  vor.  Wie  ver- 
fährt man  am  rationellsten  in  diesem 
Falle?   (Vergl  Figur  202). 

Figur  202. 


Bemerkung«  Das  nebenstehend  verwandte 
Verfahren  ist  äusserst  fruchtbar  für  die  Lösung 
solcher  AufJ^aben,  wo  die  direkte  Lösung  mit 
vieler  Mfthe  nur  zu  erreichen  sein  würde.  Es 
ist  äquivalent  der  Newtonschen  Regel  für  die 
Auflösung  der  Gleichungen. 


Auflösung.  Liegt  eine  komplizierte  Grenz- 
regulierung vor,  so  kommt  man  in  der  Regel 
durch  Versuche  rascher  zum  Ziel  als  durch 
Rechnung. 

Man  kann  dann  verfahren  wie  folgt:  Es 
sei  MN  eine  angenommene  Teilungslmie. 
Dieselbe  gebe  einen  Fehler  F,  eine  zweite 
parallele  M'N'  gebe  einen  Fehler  F'. 

Sei  femer  M"N"  diejenige  Grenze,  die 
den  Fehler  0  gibt. 

Diese  Grenze  ist  bestimmt,  sobald  man 
die  Strecke  NN"  kennt. 

Setzten  wir  für  den  Fehler  eine  lineare 
Funktion: 

a-\-hx 

wobei  a  und  b  unbestimmte  Koeffizienten 
sind.  Dann  haben  wir,  wenn  wir  x  bei  N 
anfangen  lassen: 

a  +  b'0  =  F 

a  +  h'NN'  =  F' 


Grenire^lieroiig. 
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ErU.  184.    Ans: 

Wird  nnn  dieses  Besoltat  in: 

a  +  h'NN'  =zF\ 

m 

eingesetzt,  so  wird: 

h .  NN'  =  F''-a  =  F'  —  F 
also: 

F'^F 


ft  = 


demsnfolge : 


NN' 


*  —  ■"  6  —       ^  '     NN' 


oder: 


X  = 


F'NN' 
F'  —  F 


also  wird  (vergL  Erkl.  134) : 

a  =  F 

F'-F 


&  = 


NN' 


Suchen  wir  nnn  jenen  .Wert  von  or  für 

den: 

a'{-  bx  =  0  y 

80  muss: 


a 


Also  mnss: 


X  =  2f  i^"  =  - 


F'NN' 


F'-F 
sein.    Damit  ist  die  neue  Grense  bestimmt 


Aufgabe  66.  Eine  sehr  unregel- 
mässige Figur  soll  parallel  zu  einer 
Eichtung  in  zwei  gleiche  Teile  geteilt 
werden. 


Fignr  208. 


AuflSsung.  Es  sei  (vergl.  Fignr  203)  E 
die  gegebene  Richtnng.  Man  ziehe  irgend 
eine  hypothetische  Teilnngsstrecke  h^  \\  B 
nnd  berechDe  mit  Hilfe  des  Planimeters 
(vergl.  Frage  173)  die  beiden  Flächen: 

A  und  f,' 

nnd  sehe  nach,  ob: 

A~A'  =  0 

Bekommt  man: 

A-A'  =  i^i 

so  rechne  man  wieder  mit  einer  hypotheti- 
schen Teilnngsrichtnng  h^  die  Grösse: 

dann  ist  der  Abstand  a  der  wahren  Teflnngs- 
richtnng  von  der  Geraden  E: 

a=:ia^  H — ~^*    («1  —  a,) 

Vergleiehe  vorhergehende  Aufgabe. 

Ol  und  a^  sind  Abstände  der  Richtungen 
Aj  und  ^2  '^^^  ^^^  gegebenen  Geraden  R 
Statt  E  kann  natfirlich  eme  jede  beliebige 
zu  E  parallele  Gerade  genommen  werden. 

Auf  diese  Weise  werden  alle  komplizierten 
Teilungs-  und  Grenzreguliemugs-Aufgaben 
berechnet.  Statt  des  Planimeters  kann  auch 
unter  Umständen  direkte  Flächenberechnung 
erfolgen. 


1«   m^u 
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VI.  Die  Kurvenabsteckung. 

1.   Das  Abstecken  der  Geraden. 

Aufgabe  67.   Es  soll  eine  sehr  lange 
gerade  Linie  abgesteckt  werden.  ^  Aiifl5tnng.     Um   eine  gerade  Linie 

abzustecken,  mugg  man  vorerst  die  beiden 
Endpunkte  darch  zwei  Baken  bezeichnen. 
Diese  werden  senkrecht  im  Boden  befestigt 
und  dann  mittels  Senkblei  auf  ihr  Senkrecbt- 
stehen  geprüft  und  berichtigt    Sodann  sucht 

n^i.1  ««e      L     3     ^  '    .'  ^.     sieb   der  Landmesser  jenen  Endpunkt  auf, 

Q  ^'Jfb  ^  ^^\  ^"®f  ^«"^"«^  «^«?  ^«  in  welchem  er  die  Sonne  (vergl.  ErkL  135) 
Sonne  hegt  darum  viel,  weil,  wenn  der  Land-  ,    ryZ\^x.l         «^"^"^  v'^  s*«  **'»'/ 

messer  ?ie  Sonne  möglichst  im  Rflcken  hat,  imRücken  hat,  wenn  dieses  ÜWhauptangeh^^ 
er  einerseits  durch  in  die  Augen  fallende  Sonnen-  ^*®  ***  diesem  Punkte  stehende  Bake  (^) 
strahlen  im  Sehen  nicht  gestOrt  wird  und  anderer-  ^oW  etwas  kürzer  sein,  als  die  fibrigen,  damit 
seits  die  einzurichtenden  Baken  von  der  be-  der  Landmesser  aber  sie  hinyisieren  kann, 
leuchteten  Seite  sieht  Sodann  lässt  er  einen  Gehilfen    von   dem 

anderen  Ende  (B)  etwa  100—150  Meter  in 
der  Richtung  der  Linie  vortreten.     Der  ihn 
ansehende  Gehilfe  hält  die  Bake  (C)  m  aus- 
gestrecktem Arme  frei  und  möglichst  hoch 
zwischen  dem  Daumen  und  dem  Zeigefinger, 
Erkl.  186.    Die  nehenstehende  Methode  er-  so   dass   das  mit   dem  eisernen  Schuh  he- 
leidet  eine  Modifikation  beim  sehr  unebenen,  schlagene  Ende  lotrecht  und  nahe  am  Boden 
z.  B.  stark  aufsteigenden  Terrain  dadurch,  dass  liegt.    Während  nun  der  Landmesser  fiber 
mau  die  Zwischenräume  zwischen  den  Baken  die  kfirzere  Bake  visiert,  gibt  er  dem  Ge- 
T  mv  ^^^V  ^^^\  ^^^  i®.  ftb8«litt«8i?er  hüfen  Zeichen   zur  Bewegung  nach  rechts 

5!^  u^Z  t  nn'J^^j!n' p^L'tit^^^         «der  liuks,  bis  eiuc  Bakrdie  hintere  deckt 
die  iiinien  im  unebenen  Felde  mittels   emes   /        i  n  i_i  ««^/>\      rv*        im    x     j 
Theodolits  durchzufluchten.  (Siehe  jenes  Kapitel.  (v^gL  Erkl  136).    Dieser  lässt  sodann  seme 
welches  über  den  Theodolit  handelt)  ß^k«  zwischen  den  Fingern  zu  Boden  gleiten 

und  stösst  sie  senkrecht  zu  Boden  ein  und 
berichtigt  sie  mit  der  Lotschnnr,  tritt  aus  der 
Linie,   damit  der  Landmesser  noch  einmal 
die  Bake  auf  ihre  SenkrechtsteUung  in  der 
Linie  prüfen  kann  (vergL  Erkl.  137).    Dieses 
Erkl.  187.    Um  zu  prüfen,  ob  die  Baken  Verfahren  wird  sohmge  fortgesetzt    bis  die 
genau  in  gerader  Linie  stehen,  bringe  man  das  ^^^^  ^""^  ™^^  °**^  abgesteckt  ist 
Auge  bald  rechts,  bald  links  vom  Anfangspunkt        IL  Aufl5sung.    Hat  man  keinen  Gehilfen, 
und  vergleiche,  ob  die  Stäbe  nacheinander  regel-  so   kann   man  sich   der  Kreuzseheibe   oder 
massig  auftreten.    Ist  z.  B.  der  zweite  Stab  des  Spiegelkreuzes  oder  endlich  des  Prismen- 
früher  sichtbar  als  der  dritte  et».,  vom  Geometer  kreuzes  bedienen,  deren  Theorie  in  Frage  116 
ausgezählt  so  stehen  die  Baken  richtig.    Kommt  ^j    ^3  mit^eteüt  wurde, 
aber  em  entfernter  Stab  früher  zum  Vorschein,  iu«6ci.oiJu  «ruiu^. 

als  ein  weniger  entfernter,  so  liegt  ein  Fehler  vor.        IIL  Auflösung.    Man  steUt  sich  in  einem 

der  Endpunkte  mit  einem  Theodolit  oder 
Nivellierinstrnment  auf  und  visiert  In  der 
Richtung  des  anderen.  Hierauf  werden  die 
Horizontalkreise  festgeklemmt  und  die  Baken, 
vom  anderen  Endpunkte  angefangen,  einge- 
richtet, indem  man  sie  mit  dem  Vertikalfaden 
des  Femrohrs  zur  Deckung  bringt 

Anfigabe  68.    Zwischen   zwei  ge- 
gebenen Punkten,    Aber  welche    nicht       i.  Auflösung.    Die  Auflösung  des  vor- 
visiert werden  kann,  einen  dritten  Punkt  liegenden  Problems  richtet  sich  nach  den 
in  gerader  Linie  abzustecken.  Verhaltnissen  und  Messgerätschaften. 
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Fignr  204. 
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Wir  wollen  zunächst  einen  der  ein- 
fachsten Fälle  betrachten.  Zwischen  zwei 
Punkten  A  und  B^  die  an  einer  Mauer 
bezeichnet  sind,  soll  ein  Punkt  abge- 
steckt werden.  Dabei  woUen  wir  an- 
nehmen, dass  wir,  ausgenommen  Baken,  keine 
anderen  Gerätschaften  besitzen  (vergleiche 
Figur  204). 

Man  bezeichne  einen  Punkt  1  und  stecke 
sodann  einen  Punkt  2  so  ab,  dass  A^  1 
und  2  in  einer  Geraden  liegen,  was  wir 
symbolisch  mit:       

bezeichnen  wollen.    Sodann  einen  Punkt  3, 

so  dass  2  3^  wird,  femer  4,  so  dass  X43, 

sodann  5,  dass  J?5  4  und  so  fort,  bis  man 
zu  vier  Punkten  gelangt  (etwa  AChB\ 
die  in  einer  Geraden  liegen  (vergl.  Erkl.  138). 

II.  Anflöfong.  (Vergleiche  Fignr  205.) 
Besitzt  man  ein  Instrument,  welches  90^ 
abzustecken  gestattet,  sowie  ein  Messband, 
so  kann  man  verfahren,  wie  folgt:  Man 
steckt  eine  Gerade  CD  ab  und  sucht  auf 
ihr  jene  Punkte  E  und  F  aus,  fär  weiche: 
4.BED  —  ^AFC=z  900 

Werden  sodann  EB  und  AF,  someEF 
gemessen,  und 

EH=2X  ,  FR:=z  y 

gesetzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen: 

ap  +  y  rr  EF 
X     __     y 
AF  ""    EB 

Erkl«  188.  Man  sieht,  wie  umständlich  und 
zugleich  wenig  genau  dieses  Verfahren  ist. 
Etwas  rascher  ist  das  direkte  Aufsuchen  eines 
Zwischenpunktes  mittels  Spiegel-  oder  Prismen- 
kreuz (siehe  II.  Auflösung). 


Aufgabe  69.  Auf  dem  Felde  sind 
zwei  Strecken  abgesteckt,  man  sacht 
ihren  Sdmittpunkt? 

Figur  206. 

h 


Anfl5sung.  Seien  (vergl.  Figur  206) 
a,  b^  c,  d  die  durch  Baken  bezeichneten  Pimkte. 
Man  schalte  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes 
in  aö  zwei  Punkte  1  und  2  ein,  ebenso  in  cd 
zwei  Punkte  3  und  4.  Der  Schnittpunkt 
wird  dann  vermitteis  zweier  Schnüre  auf- 
gesucht. 

Das  soeben  beschriebene  Verfahren  führt 
rasch  zum  Ziele. 
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Aufgabe  70.  Auf  dem  Felde  sind 
drei  Punkte  -4,  B,  C  gegeben.  Man  ver- 
fügt nur  über  ein  Messband  und  soll 
sehr  genau  den  Fusspunkt  D  der  Senk- 
rechten von  A  auf  BC  bestimmen  (ver- 
gleiche Figur  207). 


•  

Auflötung.    Man  messe  alle  drei  Seiten: 

AC=zh 

AB  =  e 

BC  —  a 

Sodann  berechne  man  den 

^ÄBC  =  f 

und  weiter  ans  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
BCD: 

X  r=  BD  ^=0  008/9 

Mau  hat  dann  nur  von  B  ans,  in  der 
EichtuDg  BC  die  Strecke  x  abzomess^, 
um  den  Punkt  D  zu  erhalten. 


Aufgabe  71.  Es  soll  eine  zu  einer 
gegebenen  Linie  Parallele  auf  dem  Felde 
ausgesteckt  werden;  die  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht 


D 


Figur  908. 

c 

■ -^^' 


/ 


Figur  210. 


I.  Auflötung.  Mit  Hilfe  eines  Theo- 
dolits sei  AB  die  gegebene  Gerade  (vergL 
Figur  208)  and  C  der  gegebene  Puikt  ausser- 
halb, durch  den  die  Parallele  gehen  soll. 
Man  wählt  einen  beliebigen  Pnnkt  auf  AB, 
etwa  A,  und  misst  den  Winkel  a,  wobei 
B  ein  möglichst  entfernter  Gegenstand  sein 
soll.  Hierauf  begebe  man  sich  mit  dem  In- 
strument nach  C  und  visiere  von  dort  A.  an, 
hierauf  drehe  man  das  Instrument  um  den 
Winkel  a  und  stecke  einen  Punkt  D  in  der 
Visur  ab.  Dieser  im  Verein  mit  C  bestimmt 
die  parallele  Gerade. 

IL  Auflösung.  Mit  Hilfe  des  Mess- 
bandes allein  kann  auch  eine  Parallele 
abgesteckt  werden.  Man  trage  (vergleiche 
Figur  209)  in  die  Verlängerung  von  AC 
die  Länge: 

CD=zAC 

auf.  W^ähle  hierauf  einen  beliebigen  Punkt  B 
auf  der  gegebenen  Geraden.  Wird  BD  ge- 
messen und  sodann: 

DE=iEB 

ausgesteckt,  so  bestimmt  C  mit  D  die  zu  A^ 
parallele  Linie. 

III.  Auflösung.  Hat  man  eiuJnstrument, 
das  nur  einen  rechten  Winkel  abzustecken 
erlaubt,  so  werden  E  und  B  durch  Baken 
bezeichnet  und  man  sucht  auf  B  den  Punkt  A 
auf,  dass  ^^^^  =  90^  Sodann  steckt 
man  DB  _[_AB  aus  und  trägt  auf  diese  die 
Länge  FB  =  EA  auf  (vergl.  Figur  210). 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  auch  ein 
Instrument  mit  beliebigem,  aber  konstantem 
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Winkel  in  gleicher  Weise  xnr  Ahsteckong 
einer  Parallele  verwendet  werden  kann.  Man 
wird  aber,  wo  es  halbwegs  angeht,  immer 
die  Auflösung  mit  Hilfe  eines  Theodolite 
wählen. 


Aufgabe  72.  Es  seien  zwei  Punkte 
AB  g^eben,  ferner  ein  dritter  Punkt  C, 
von  dem  aus  auf  AB  eine  Senkrechte 
gefällt  werden  soll.  In  dieser  Senk- 
rechten liegt  aber  ein  Hindernis.  Diese 
Aufgabe  ist  1)  bloss  mit  Messband  nnd 
Winkelspiegel  auszuführen,  3)  mit  dem 
Theodolit 


Figur  911. 
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BoBerkwBg.  Diese  Auflösung  ISst  sngleich 
das  Problem:  Eine  Parallele  in  AE  dnrch 
C  SU  legen. 


Figur  213. 
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I.  Auflösung.  Man  stecke  beliebige 
Punkte  E  und  i)  so  ab,  dass  (vergleidbe 

Figur  211): 

EA]^AB 

DA±ÄB 

Sodann  stecke  man  auf  ^C  den  Ponkt  0 
80  ab,  dass: 

A0=  OC 

Werden  nun  die  Punkte  E'  und  D*  so 
abgesteckt,  dass: 

OE  =  OE* 
OD  =  OD' 

so  liegen  D*E'  in  der  auf  AB  durch  C 
gehenden  Senkrechten.  Denn  es  ist  nach 
Konstruktion: 

A  OEA  9^  A  OE*C 
also: 

A  E II  CE' 
Da  aber: 

AE\_AB 
muss  auch: 

CE'  ^AB 
sein. 

n.  Auflösung.  Ist  C  unzugänglich  und 
A  von  B  ziemlich  weit  entfernt,  so  bestimme 
man  auf  AB  ehien  Punkt  D  (vergl.  Fig.  212). 
Hierauf  werden  gemessen: 

AD  =  a 
^CABz^a 
^CDB  =  ß 
Sei  sodann: 

CE±AB 
so  ist  im  ACED: 

CE=  DEigß 
und  im  AECA: 

CE=z  (DE'\-a)\%a 
also: 

DEigß  =  (D^+a)tga 
oder: 

2>^(tg/f-^tga)  =  atga 
d«  h.: 

nr«—        otga  asinacos/f 

Xgß  —  tga  sm(/9  —  «) 
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Aufgabe  73.  Es  soll  über  einen 
unzugänglichen  Punkt  B  der  Geraden 
AB  selur  genau  diese  Senkrechte  er- 
richtet werfen. 


Figur  218. 


.i$E 


I.  AufiSsong.  Man  bestimme  sich  auf  der 
Geraden  AB  einen  Punkt  C  und  messe: 

ÄC=a 

sodann  wfthle  man  sich  einen  beliebigen 
Ponkt  D  nnd  messe  im  AACD  alle  Winkel 
(a,  ß,  y  vergl.  Flgnr  213)  und  auch  dm 

Dann  i&iim  ^ADC  (vergl  Erkl.  139): 

sin/S 


1) 


DC=  «. 


sma 


(^ 


■^ 


sin  (y  —  tf) 


Erkl«  139.  Im  Dreieck  ÄDC  haben  wir 
nach  dem  Sinnssatz  (vergl.  Klejers  Trigono- 
metrie) : 

DCiAC:=^  sin /9 : sin « 
also: 

sma 
ebenso  wird  im  Dreieck  BCD: 

BC :  CD  =  sin  (T :  sin  CBD 
Nun  ist  aber: 


femer  im  /^CDB: 

2)  .  .  .  BC=  Z)C 

Femer  ist: 

3)  .  .  .  AB:=  AC+BC=a  +  BC 

also  auch  gegeben.    Aus  dem  rechtwinkligen 
/\ABE  folgt  weiter: 

4)..    ■"     ^* 


ÄE=z 


cos/9 


womit  AE  gegeben  ist.    Weiter  haben  wir 
im  AADC: 

__      siny 


5) 


ADzi^a 


sma 


also: 


also: 


Fignr  214. 


Erkl.  140.  Die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
DCF  und  EFB  folgt  ans  nachstehenden  Be- 
trachtungen : 

^DFC  =  ^EFB 

als  Gegenwinkel.    Da 

DC II  BF 
so  ist: 

^DCE=^CEB 

nnd  analog: 

^CDB  =  4.DBE 

also  sind  alle  drei  Winkel  paarweise  einander 
gleich,  demnach  die  Dreiecke  ähnlich. 


%)  .  ,  ,  DE=  AE—AD 

Um  den  Punkt  E  zu  finden,  braucht  man 
also  nur  auf  der  Verlängerong  von  ^  Z>  die 
Strecke  DE  abzumessen. 

Znr  Eontrolle  kann  in  E  der  Winkel  t 
gemessen  werden.    Es  muss: 

^  +  £  =  900 

II.  Auflösung.  Soll  die  Absteckung  von  E 
ohne  Theodolit  bloss  nut  Messband  und  Winkel* 
Spiegel  oder  Prismenkreuz  gemacht  werden, 
wobei  natürlich  die  Genanigkeit  nicht  so  gross 
sein  wird,  wie  bei  dem  vorhergehenden  Ver- 
fahren, so  kann  man  operieren  wie  folgt 
(vergl.  Figur  214): 

Man  wähle  sich  anf  AB  einen  Punkt  C 
und  errichte  DC±,AB.  Dann  suche  man 
mit  dem  Winkelspiegel  auf  DB  deigenigen 
Punkt  Fy  für  welchen: 

CF±DB 

und  messe: 

CF=  a 

DF=Lh 
Sodann  ist  (vergl.  Erkl.  140) : 

ADCFs^AEFB 

also: 

CF'BF 


EF 


DF 


und  wegen: 


ABCF^^ACFD 


Das  Abstecken  der  Geraden. 


171 


Fignr  215. 


auch: 

BF  — 

Wir  haben  also: 

EF  = 

und 


FC' FC 
DF 

a-BF 


BF=i 


a^a 


also: 


Erkl.  141.  Es  ist  in  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  CBH,  EBB,  DBH  nach  Kleyers 
Trigonometrie : 

CH=z  BHetgß^ 

EHz=i  BHctgß 

DH=:  BHeigß^ 

Dividiert  man  die  erste  Gleichung  durch 
die  zweite  resp.  dritte,  so  folgen  die  neben- 
stehenden Formeln. 


t 


Erkl.  142.    Wir  haben: 

CH      _  ctgß^ 

CH  +  x         ctg/5 
also : 

CH'  ctg  /J  =  Cir ctg  ßi+x  ctg  /Jj 
d.  h.: 

C  JJ(ctg  ^  -  ctg  ß^)  =  a?  ctg  ft 

Analog  folgt  aus: 

CH      __  etg/y, 

CH+a         ctg/9j 

CH  (ctg  /J,  —  ctg  ß^)  =  a  ctg  ß^ 

Dividiert  man  die  drittletzte  dieser  Glei- 
cfanngen  durch  die  letzte,  so  folgt: 

j.—  ^  ctg/g  — etgft 

ctg  A  — ctg /»i 

vergl.  Kleyers  Goniometrie,  Formel  8). 

cos  ß         cos  ß^ 


=  a 


sin/9 


sin/9i 


C08/9j 


cosft 


sin  ß^         sin  ß^ 

Wird  nun  Zähler  und  Nenner  auf  gleichen 
Nenner  gebracht  und  beachtet,  dass  allgemein: 

sin  (m  —  n)  =  sin»it  cosn  —  cosm  sinn 

ist,  so  folgt  das  nebenstehende  Besulta^. 


Aus  dieser  Gleichung  ist  EF  zu  be- 
rechnen. Dieses  Verfahren  ist  aber  wenig 
praktisch. 

III.  Auflösung.  Man  stelle  sich  mit 
dem  Theodolit  im  Punkt  A  auf  und  be- 
zeichne irgend  eine  Richtung,  die  durch  den 
Winkel  a  gegeben  ist  In  dieser  Richtnng 
wähle  man  zwei  Punkte  C  und  D  nahe  der 
senkrechten  Richtung  und  messe  (vergleiche 

Figur  215): 

CD=a 

femer  die  Winkel: 

^ACB=:ß^ 

^ÄDB=zß^ 

Es  soll  nun  der  Punkt  E  gefunden  werden, 
für  welchen: 

^ÄEB  =  9()^  —  a  =  ß 
ist.    Setzt  man  (vergl.  Figur  215): 

CE=  X 

EDzrzy 

so  hat  man  zunächst: 

«  +  y  =  a 
femer  ist,  wenn: 

BHX^I> 
ist  (vergl.  Erkl.  141) : 

CH  _  cXgß^ 
EH  ctgß 
CH  __  ctgß, 
DH  ctgA 
nun  ist: 

EH=^CH  +  x 

DH=a  +  CH 
wir  haben  also: 

CH      _  Gigß^ 

CH  +  «         ctgß 

CH      __   cigß^ 

CH-\-a         ctg/J, 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  (vergleiche 
Erkl.  142): 

a.==  a     ^^^^«      sinO?,-/g) 
sin^   '  8in(/Ji  —  ß^ 

Diese  letztere  Formel  ist  für  die  loga- 
rithmische Berechnung  sehr  geeignet. 


178 


Venneflsiiogskiude. 


Aufgabe  74.  Durch  einen  Wald, 
der  ziemlich  ausgedehnt  ist,  soll  ein 
Weg  gebaut  werden.  Es  handelt  sich 
nm  die  Absteckung  seiner  Richtung  (ver- 
gleiche Figur  216). 


Figur  216. 


ErkL  148.    Es  ist: 
z=i  OA'{'00'  +  0'D 
=  a  sin  «  -|- 1  sin  («  -|-  a:  —  180)  -|-  e  sin  |r 
da  aber: 

sin  («  +  rt  — 180)  =  —  sin  [180«  —  («  +  a?)] 
und  allgemein: 

sin  [1800—  («  +  X)]  =  8in(«  +  ») 
80  wird: 

sin  («  +  «  —  180«)  =  —  sin  («  +  x) 


ErU.  144.    Es  ist: 

cos  (360  —  ^)  =  cos  ^ 
cos(y— 1800)  =  co8(1800— y)  =  — cosy 
femer : 

cos  (ip-\-yf)  =  co8<y>  cos  tff  —  sin<jp  sin  ^ 


Bemerkung«  Natürlich  wird  man  bei  ans- 
gedehnteren  Objekten  mehr  Seiten  und  mehr 
Winkel  sn  messen  haben,  aber  das  Verfahren 
ändert  sich  nicht,  aach  die  Formeln  behalten 
ihre  Gestalt,  nnr  haben  sie  entsprechend  mehr 
Glieder. 


I.  AuflSsnng.  Seien  A  and  D  die  beiden 
Punkte,  durch  welche  der  Weg  projektiert 
ist  Man  ziehe  von  A  gegen  D  einen  Poljgon- 
sng  ABCD,  in  welchem  gemessen  werden: 

AB  =  a  ,  BC  =  6  ,  CD  =  e 

femer  die  Winkel: 

ABC  z:i  u  ,  BCD  =  ß 

Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der 
Winkel: 

DAB  =  X  und  ADC  =  y 

eventuell  auch  um  die  Länge: 

AD  =  M 

Wir  haben  zunächst  für  die  Winkelsumme 
un  Viereck  ^SC7Z>: 

Femer  ist,  wenn  B0\\  O'C  und  ±znAD, 
ferner  BO"  \\AD  gezogen  wird: 

AD  =zzz=zA0+OO'+O'D 
Nun  ist: 
AO  =1  AB mx  z=  a sin X 
00'  =  BO"  =  BCsin(OBC) 

^0"BC  =z^abc--4:abo*' 

=  o  —  (180  -  x) 
Wir  haben  also: 

00'  =  —  68in(a  +  x) 
Endlich  ist:' 

CD  =  c  sin  jr  . 
also  (vergL  ErkL  148) : 
II .  .  .  z  =  g  sin  jp  —  6  sin  (a  +  a?)  +  c  sin  y 

Endlich  ist: 

OC  =z  CC'  +  C'C 
OC  =  05  +  0*'C 
nun  ist  aber: 

OB  =  aciso; 

0'*C  =  h  cos  [«  —  (180  —  x)] 
OC*  =  c  cos  y 
Wir  haben  also: 
III  ..  .  c  cos  y  =  g  cos  j;  "|-  6  cos  (c  -|-  a?) 

Hiermit  haben  wir  drei  Gleichungen  für 
die  Unbekannten  xyz  gewonnen. 

Ersetzen  wir  in  der  letzten  Gleichung 

aus  I: 

y  durch  8600 —(«  + /f  +  a?) 

80  folgt: 

ccos[3600  — (a-|-A  +  «)J  =  acos* 
+  dcos(«  +  «  — 180) 

oder  (vergL  Erkl.  144): 
c  cos.(a  4"  /*  +  *)  =  <•  ^^  *  —  ^  ^^^  (•  "h  ^) 
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Figui  217. 


Daraofi  folgt: 
c  (MB  (a  --^  fl)  coB  X  -—  e  9Uk  (a  -{-  /f)  mk  X  ==:  a  eoB  X  ---  h  coB  a  eoB  X  -^  b  Bin  a  sm» 

Ordnet  man,  so  fol^: 
Bma?[6ama-(-c8m(«4-/?)]  =  cos  « [c  cos  (a -^  ^) -|- 6  cos  «  +  a] 

oder:  tgx  =  l^(M^)  +  tco»a-fa 
^  2»  Bin  « -f  6  am  («  4~  /*) 

Ist  X  berechnet,  so  ergibt  sich  leicbt: 

^^  y  =  m^^(a  +  ß)  +  x) 

ar  =  a sin a?+& sin (o  +  a?—  ISO®)  -4- c sin y 
'  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

II.  Auflösung-  Wird  nicht  die  äusserste 
Genauigkeit  verlangt,  so  kann  man  auch 
yerfahren  wie  folgt.  Es  wird  vorausgesetzt, 
dass  man  ein  Winkelinstrument  mit  konstan- 
tem Winkel  =  90<>  hat 

Wir  bezeichnen  einen  Punkt  A'\  der  un- 
gefähr in  der  abzusteckenden  Richtung  AB 
liegt  und  messen  die  Lttnge: 

AA"  =  a 
Sodann  errichten  wir  (vergl.  Figur  217): 

AC±AA" 
KC  ICA 

kd\kc 

ED±DK 
EL\_DE 
LL'  ±EL 
dabei  werden  die  Längen: 

CK=l^,      AC  =  h\      EL=zi; 
DE  —  l^,      KD-l^' 
gemessen.    Nnn  suche  man  auf  ÄL'  jenen 
Punkt    M   für    den  <i  Lif^  =  90®,    also 
Bemerkung.    Es  ist  ratsam,  der  Kontrolle  LM1.BM,  messe  die  Länge: 
wegen,    wenn    die    Strecke    AB   eine    etwas  MB  =  L 

grössere  Aasdehnung  besitzt,  und  es  angeht,  das  und  stecke  den  Punkt  A'  in  einer  Entfernung: 
Hindernis  auch  von  der  andern  Seite  zu  um-  MA'  =  (//  -|- 1^')  —  1% 

gehen«    Man  nimmt  dann  aus  den  gewonnenen  ab.    Dann  haben  wir  drei  ähnliche  Dreiecke: 
Besnltaten  das  Mittel.    Nur  dürfen  die  Seiten-  AA"  B'  c^AA*B9^BA"*B'* 

längen  AC,  CK,  KD  nicht  zu  gross  genommen  ^q  haben  wir : 


werden,  weil  dann  die  einfachen  Winkelinstru- 
mente nicht  genaue  Resultate  geben,  das  Winkel- 
femrohr am  Stativ  natürlich  ausgenommen.  Die 
Methode  der  Poljgonumschliessung  mit  einem 
Theo.IoUt  liefert  die  genauesten  Resultate. 


A'B* 


A'B        A'"B" 


AA' 


BA 


U4 


AA" 

Nun  ist  aber: 

AA**  gemessen,  also  bekannt 

^^'  =  i  =  ^j  -j-  /,  -j-  Zj,  also  bekannt 
A*B  =^MB  -^  MA' 

=  ^-[(V+i20-V] 

BA*''  =  beliebig  zu  nehmen,  aber 
_L  MB,  also  auch  bekannt.  Hieraus  lassen 
sich  nun: 

A"B'  =  AA" 

und 

B"A*"  =  BA"' 


A'B 
AA" 

A'B 


AA 
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leicht  berechnen.  Steckt  man  dieee  Längen 
JL  xa  ÄÄ"  resp.  BA"\  so  erhält  man  die 
Pankte  B*  nnd  3*^  also  anch  beiderseits 
die  Richtung  AB. 


Aufgabe  76.  In  die  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte,  die  sehr  weit  von 
einander  entfernt  sind,  und  zwischen 
welchen  Hindernisse  aller  Art  stehen, 
sollen  mehrere  Punkte  eingeschaltet 
werden. 


Figur  218. 


EriLl.  145.    Die  Gleichung: 

h  —  X  z:^  (e  —  y)  — 

a 

liefert  ausmultipliziert: 

ab'-'  ax  =^  xc  —  ry 
da  aber: 

xff  =z  ad 
80  wird: 

ah  —  ax  =z  xe  —  ad 

oder  geordnet: 

ah  -^  ad  =  xa  '\-  xc 
d.  h.: 

a(h-\-d)  =  x(a-^c) 
oder: 


Da  femer: 
80  folgt: 


h  +  d 
X  =  a — — 

a-\-c 

xy  =  ad 


\       -        ad    a-\'C         .  a-\-e 

it  •=:  -—ad  = .—— i —  =  a — • — 

'^       X  a     6-t-tf  b  +  d 


I.  Auflösung.  Seien  Ä  und  B  die  ge- 
gebenen Punkte.  Man  führe  einen  Lhiienzng 
ÄCDEB,  bei  welchem  die  Whikel  C,  A 
E=:9(fl  werden  und  messe  die  Strecken 
(vergl.  Figur  218): 

AC  =  a,     CDz=Lh, 
DE  =  c,     EB  =  d 

Setzt  man: 

^CAB  =  ip 

CA=^x,     EN  =  y 
80  wird: 

^  bei  Jf  =90  — y 

und  man  hat: 

CM  -j^  X  =z  ACtgfp  -=^  atgtp 
DM  =  DN'tgtp 

BE 

=  tgiip 


EN 


oder: 


oder: 


X  ^  a\%(p 
h  —  x=z(c^y)tg(p 
d  =  ytg<p 


X 


h  —  xz=  (c—y)  — 

^       ^    a 

X 

a 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert 
(vergl.  Erkl.  145): 

h-\'d 
X  =  a — - — 
a-\-c 

^  =  ^hTd 

II.  Auflösung.  (VergL  Figur  219).  Ist 
ein  rechtwinkliger  Zug,  wie  oben,  nicht 
möglich,  so  benützt  man  einen  schiefwinkligen 
Zug,  in  welchem  alle  Winkel  und  Seiten 
gemessen  werden. 

Seien  wieder  A  und  B  die  gegebenen 
Pankte  und  ACDEFB  der  schiefwinklige 
Zug,  in  welchem  gemessen  wurden: 


AC  =  a, 

<^ACD=:  a 

1>C  =  6, 

^DCE  =  ß 

Z)JF  =  c, 

<^DEF  =  y 

EF=zd, 

<^EFB-S 

FB  =  e 

Das  Abstedken  der  Geraden. 
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Setzt  man: 

CM=x,    EN=:y,    EO  =  z 
80  folgt: 

<^  bei  If  =  1800  —  (y -}- «) 

^    „    2yr=:180«-{/f  +  [180^(y+«)j} 

=  y  —  «  —  ß 
^    „    0  =  180-[y  +  y  +  «-/f] 

Brkl.  14«.    Die   Gleichnng  II   Iftsst   sich  ^^^^^'  rtoA     /    .       .  x,>» 

schreiben  wie  folgt:  <J:  i/^  =  (l  80«'  -  [180  -  (y  +  ,,  +  «-  ^)]] 

8in(a  +  y) 


also: 


d.  h.t 


oder: 


da  nnn: 


80  wird: 


sin^ 


a 

X 


woraus: 


folgt. 


I  .  .  ,  \p  —  (p  =y-|-«  —  ß 


sinacos^-j-cosasin«^  a 

sin  9  X 


ainactgcp-f-cosa  =  — 

X 


Femer  ist  im  A  ^  CJtf  (vergl.  Erkl.  146): 
TT  8in  <p 

8m(a  +  y) 

iii...Az:^=    ^^^ 


ctgy  = 


ctgy  = 


a  —  X  cos  a 
opsina 

1 


und  im  ANEO: 


c-y 


sinif 


tgy  = 


fr  sin  a 


IL  —  ^^^  ^ 

2  Sil 

und  endlich  im  ^OFB: 


IV  ^  — 

2  SIU^ 


V  .  .  . 


d  —  z 


fiinO 


a  —  oleosa 
Diese  Form  werden  wir  sofort  anwenden. 


e  sm^ 

Damit  haben  wir  fänf  Gleichungen  für 
die  fünf  unbekannten: 

a?,  y,  «,  y,  V 
gewonnen  (vergl.  Erkl.  147). 

ErkL  147.  Die  direkte  Auflösung  der  angeführten  Gleichungen  wäre  nicht  rationell. 
Han  hat  daher  folgenden  Weg  einzuschlagen: 

Man  zeichne  sich  in  einem  genügend  grossen  Massstab  den  Zug  und  verbinde  A  und  B. 
Hierauf  entnehme  man  der  Zeichnung  einen  Näherungswert  für  x,  der  x^  genannt  werden  möge. 
Mit  diesem  rechne  man  ^^  ans  der  Gleichung  II,  welche  man  schreibt  wie  folgt: 


II' 


•  tgyo== 


a?oSina 


a  —  d?oCOSa 
Hierauf  wird  aus  der  Gleichung  I  der  Wert  i/^^  bestimmt.    Es  ist : 

Mit  den  Werten  xp^^  und  tf^  bestimme  man  die  Winkel: 


und  damit  zunächst  z^  aus  V: 


V  .  .  .  «r«  =  d  —  e 


sini/^o 


und  femer  y^  aus  IV: 


sin  0, 


IV' 


yo  =  «^. 


sinQp 


Rechnet  man  vermittels  der  Gleichung  III  die  Grösse  x^\ 

nr...x,  =  &  +  -5^(c-yo) 


sinJfn 


80  wird  im  allgemeinen: 
sein;  es  ist: 

wenn  der  angenommene  Wert  für  x,  d.  h.  x^,  auch  streng  der  geaue'  te  ist. 


«..  =  X, 
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Mit  der  Annahme  0?^  -{-  A  ^  rechne  man  ebenso,  wie  mit  x^  ein  nenes  d?,,  dann  ist  der 
wahre  Wert  sehr  nahe  gleich: 


*,+^~*'' 


^  X  wird  gewöhnlich  =  1  m  gesetst. 


a?j  —  a?Q 


A« 


Aufgabe  76.  Zwischen  zwei  Pnnkte 
A  and  B  soll  ein  Punkt  C  eingeschaltet 
werden.  A  und  B  liegen  ziemlich  weit 
von  einander  und  es  kann  von  D  weder 
nach  A  noch  nach  B  visiert  werden. 


Fignr  220. 


ÜA 


B 


Erkl.  148.    Im  Dreiecke  ^DC  hahen  wir 
nach  dem  SinnssatEe: 

DC'.ÄD  =  8in^:sm[180  — (y  +  ^)] 

da  aber: 

sin  [180  — (y  +  ^)]  =  8in(y +  /J) 

so  folgt: 

DC :  AD  =.  sin^ :  8in(y  -f  ß) 
oder: 

sin/f 


Auflösung.  Seien  A  und  £  (vergleiche 
Figur  220)  die  gegebenen  Punkte.  Man  wähle 
sich  einen  Punkt  Z>  in  der  Nähe  des  ver- 
langten Punktes  C  und  verbinde  D  mit  Ä 
und  B  darch  einen  Poljgonzug,  in  welchem 
alle  Seiten  mit  Aasnahme  AD  und  alle 
Winkel  mit  Ausnahme  jener  bei  A  und  D 
gemessen  werden.  Diese  nicht  gemessenen 
Grössen  werden  nach  der  in  der  Polygono- 
metrie  gegebenen  Anleitung  berechnet.  Ana- 
log veibindet  man  B  mit  D,  Sodann  sind 
im  AABD  gegeben  die  Seiten  AB=^ai 
BD  =  b  und  der  Winkel  ADB  =  j, 

Zieht  man   nun  BD*\[AD,  AD'\\DB 

und  verbindet  2>  mit  />',  so  schneidet  DD* 

die  Gerade  AB  im  Punkte  C. 

Setzt  man  nun: 

DC  =  x 

<^ADC=  (p 

so  wird  der  Pankt  C  bestimmt  sein,  sobald 
man  diese  Grössen  berechnet  bat 

Zunächst  hat  man  die  Winkel  a  und  ß 
zu  bestimmen  ans  den  Gleichungen: 
1)  .  .  .  a  +  /f  =  1800  — y 

sin«  a 

'  Sin  /»         h 

Dieses  geschiebt  in  bekannter,  oft  aus* 
einandergesetzter  Art.  Dann  ist  im  A  -«il  ^^ 
(vergl.  Erkl.  148): 

3)  .  .  .  a?  =  a 


/)C=  AD 


sin  (y  +  ß) 


und  im  /^^DCB: 

a*)  .  .  .  a?  =  6 


8in(y  +  ^) 


Bin< 


sin  (90  —  <y>  —  «) 


woraus: 


8in/9 


Erkl.  149.    Es  ist: 

8in(^  —  v)  __  sin ^  cosv  —  cos J.  sin v] 

sinv  siny 

also: 

h  sin  a 

=  Bin  A  ctg  V  —  cos  i4  =  — r—r 
^  asm/l 

daraus  folgt: 

.    .                   .   ,    5sina 
sm-i  ctgv  =  cos  ^  H : — 

oder: 

,        ...        tsin« 

ctg  V  ctg  ^-^ r— -; 7- 


oder: 


8in(y;i-/?) 


==  h 


sma 


8in(90  — y-|-o) 


8in(90-|-tf  — y)  __  5 sing 
^  '  '  '        sin  (y  -|-  ß)       ""  a  shi/f 
folgt.   Um  hieraus  gp  zu  berechnen  setze  man: 
90  —  «  -  <p  =  fi 

so  wird: 

6)  .  .  .  A  =  90  —  a  +  ß=zfA  +  v 

ferner: 

sinu         5  sin« 
6)  .  .  . 


smv 


asin^ 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881^ 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnlicbes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  ein6  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgraben  aus  dem  Gesaini  gebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik 9  matb.  Geograpliie,  Astronomie ^  des  Maschinen- ,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brttcken"  nnd  Hochbaues,  des  konstrnkliTen  Zeiclinens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  ToHstlndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entirickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  hezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesimthelt  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  heigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltsTerseich- 
uiS;  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschulen  I«  und  II«  Ord»,  gleich- 
berechtigten  höheren  BOrgerschuien,  Privatsehulen ,  Gymnasien,  Bealgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Mandelsschulen,  techn.  Yorbereitungsscbulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbiidungs^hulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land-  nnd  Forst wissenachaftsschuleD, 
Mililärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B  für  das  Eii^ährigr-Frei- 
willige-  und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  SchQler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  eiiK'orbenen  oder  nur  geborten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfelilbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet,  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  IG,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagsliandlnTig. 
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Fignr  221. 
E    C     E' 


oder: 

srnjA  —  v)  __  ^sin« 

sinv  aBinß 

woraus  (vergl.  Erkl.  149): 

cigv  =  ctgJ.4- 


hsina 


6 


asin^sin^ 

hiednrch  ist  /u  and  v  berechnet  nnd  somit 
auch  q).  Die  Gleichungen  3)  oder  SO  liefern 
sodann  x. 

Nehmen  wir  an,  es  wäre  der  Punkt  & 
nicht  zugänglich,  dann  können  die  Punkte  E 
oder  JE'  abgesteckt  werden,  die  von  x  um 
beliebige  Winkel  d,  8,  abstehen. 

Man  hat  aus  dem  /\ÄEDi 

sin^ 


DE=:  a 


oder: 


DE:=V 


sin  [1800  —  ^  —  ((^ 
smß 


^)] 


sin  [1800  —  ^  —  (y  +  €)] 

wodurch    die  Punkte  E  und  E*    bestimmt 
sind  (vergl.  Figur  221). 

Dieses  letztere  Verfahren  hat  man  einzu- 
schlagen, wenn  im  gegebenen  Falle  Zwischen- 
punkte zwischen  Ä  und  B  einzuschalten  sind. 


Aufgabe  77.  Zwei  Punkte  A  und  B 
(vergl.  Figur  222)  sind  gegeben.  Ihre 
Entfernung  ist  ziemlich  gross  und  zwi- 
schen ihnen  stehen  zwei  Hindemisse. 
Man  soll  einen  dritten  Punkt  in  ihre 
Verbindungslinie  einschalten. 


Erkl.  150.    Es  ist  im  /\ÄCB: 

AC  __  sin(y  +  /g) 

BC        8in(y  —  «) 
denn  es  ist: 

<^ilBC=1800-(y  +  ^) 
und 

^CAB-^-a  =z  (p 
also: 

<^CAB  =  (p-^a 

ferner  hat  man  allgemein: 

rä[1800-(y +  /i)J  =  sin(y +  ^) 
L4tka,  VennessangBkande.   I. 


Aufl5sung.  Man  suche  sich  einen  Punkt 
C  aus,  aus  dem  A  und  B  sichtbar  sind. 
Femer  stecke  man  eine  Gerade  CD  aus, 
deren  Länge  gemessen  wird.    Ebenso  misst 

man  die  Winkel: 

ACD=za 

DCB  =  ß 
ADC=y 
CDBz=^ 

WOZU  noch  die  Seite: 

CDz=:d 

kommt.    Die  zu  berechnende  Strecke  ist: 

CO=zx 
und  ein  Hilfswinkel: 

^COB  =2  (f 
Man  hat  im  ACDB: 

sin<f 


CB  =  d 

ferner  im  /SC DA: 

AC^zd 


8in(<r  +  /J) 


smy 


sin  (o  +  y) 

Weiter  Im  £\ACB  (vergl.  Erkl.  150): 
AC  __  9ia((p  +  ß) 
BC        8in(y  —  «) 
Wir  haben  aber  auch: 
AC       AC     BC  siny  sinif 


BC 


d 


8in(«  +  y)  '  sin(<f4-^) 
12 
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also : 


Erkl.  151.    Wir  haben: 

*  sin  (y  —  «)  =  8in(y  +  ß) 


Setzt  man  demnach: 

ÄC 


BC 


=  X 


80  ist  »  gegeben  and  wir  haben  die  Gleichung: 
X  8in</)  cos  «r  —  x  cosfp  sin« 

=  sin  (f  cos^  -|-  ^^^  *P  ^^ß 
Ordnen  wir  nach  Bintp  und  cos<f>,  so  folgt: 
8iny(xco8a  — cos/?)  =  cosy(xsin«  +  8in^)      »^  welcher  (vergL  Erkl.  161): 

also: 


^_  8in(y4-^) 
sin  ((p  —  a) 


da  nun: 


sin^  xsino-j- sin /J 

cosy         xcosa  —  cosft 

sintf) 

2_  —  tgO) 

cosy         ^^ 


xBma4-BUkß 

^^  XCOSa  — C08/9 


ist|  so  folgt  die  nebenstehende  Formel. 


Sodann  wird  ans  dem  AÄOC: 

smtp 
oder: 

sm^ 

werden  beide  Werte  berechnet,  so  hat  man 
eine  Kontrolle  der  Rechnong. 


Aufgabe  78.  Zwischen  zwei  Punk- 
ten A  und  B  Hegt  ein  Hindernis.  Es 
soll  ein  Zwischenpunkt  C  in  der  Nähe 
von  A  eingeschaltet  werden.  Die  Ent- 
fernung von  A  und  B  ist  ziemUch  gross 
und  A  unzugänglich. 

Figur  223. 


Erkl.  152.     Es  ist: 

sin(y4-a4-^) 

~  siny  cos(a  ~\-  ß)-\-  cosy  sin(a  -}-  ß) 
also: 

sin(y  +  «  +  /J) 


smtp 


=  cos(o  +  /?)  +  -  .   ^  8in(«  +  ß) 


Bemerkung«  Wählt  man  verschiedene  a, 
so  erhält  man  verschiedene  x  und  man  kann 
so  beliebig  viele  Punkte  einschalten. 


Auflösung.  Man  wähle  einen  beliebigen 
Punkt  J/,  von  dem  aus  JET  und  h  sichtbar 
sind.  Von  diesem  aus  nehme  man  einen  ge- 
eigneten Winkel  a  und  messe  überdies  seine 
Ergänzung  /}  zu  dem  -^AMN,  sowie  die 
Seite  AMs:^  a.  Ebenso  wähle  man  emen 
zweiten  Punkt  iVund  messe  (vergl.  Fig.  223) 

4:  MNB  =  d 

Setzt  man  sodann: 

MC  =  x 

so   ist   das  Problem  gelöst,   sobsJd  man  x 
kennt.    Setzt  man: 

so  wird  im  A  MA  C: 

X  siny 

a         sin  (y  -^  «) 

und  im  A  CMB: 

MB  _      sin((p  -|- a) 

X  sin  (y  4"  «  +  Ä 

also  wenn  man  diese  Gleichungen  multipliziert: 

MB  sinqp  

o     "~  sin(<^-J-a-fW 
MB  findet  sich  leicht  aus  dem  A  MNB 
und  zwar  wird: 

MB- 


5  sind 


sin{(f +  €) 
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also  ist  h  gegeben.    Nun  hat  man  (vergL 
Erkl.  152): 

sin^  k 

oder: 

co8(«  +  Ä  +  ctg  y  •Bin(a  -|-  /J)  =  — 

woraus: 

Ä;8m(a-|-/J) 


tgy  = 


1  —  ikcos(a-|-/9) 

Ist  gp  berechnet,  so  ergibt  sich  x  ans  der 
obigen  Oleichnng: 

asiny 

Bin(y  +  «) 

Man  wähle  h  immer  möglichst  gross. 


/ 


2.  Das  Abstecken  der  Kreisknrven. 

Frage  184.   Was  versteht  man  unter 
dem  Abstecken  einer  Kreiskurve  ?  Antwort    Unter  dem  Abstecken  einer 

Ereisknrve  versteht  man  die  Festlegong  von 
Paukten  längs  der  Peripherie  eines  ge- 
gebenen Kreises. 


Frage  185.     Wozu  dient  das  Ab- 
stecken der  Kreisbögen?  Antwort.   Das  Abstecken  der  Kreisbögen 

dient  zur  üeberfühnrng  eines  Weges  oder 
einer  Eisenbahnlinie  ans  einer  Richtung  in 
eine  andere.    Handelt  es  sich  um  einen  Land- 
weg oder  eine  Landstrasse,  so  kann  man  sich 
Bemerkung.    Wir  werden  im  Anhang  des  mit  einer  mittleren  Genauigkeit  begnägen, 
n.  Teils  noch  ein  Instrument  kennen  lernen,  anders  aber  bei  den  Eisenbahnen.    Da  wird 
welches  man  zur  Lösung  der  folgenden  Auf-  genaue  Arbeit  verlangt.    Denn  von  der  Güte 
gaben  benützen  kann.  ^er  Arbeit  hängt  hier  die  Sicherheit  des 

Betriebes,  die  Leichtigkeit  in  der  Ueber- 
windung  der  Bewegungslundemisse,  die 
Schonung  des  festliegenden  und  rollenden 
Materials  ab. 


Frage  186.    Wie  lautet  das  Haupt- 
problem der  Kurvenabsteckung?  Antwort   Das  Hauptproblem  der  Kurven- 

absteckung  lautet:  Es  sind  zwei  Tangen- 
ten gegeben  und  der  Badius  des  sie 
berührenden  Kreises.     Es  ist  der  die 
Bemerkung.    Methoden,  die  in  jedem  Geo-  Taugenten    verbindende    Kreisbogen    abzu- 
meter-  und  Teebnikerkalender  zu  finden  sind,  stecken. 

haben  wir  der  Raumersparnis  wegen  nicht  be-  Diese  Aufgabe  zerfällt  in  zwei  Teile : 
sonderB  angeführt,  sondern  ganz  Tom  all-  Abstecken  der  Hauptpunkte  und  der  Neben- 
gemeinen Standpunkt  behandelt.  punkte.     Unter  den  Hauptpunkten  werden 

die  Berührungspunkte  (^,  B,  vergl.  Fig.  224) 
und  die  Kurvenmitte  (X)  verstanden.  Jeder 
Bogenpnnkt,  der  zwischen  diesen  liegt,  wird 
ein  Zwischen-  oder  Nebenpunkt  genannt. 


ido 


Vermessuigglniiide. 


Figar  924 


Frage  187.  Welche  planimetrischen 
Sätze  kommen  hier  besonders  zur  An- 
wendung? 


Bemerkung.    Es  ist: 

^  MAS  =2  <  MBS  =  900 
r^CAS=z^CBS 
<^ASC  =  <^CSB 


Antwort  Unter  den  plammetrischen 
Sätzen,  die  hierbei  besonders  zur  Anwen- 
dung kommen,  sind  za  erwähnen: 

1)  Der  Radios  steht  auf  der  Tangente 
senlo^cht 

2)  Die  von  einem  Punkt  an  einen  Kreis 
gezogenen  Tangenten  sind  gleich  lang. 

3)  Die  Verbindungslinie  des  Scbnittponktes 
zweier  Tangenten  mit  dem  Zentrum  halbiert 
den  Richtungswinkel  und  auch  den  Zentri- 
winkel der  Tangenten  (vergl.  Fig^ur  224). 


Frage  188.    In  welcher  Weise  wird 
das  Hauptproblem  in  Angriff  genommen? 


Antwort.     Das  Hauptproblem   kann  in 
zweierlei  Weise  in  Angriff  genommen  werden: 

I.  Man  steckt  zuerst  die  Tangenten  ab 
und  legt  hierauf  den  Kreisbogen  an. 

II.  Man  steckt  den  Kreisbogen  ab  nnd 
legt  die  Tangenten  an. 

Beim  Tracieren  der  Eisenbahnen  Icommt 
die  erstere  Variante  fast  ausschliesslich  vor. 


Aufgaben  über  Eurvenabsteckuiig. 
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3.  Aufgaben  über  Knrvenabsteckung. 


Aufgabe  79.  Es  sind  zwei  Tangen- 
ten abgesteckt  und  der  Badius  des  Kreises 
gegeben.  Man  soll  die  Hauptpunkte  be- 
summen,  vorausgesetzt,  dass  der  Schnitt- 
punkt beider  Tangenten  zugänglich  ist 
(vergL  Figur  225). 


Bemerkung.    Als  Bei^iel  diene: 
«  =  120  46'  40" 
r  =  420  m 

OB  =  45,54  m 
OA  =  200,82  m 


{ 
{ 


Erkl.  158.    Das  Dreieck  ^  B  C  ist  ein  gleich- 
sehenkliges,  also: 

nun  ist  aber: 

-^CBA  +  ^BAC=z  1800  — ^BC^ 

=  1800  —  [900  —  a\ 
•  =900  +  « 
also  irt  wegen: 

'^A'BC  =  -^CBA 

auch: 

ABC+CBA  =  ABA  =  900  +  a 


AuflStniLg.  Man  misst  mit  dem  Theo- 
dolit  den  Winkel  FOF*  =  2a]  dann  wird 
im  /\OCä: 

OA=zr\jga 
femer: 

r 


OB=z  OC—BC=i 


sma 


oder: 


OB  —  r 


1  —  sin« 
sina 


Damit  sind   die  Hanptpnnkte   be- 
stimmt 

Will  man  auch  die  Bogenttnge  BA 
haben,  so  ist: 


A'A=z 


__    (90  —  |y)0 


2rn 


3600 
Am  besten  rechnet  man  so: 

Formel: 


Schema: 

log  tg  «  = 

logr  = 

—  log  sin  a  = 


log  OA  =  logr>|-logtga 
log  OC  =  logr — logsina 


0B  = 


log  r  tg  a  = 

log  r :  sin  a  = 

OA  =  rtga  = 

r :  sin  «  = 

r  = 
r 


sma 


—  r 


Nach  der  Berechnung  stellt  man  sich 
wieder  mit  dem  Theodolit  in  0  auf,  visiert  zu- 
erst den  Punkt  F'  an  (vergl.  Figur  225), 
dreht  hierauf  die  Alhidade  um  den  Winkel  a 
und  markiert  in  der  Richtung  OC  einen 
Punkt  F".  Hierauf  werden  von  0  aus  die 
beiden  Längen  OA  und  OB  mittels  des 
Messbandes  abgemessen. 

Zur  Eontrolle  kann  man  sich  in  B  auf- 
stellen nnd  mit  dem  Theodolit  den  Winkel 
(vei^l.  ErkL  153): 

ABA'  =  96  +  a 
messen,  oder  noch  besser  die  beiden  Winkel: 


A*BF**  =  F"BA  =  45  +  -^ 
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Aufgabe  80.  Maa  soll  die  vorige 

Aufgabe  für  den  Fall  behandeln,  dass 

der  Schnittpunkt  der  Tangenten  unzu- 
gänglich ist 


ErU.  154.    Eb  ist  im  A  ONB'i 

^  02V^  =  1800  -  r^- +  (180  - /J)l 


=  1800  — |--.  180  +  /» 


=  /» 


2 


also  nadi  dem  SinossatE; 


QN=i 


OB* 


da  aber: 


so  folgt: 


sin(,-X) 


sin/f 


m 


OB' n:-;^ sin« 
sm;^ 

ON  —       w  sin  «  sin  ß 

sin  y  sin//J  - 1-^ 


AufiSfung.  In  diesem  Falle  kann  das 
Torliegende  Pi*oblem  aaf  das  voriiei^heDde 
znrfiokgeffihrt  werden,  wenn  man  sich  eine 
Hüfsverbindnng  (BB',  vergl.  Pig.  226)  wÄhlt 
und  misst: 

BB'  =  m 
'^ABB'  =  a 
^  BB*A'  =  f 
Dann  ist  im  ABOB*: 

-^y  =  («+Ä-i80o 

0B  =  -^sin/9 


sm>^ 


OB*  =z 


m 


sina 


sm^^ 
Rechnet  man  wie  Mher: 


so  wird: 


OÄ=i  OA'  =zrtft-^ 

B*A*  =  OA'  —  OB* 
B*A*z=rtg^ r 


analog: 


2 


m 


ferner  ist: 


^  2        siny 


sma 


sin/9 


0C=: 


.     y 
smX 


OJf=  OC'^CM=i 


«Bf 


—  r 


und  (vergl.  Erkl.  154) : 

OV—       «*  sin  g  sin  /> 


also: 


sm  y  sm 


JIT-y  =  Olf  —  ON  = 


m  sin  a  sin  /9 


—  f 


sin  y  sin  r^  —  ^^ 
Weiter  haben  wir: 


NB*  = 


OB* 


und 


d.  h.: 


sin(,-|) 


sm 


2 


<^  B'J\r  11  =  1800  —  A80  —  ^  + -^^ 


^B*NM  =  ß^^ 


Man  hat  also  wie  folgt  zu  verfahren: 
Man  stellt  sich  mit  dem  Theodolit  in  N  auf, 
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wobei  N  darch  Abmessang  der  Strecke  B'N 
anf  BB'  gewonnen  wird  nnd  steckt  den 
Winkel  B'NC  ab,  gleich : 

^       2 

Hierauf  wird  anf  der  so  abgesteckten 
Richtung  die  LSnge  MN  abgemessen,  wo- 
durch M  bestimmt  ist 


Figur  927. 


Aufgabe  81.    Es  sei  die  konvexe 
Seite  nnzngäDglich,  weil  die  Bahnlinie 

einen  Bergabhang  anschneidet.  Essollen       Au£l5siing.    In  diesem  FaUe  wähle  man 
die  Hauptpunkte  abgesteckt  werden.        auf  den  Tangenten  beliebige  Ponkte  (etwa 

B'  und  J9,  vergl.  Figur  227).    Errichte : 
BD±AB 
B'D'  J.  ^*B' 
und  mache: 

BD  =  B'J>'  =  r 
dem  gegebenen  Radius. 
Werden  dann  die  Winkel: 
52)D'=:  90  +  /» 
B'D'D=i90+a 
sowie  die  Entfernung: 

gemessen,  so  ist  das  /SDiyc  besthnmt 
Wir  haben: 

Ä'B-  =  D-C  =     .  ^f^l  ^ 

sm  («  +  ß) 

sm  («  +  ß) 
.    Dadurch  sind  die  Punkte  A  und  Ä'  be- 

» 

stimmt. 

Macht  man  nun: 

ÄCz^r  und  ÄC ^AB 
analog: 

A'C^r    „    A'C^A'B' 

80  erhält  man  den  Punkt  (7.  Die  doppelte 
Bestimmungsweise  gibt  zugleich  eine  gate 
Eontrolle. 

Hierauf  wird  der  Theodolit  in  C  auf- 
gestellt, der  Winkel  ACA'  gemessen  und 
die  Richtung: 

A'CE  =:^ACA' 

abgesteckt  TrSgt  man  auf  diese  Richtung 
Ton  C  die  Länge  r  auf,  so  erhält  man  den 
Punkt  E. 


Aufgabe   82.      Eis    sollen   Neben- 
punkte abgesteckt  werden,  vorausge^tzt,       ^^flg  ^je  Absteckmig  der  Neben- 
dass  die  Hauptpunkte  gegeben  sind.       p^^te  richtet  sich  bei  gegebenen  Haupt- 

pnnkten  nach  den  Terrainverhältnissen.   Die 


184 


VeimeBsangskaiide. 


Figwt  228.  beste  Methode  ist  die  EoordinatenmeUiode, 

die  wir  als  I.  AnflöBOog  vortragen  und  zwar 
aas  dem  Grande ,  weil  jeder  Punkt  fSr  sich 
bestimmt  wird,  also  von  der  Ungenaoigkeit 
der  anderen  anabhängig  ist. 

I.  Auflösung.  Die  gegebenen  Hauptponkte 
seien  (vergl.  Figur  228)  A  Ä'  und  B.  Zur  Ab- 
steckung eines  beliebigen  Punktes  M  mflssen 
seine  Koordinaten  AN=Xf  NM=y  be- 
kannt sein.    Dabei  ist  natOrlich: 

MN\^NA 

Die  eine  Koordinate,  nämlich  :r,  kann  be- 
liebig gewählt  werden,  es  ist  also  unr  noch  y 
zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zweck  M  mit 

dem  Kreiszentram  C  verbanden,  ebenso  A, 

£rkl.l55.    Im  AC'Dlf  ist  nach  dempytha-  ziehen  wir  ferner  MD\\NA^  so  ist,   weil 


goreischen  Lehrsatz: 

also: 
woraus : 


<^  NA  C  =  90°,  das  Dreieck  MCD  ein  recht- 
winkliges.   Dann  ist  (vergl.  Erkl.  155): 


MN  =CA  —  CD  =  r—  Vr»  — a?« 


oder: 

1)..  .y  =  r(l 
Setzt  man  also: 

X 


2) . . .  —  =  sin  u) 


so  wird: 


CD  =  Vr^  —  iP*  =  r  y  1  —  C^y 
folgt. 

.     Erkl«  156.    Es  ist : 

1  -  COSy  =  Sin2^  +  C092-|  -  C08(^|-  +  -|) 

=  8in2  -^  +  cos«  -^  +  sin2  -^  -  cos«  ^ 

2  J  2  ^    und  wir  erhalten: 

y  =  r(l  — cosy) 

da  aber  (vergl.  Erkl.  156): 


V'-(^)' 


y^l-|^=  \/l-sin2<p  = 


COS</) 


also: 


=  2sin«^ 


Figur  229. 


yi  —  cosy  =  2sm2-~- 


so  wird: 


3).  .  .  y  =  2siii2 


<P 


Indem  man  also  für  x  verschiedene  An- 
nahmen macht,  kann  man  verschiedene  Punkte 
einschalten. 

II.  Auflösung.  Man  bestimme  die  erste 
Ordinate  y^,  wie  in  der  vorhergehenden  Auf- 
lösung. Sodann  verlängere  man  AM  um 
(vergl.  Figur  230): 

ar,  =  MN' 
Sei: 

y,  =  M'N  ±AN' 

analog  verlängere  man  MM*  um: 


und  macht: 


x^  =  M'N' 


yj,  z=zN'*M"  ±MN" 


und  so  fort. 


AniSg^aben  über  EunreaAbateckiuig. 
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Figur  230. 


Für  die  Beredmaog  dieser  GrOsBen  hat 
man  (vergl.  Erkl.  157): 

l,  ^  AM  =z  V1^J+^ 


,;=2yr2-£i^ 


,g  _  a?,  (a?,  + 1,) 


jf«  = 


Erkl«  157«  Es  ist  nach  dem  pythagoreischen 
Satz  (vergl.  Fig.  230)  im  /\,ÄNM: 

AM=  /j  =  V^ÄW+mW 
femer  ist: 

also  im  /STCA: 

TA  =  ^ÜA  =  :^i^  

=  yCA^  —  CT^  =yr«-i-/j8 

ferner  ist: ' 

VN'  ^QN'  —  QV 

und  da  nach  einem  bekannten  planimetrischen 
Sau  (yergl.  Erkl.  158): 

N'M*  'N'r=  N'A .  N'M 
ist,  80  wird: 

y«  ('» —  y»)  =  *«  (a?2  +  ^i) 

Figur  231. 


h  —  y^ 

Für  bestimmte  r  und  für  bestimmte  ^i 

kann  man  sich  sofort  die  Grössen  y^a^^yt^syc 
berechnen,  wenn  man: 

a?j  =  a:,  =  ar,  =  x^ 
annimmt. 

Hat  man  sich  einmal  solche  Tafek  be- 
rechnet, so  ist  die  Absteckung  leicht. 

Diese  Methode  ist  absolut  genau.  Man 
wird  sie  aber  nur  im  Notfall  anwenden  und 
zwar  deswegen,  weil  sich  die  Fehler  des 
ersten  Punktes  auf  alle  übrigen  übertragen. 

III.  AuflSsung.  Ein  genaues  Verfahren 
ist  das  folgende,  bei  dem  auch  die  Punkte 
unabhängig  von  einander  bestimmt  werden, 
wo  also  diese  Fejileranhäufung  ausgeschlos- 
sen ist. 

Es  ist  (yergl.  Fig.  281  und  ErkL  159): 

AM=.2r*%\Xi'^fi 
^if' =  2r.sinY^' 

r 

AM"  =  2r.sin4-it*" 


A' 


Man  kann  sich  demnach  für  verschiedene  ^ 
die  Längen: 

AM  ,  AM    ,  AM 

berechnen   und   dieselben  im  Felde  ^n  die 
betreffenden  Richtungen  auftragen. 

17.  AuflSsung.  Bei  dem  Tunnelbau, 
wo  nur  wenige  Meter  zu  beiden  Seiten  zur 
Verwendung  ft'ei  stehen,  kann  man  verfahren 
wie  folgt: 

Man  berechne  sich  die  erste  Länge  AM 
-=■  d  nach  der  in  der  Auflösung  in.  ent- 
wickelten Formel  (vergl.  Figur  230) : 

1)  .  .  .  d  =  2r  sin  -^ 

dann  wird  für: 

2) . . .  MM*  =  AM  =  d 
3)  .  .  .  /u'  =  2  (/i  —  90) 

denn  das  Dreieck  ^Clf  ist  ein  gleichschenk- 
liges und  AÄ'  XACt  so  dass: 

<^CAMz=<^A'AM-^A*AC 

oder: 
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Brkl.  158*  Ein  planimetrischer  Satc  lantet: 
Werden  von  einem  Punkt  ausserhalb  eines 
Kreises  cwei  Sekanten  (N'Vf  I^A)  gezogen, 
so  sind  die  Produkte  aus  den  Schnittpunkts- 
entfemungen  gleich  und  konstant 


Erkl.  159.    Es  ist  (vergl.  Figur  231) : 
^AMC=z<^MÄC=18(P^fi 


also : 
oder: 


<^iiClf  =8600  — 2/* 


y^Clf  =  1800  — /t* 
Nun  ist: 


.     1 


da  nun: 
so  folgt: 


AM=  2AR  =  2^C8in-^iiClf 

25 

sin  (1800  —  fi)  =  sin  fjt 


Figur  888. 


A' 


Da  nun: 

^AMC=i^CMM* 
80  folgt: 

^'  =  2(/*  — 90) 

y.  Auflösung.  Sind  kleine  Bögen  abzu- 
stecken und  wird  nicht  allzu  grosse  GreDanig- 
keit  verlangt,  so  kann  man  sich  auch  der 
folgenden  Methode  bedienen: 

Man  verbinde  die  beiden  Endpunkte  AB 
(vergl.  Figur  333)  und  messe: 

ABz=d 
ist  sodann: 


^r-^n^ 


so  gibt: 

DCzrÄ  und  ^AB 

im  Mittelpunkt  C  einen  Punkt  des  Bogens. 
Trügt  man  nun  in  der  Mitte  von  AB 
und  DB: 

senkrecht  auf,  so  bekommt  man  weitere  zwei 
Punkte.  Wird  nun  auf  die  Mitte  der  Ve^ 
bindenden  AE,  ED,  DF,  FB  senkrecht: 

aufgetragen,  so  erhält  man  fernere  Punkte. 
In  dieser  Art  kann  man  fortfaliren.  Man 
bekommt  bei  diesem  Verfahren  nun  genähert 
einen  Kreisbogen. 


Aufgabe  83.   Drei  Punkte  Ä,  B,  C 
sind  auf  dem  Felde  gegeben.   Zu  finden 

ist  der  Badius  des  E^reises,  dessen  Pen-  Auflösung.  Seien  A,  B,  C  (vergleiche 
pherie  durch  die  gegebenen  drei  Punkte  Figur  234)  die  gegebenen  Punkte  und  0  das 
hindurchgeht  Zentrum  des  gesuchten  Kreises.    Dann  ist: 

AO  =  BO=:CO=zr 


femer: 


<^OABz=z<^ABO  =  ip 
<^OBC  =  ^BCO=:i}ß 

<^^OÄ  =  1800  — 2<p 
^BOC=z  1800  — 2«^ 
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Erkl»  160«    Es  ist  nach  dem  Sinnssatze: 
OÄ         sinABO 


AB 


BinAOB 


also : 


a  _  sin(1800  — 2y)  _  sin2y 

r  siny  siny 

da  aber: 

sin29  =  2sin9C0S^ 
so  wird  anch: 

a         2  sin»  cos  cp       ^ 

—  = ^ 21  =  2coscp 

r  smtp  ^ 

und 

a 

2  cos  9 


Misst  man  also: 

AB  =  a 
BC  =  h 
^ABC=:y 
so  wird  im  AABO  (vergl.  ErkL  160): 

a 


2  cos  9 

h 
2cosi^ 


1)  .  .  .^0  =  r  = 
und  im  ^ BOG: 

2)  .  .  .  OC  =  r  = 

Man  hat  also: 

-  ^  a  cosy 

'^  o         cos«/^ 

femer  ist: 

6)  .  .  .  9  +  1/^  =  y 

Die  Oleichnngen  4)  nnd  5)  geben  <p  und 
tff  nnd  die  Gleichungen  1)  nnd  2)  r. 

Schreibt  man  die  Gleichung  4)  wie  folgt 
(da  (p  =  7— v»): 
C08(y —  tfß)  cos  yeoaiff  +  smy  sin y^ 

cos^  cosv 

=  cosy  +  sinytgv  =  -r- 

80  ei^bt  sich: 

a  —  bcosv 

^^  ftsmy 


Aufgabe  84.  Es  seien  auf  dem 
Felde  die  Richtung  der  Tangente  OX 
und  ein  Punkt  P  des  Kreises,  dessen 
Badius  r  ist,  bekannt.  Es  soll  der 
Berfihrungspunkt  abgesteckt  werden. 


AuflSsnng.  Es  sei  (vergl.  Figur  236) 
M  der  Mittelpunkt  der  Kreise.  Man  ver- 
binde M  mit  Of  dem  Berührungspunkte,  der 
zu  bestimmen  ist,  und  O  mit  P,  dem  ge- 
gebenen Kreispunkte  und  ziehe  BM^OB^ 
dann  ist: 

denn  es  ist: 

OA±OM 

OB±BM 

Wählt  man  in  A  seinen  Standpunkt,  so 
können  gemessen  werden: 

^OAP=a 
APz=a 

diese  sind  nebst  dem  bekannten  Eadius: 

OM=r 

die  Elemente  der  Rechnung. 
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Erkl. 

161. 

Wir  haben  im 

A  OBMi 

also  wird: 

OP 

OB  =  rsiiKy) 
=  20B  =  2rsin<y> 

Nnn  ist  im 

^OAP: 

smtp 
sin« 

a 

a 

"^  OP  ~~  2rsm(p 

ftlso  wird' 

» 
> 

.  „           asina 

nnzrn  — 

2r 


Wir  haben  (yergl.  Erkl.  161): 

1) . . .  s]n<]p  =  y    g^ 

Im  AO^Phat  man  femer: 

OÄ  _  «  __  sinCy-f"^) 
-4P        a  siny 

also  wird: 

^  8in<^ 

Hiemit  ist  der  Berührongsponkt  0  gegeben. 
Nun  wird  auf  dem  Felde  Ton  Ä  ans  in  der 
Richtung  ÄX  die  Strecke  x=^ÄO  auf- 
getragen. Zar  Prüfong  dient  noch  ein 
zweiter  Standpunkt  A\  für  welchen  man 
analoge  Rechnung  ausführt. 


Aufgabe  85.  Von  einem  Kreis, 
dessen  Badins  =  r  ist,  sind  zwei  Punkte 
A  und  B  gegeben,  aber  gegenseitig 
nicht  sichtbar  und  ihr  Abstand  direkt 
nicht  messbar.  Auch  das  Ereiszentrum 
0  (vergl.  Figur  236)  ist  nicht  zugänglich. 
Man  soll  irgend  einen  dritten  Punkt  D 
einschalten. 


Figur  236. 


A.-:: 


AuflSsung.  Man  bestimme  sich  irgend 
einen  dritten  Punkt  C  und  messe  den  Ab- 
stand AC  =^  a  und  BC=b  (direkt  oder 
durch  einen  Poljgonzug)  femer  den  Winkel: 

ACB  =  n 

Sodann  ist  AB  gegeben  und  auch  die 
Winkel: 

BAC  und  ABC 

durch  die  Formeln  (vergl.  Erkl.  162): 

AB  =  V^ö2  +  6«  Jt:2a6cos« 

-^BAC  durch: 

ii 
sinB^C  = 

und  '^ABC  durch: 
smÄBC=z 

Im  AOAB  ist: 

^BA0=2<^AB0 
und  zwar  wird: 


AB 


AB 


sma 


smcc 


cosB^O  = 


AB 

2r 


Erkl.  162.    Es  ist  im  A^J^^  (vergleiche 
Figur  236): 

Zb'  =  a«-f-6«  +  2afcco8« 

und  cwar  +  o^®'  —- >  j^  nachdem  der  Winkel 
«  >  oder  f\   ist  als  ISO^. 


Man  braucht  bloss  die  Senkrechte  von 
0  auf  ^jB  zu  iUllen,  dann  entstehen  zwei 
kongmente  rechtwinklige  Dreiecke,  deren 
Hypotenuse  OB  resp.  OA  =  r  und  deren 

eine  Kathete  =  -^-AB  ist. 

Man  kennt  also  auch: 

'^CBO  =  <^ABO-'<^ABC 
Setzt  man  weiter: 

-^COB  =  (p 
<^DCB=ztp 
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so  wird  zunächst: 

ErU.16«.     Obschon  wir  dieses  Problem  ,      V  +  a80»-V)  +  -^C50  =  ISO« 

schon  oft  behandelt  haben,  so  wollen  wir  es  ^1*0:  

doch  noch  einmal  und  iwar  in  etwas  abweichen*  I  .  .  .  i/^  —  y  =  ^  CBO 

der  Weise  als  sonst  lösen.  femer  ist  im  ^CBO: 

Setzen  wir:  siny  __  h 

A  =  ;k,    ^CBO  =  k  •"•lEv^-"~ 

10  wird-      ^  dorch  diese  beiden  Oleichongen  I   nnd  n 

^^'  8in<^  _  sind  go  nnd  V'  bestimmt  (vergl.  Erkl.  168). 

"2^  —  ^  Endlich  wird: 

,               .                                         TTT                     sin  C^O 
V^  —  y  =  y  III...a:  =  r  — ; 

Nnn  ist  aber:  ,                                  ^^^ 

siny-sini^  _  h-^l  IV  .  .  .  CD  =  OD— 0(7  =  r  — a: 

also-          «"y  +  "^V'       *  +  l  jy^  ^  ^^  ^2>  bekannt  sind,  so  kann 

2                    1  leicht  der  Pnnkt  D  abgesteckt  werden. 

2cosY(y  +  v/)BinY(y  —  V)        fc  — i  ^^  Messprobe  kann  man  anch  den  Ab- 

=  stand   AD    berechnen   ans    dem  A  ADO, 

2sin -—  (y  +  V')  8i>i---  (v  —  V')  welches  gleichschenklig  ist  (Schenkel  =  r) 

sodass:  -^AOD^-^AOB  —  9 

tgl(y+v,)=  *^  +  ^tgi(»-u.)  »'^  ist  aber: 

^2^y-hW       ^«1^2^^    J^^       ^  ^05  =  1800  -  <^  0^5 -<^  02?^ 

=  .3^^  ^T^  welche  berechnet  worden. 

Dann  ist  * 
wird.    Hierans  Iftsst  sich  (p  +  ^  berechnen.  ■. 

^D  =  2rsin-i-.^0B 


Aufgabe  86.  Es  seien  auf  dem 
Felde  drei  Grerade  gegeben,  welche 
dnrch  das  Dreieck  ABC  (vergl.  Fig.  237) 
dargestellt  werden.  Ferner  der  Eadius 
0D  =  OE  ==  r  jenes  Kreises ,  der  die 
Geraden   BC  und  AC   berührt     Wie 

gross  muss  der  Radius  eines  zweiten        .   -,,  .,  -  :i      ^  u 

Kreises  {p^E  =0'F=S)  genommen  ^  ^^JJf «•    ^"^  "'''"^  ^'^  ^^  ^"^^'^ 
werden,   damit  ein  Anschluss   an  die     ®    ®  AC  =  a 

Gerade  AB  erzielt  werde?  ferner: 

<^BAC=:ß 

^ACB  =  y 

Sodann  smd  (vergL  Figor  237)  die  Punkte 
A  E,  f  nnd  der  Radius  0'F=  0' E  =  R 
zu  bestimmen.  Beachtet  man,  dass  der  Radius 
auf  der  Tangente  immer  senkrecht  steht,  so 
ergibt  sich  leicht: 

OD^BC 
OE±AC 
0'E±AC 
(yF±BA 
femer  wird: 

^ACB  =  ^EOD  =  <^Y 
'^BAC  =  <^F(yE=z  ^ß 
weil  ihre  Schenkel  anf  einander  senkrecht 
stehen. 
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Vemestongakande. 


Figur  287. 


und 
auch: 


Weiter  ist  wegen: 

/!SOEC^/\ODC 


<^EOC  =  <^CODzs^ 


^ACTE^^^ÄOT^ 


2 


Die  weitere  Bechnong  ergibt  sieh  am 
diesen  Betrachtungen  sofort. 

Man  hat  im  AODC: 


nnd  aach: 
also  wird: 

oder: 


DC  =  CE 
EA  =  AC^CE 


EA  =  AF=^a  —  rXg^ 

Nun  ist  aber  im  /S&ÄE: 

ß 


0'E=  AEctg 


2 


also: 


B  =  («_rt«|)c4f| 


Damit  ist  das  Problem  gelöst.  Denn  man 
kann  2>,  E,  F  abstecken  nnd  man  kennt  den 
Radios  R. 


Aufgabe  87.  Zwei  Ereispunkte  Ä 
und  B  seien  gegeben.  Der  Badius  des 
Kreises  r  sei  ebenfalls  gegeben.  Das 
Ereiszentnun  ist  nicht  sichtbar  und  an- 
zugänglich. Durch  einen  von  A  und  B 
sichtbaren  Punkt  D  soU  an  den  Ereis 
die  Tangente  gelegt  werden  und  ihr 
Berührungspunkt  C  abgesteckt  werden. 


Figor  2d8. 


A..-1: 


Auflösung.  Diese  soll  m  folgendem  zur 
Einübung  des  Lesers  nor  skizziert  werden, 
der  Leser  möge  die  Formeln  begründen  mid 
ausfähren,  wo  es  nötig  erscheint.  Sei  (vergl. 
Figur  238): 

A0=^  OBz=OC  =  r 
^  OCD  =  900 

so  ist: 

,»_      Bm[1800-2(/?  +  y)] 

■a.  tS  —  r : — TT — r"~r 

sm(/J  +  y) 

^  »V        ^ «       sin« 
AD==  AB-7—, — i-— 
sin(«  +  /J) 

^  1«, «        AB 
BmADB  =  —r^r  sma 


AD 


0D  =  -, 
smODC  = 


sin[lBQ^  —  {y  +  ODA)] 
r 


OD 
<^  COD  =  900  —  ^  ODC 


Angaben  über  KorveBabsteckung. 
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Bemerkung«  Die  genaue  AnsfOhrnng  dieses 
Problems  überlassen  wir  dem  Leser,  um  ihn 
nach  nnd  nach  cor  Behandlung  komplizierter 
Probleme  anzuleiten. 


X  = 


DB=z 


2rsin 
AB 


ISO -^COD 
2 
sin/f 


BD 
BDE 


=.  X 


8in(a-{-^) 
^{ff  +  BDE) 


smBDE 
ODB'-iODA  +  ADB) 


Aufgabe  88.  Zwei  Kreisbogen  sind 
nebst  ihren  Radien  auf  dem  Felde  ge- 
geben, es  wird  die  gemeinschaftliche 
Tangente  gesucht. 


Figur  239. 


B 


Auflösung.  Sei  AB  (vergl.  Figur  239) 
die  gemeinschaftliche  Tangente.  Selen  femer: 

OB  =  r 
0'A=:B 

die  beiden  Ereisradien.  Wird  die  Länge  der 
Strecke  00*  =  a  entweder  direkt  gemessen 
oder  mittelbar,  so  ist  ^£  bestimmt,  wenn 
man  die  Punkte  A,  B  abstecken  kann.  Man 
hat,  wenn: 

O'B'  II  AB 

gezogen  wird: 

OB'  =  05  +  B5'  =  r+Ä 

femer  ist  im  AOOB': 

cos  ^B'OO'  =  cos«  =  ——. 

also: 

1)  ...  cos  a  = ■ — 

a 

Im  /SBOC  ist  der  Winkel  bei  B  ein 
rechter,  also: 

2)  .  .  .  <^OCB  =  ß=:  dQO  — « 
Weiter  ist  in  demselben  Dreiecke: 

8)...0C=-^  =  -^ 

Sin/?         cosa 

BC  =irtga 
analog  hat  man  im  Dreiecke  ACO*\ 
4)  .  .  .  ^C  =  Ätga 

Damit  sind  die  Punkte  A,  B,  C  bestimmt. 
Man  messe  von  0  ans  die  Länge  OC  ab, 
so  ergibt  sich  der  Punkt  0.  Von  diesem 
aus  wird  mit  dem  Theodolit  die  Richtung 
AB  durch  den  Winkel  ß  abgesteckt  und  von 
C  aus  die  Längen  BC  und  AC  abgemessen. 
So  erhält  man  die  Ponkte  A  und  B, 


Anfgabe  89.  Es  seien  auf  dem 
Felde  zwei  Kreise  gegeben  durch  die 
Radien  r  und  B  und  durch  vier  ab- 
gesteckte Punkte  (P,  Q,  M,  N  in  der 

Figur  240).  Die  Zentra  {00*)  der  Kreise  Auflösung.  Man  messe  in  PQMN  aUe 
and  unzugänglich.  Es  soll  die  gemein-  geiten  und  aUe  Winkel.  Dann  ist  das  Drei- 
schaftliche  Tangente  beider  Bogen  ab-  eck  POQ  und  das  Dreieck  MO'N*  auch 
gesteckt  werden.  bestimmt.    Denn  es  ist: 
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Veimessiiiigskiiiide. 


Figur  240. 


Bemerkuig.  Die  detaillierte  Ansführong 
bietet  nach  dem  Mitgeteilten  keine  Schwierigkeit 
mehr.  Der  Leser  mdge  sie  m  eigener  Uebnng 
selbst  ausführen.  Die  Lösnng  der  Gleichung  2) 
wird  vorgenommen  wie  folgt,  es  ist : 

sin  (1800  — V)  =  Bini^ 
sin  (3600  —  t/,  —  «)  =  —  Bin(ip  +  «) 
sin  (5400  — vr—a  —  ^)  =  sin(V'  +  «  +  /') 
also  hat  man: 

0,  =  rsinv^  —  a  8in(^  +  «)  +  JB  sin(i;^+«-|-/f) 
oder  da: 

8in(v  -h  o)  =  Bin«^  cos«  -{-  cost^  sina 
und  analog  ami^jß-^a-^-ß): 
0,  =  r  sini^  —  a  sini/f  cos«  —  a  cos^  sin« 

-|-  £  sin  i^f  cos(a  +  ^)  +  i?  cos  V'  8in(«  +  Ä 
oder : 
sinv  [r  —  a  cos«  +  -R  cos(«  -[-  ß)] 

=  +  cos  V'  [<»  sin  «  + 1?  sin(a  +  ß)] 

so  dass: 

ö  sin  «  +  JJ  8in(a  4- /^) 
^^        r  — acos«-f-if  cos(a-|-^) 

wird.    Damit  ist  i/;  bestimmt. 


OPz=i  OQ  =  r 

also  kennt  man  auch  alle  Winkel  in  beiden 
Dreiecken  and  somit  alle  Seiten  nnd  alle 
Winkel  im  Polygon  OPMO'NQD. 

Sodann  rechne  man  die  Seite  00'  ws 
dem  Polygon  OQNO'O^  in  welchem  gegeben 
Bind  die  Seiten  OQ=^r,  QN=  a,  NO'  =  R 
nnd  die  Winkel  OQN=  a,  QNO'  =  ß. 

Sei: 

00'=ix 

^0O'Q  =  yp 

<^  (TON  =  q> 

so  hat  man  nach  den  Gtnmdgleichnngeii  der 
Polygonometrie  (siehe  diese)  zur  Bestimmnng 
dieser  Orössen  die  Gleichnngen: 

1)  .  .  .  y4-i^  +  a  +  /J  =  3e00 

2)  ...  0  =  r  sin  (1800  —  ^) -|- a  sin 

(3Ö00  — ^  —  «)-|- B  sin  (5400  — ^  — «  — ^) 

3)  .  .  .  «  =  r  cos  (1800  ^^,)^a  cos 

(3600  _  1^  —  «)-}-  Ä  cos  (5400  —  ^  —  «  _  ^) 

Ans  diesen  Gleichnngen  ist  x^  qt  nnd  Vf  zu 
berechnen.  Ist  dieses  geschehen,  so  rechne 
man  die  Strecken  08  nnd  QS  ans  dem 
Dreieck  OQS,  aus  welchem  gegeben  sind 
OQ  =  r,  <^SOQ  =  q)  und  ^SQO. 

Anijog  werden  aus  dem  Dreiecke  O'TN 
die  Strecken  O'T  und  7* ^' gerechnet,  da- 
mit  sind  die  Punkte  S  und  T  bestimmt  und 
auch  die  Länge  ST,  denn  es  ist: 
ST=  OO'—OS—O'T 

Nun  wende  man  das  Problem  der  Tcmgen 
Aufgabe  an,  dadurch  bestimmt  sich  OC,  säso 
auch: 

SfC=  00—08 

und  der  Winkel  OCB,  wodurch  das  Problem 
gelöst  ist 


4.  Ueber  die  Uebergangskurve. 

Anmerkong  8.  Wir  fOgen  hier  so  viel  über  die  wirkliche  Anwendung  der  vorstehenden 
Kreisabsteckungen  an,  als  für  die  Praxis  erforderlich  ist  Wer  spesiellere  Be- 
lehrung wünscht,  möge  irgend  ein  Lehrbuch  über  den  Bau  der  Eisenbahnen  nach- 
sehen.   Indessen  dürfte  das  hier  Mitgeteilte  für  alle  Fälle  genügen. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ansftthrliche  I|i 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bnckhandlnng,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur; 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDitien  und  gut  brocfaiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonifiert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fQr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  \Yissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  voUstäniig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yor2Ügliohs^e  Lehrbuch 
zum  Selbststudium 9  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Haminer  in  StnttRart. 


■ 
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R  Mit  9  Figuren. 
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7ollst3£^g  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  ÄDhängen  nngelöster  Aufgaben,  für  den  Schal-  &  Selbstunterricht  — 


mit 


Angab«  und  EntwicUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  dunh 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

gj  aus  allen   Zweigen 

g  der  Rechenkonst,  der  Dlederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  fph&rischen 

Ig  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc)  u.  höheren  JMatheinatik  (höhere  Analysis, 

pj  Ditl'erential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 

Ü  aus  allni  Zirei^en  der  Physik,  Mechanik,  Oraphostatik,  Chemie,  i^leodäsl«',  Nautik, 

I  mathemat.  Geographie,  AMtronomie;  des  IKasehiuen-,  Strassen-,  Eisenbahn«,  Wasser-, 
^  Brifckfu-  u.  Uochban's;  der  Konstruklionslehren  »Is:  darstell.  Geometrie,  Polar- 4i. 

II  Parallel- Perspeetife,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

^  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

b      Studium     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vcroidetcr  kftnigl.  prcass.  Feldmesser,   vereideter  grossh.  hessischer  Geometor  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  hewäbricsten  Kräfte. 
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Vernieisiinngfiiknnde 

(Geodäsie). 

Erster  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Lil8l<a. 

Fortsetzung  von  Heft  1291.  —  Seite  193—208.    Mit  9  Figuren. 

Inhalt: 

Ueher  die  üebergangskorTn.  —  T)ie  Fehler-  und  Aiisj^leichsrechnuiif?.  —  Heher  dio  T^eobachtungsfeiilar.  - 
Ueber  den  Einflnss  gegebener  fehlerhafter  Daten  auf  das  Resultat.  —  Aufgaben  über  Fehlerrechnung. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von   Julius   Maier.  3 

räliagSM^giiiniinnigiaB7iIlniülitollTO0ngt?fi7Cf^ 

Das  vollst&ndige  Inhaltsverze'chnls  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kam 
.^«  ..  .      durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  Ahnliclies  zur  Seite  steht,  erscheint  monath'ch  in  3—4 
Heften  zu  dem  billfgen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Get^aintgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Meelianik,  matb.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Biücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHst&ndig 
geidster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erkiftrnngpn  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benntzten  S&tze,  Formein,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw..wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesimthelt  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  eriftnternde  Erklftrungen  tiber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Kealschnlen  I.  nnd  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Blirgerschnienv  Prlvatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro* 
gymiiasien ,  Sehnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken ,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen^  Handelsschulen,  t4>(chn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land-  nnd  Forstwlssenschaftaschnlen, 
Miiitärschuien ,  Yorbereitungs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B  fOr  das  EinJ&hrig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schflier,  Sindierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fdr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  i\\  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernnng  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zom  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  eulsprecliende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten,  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Uuterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Faehgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berof^- 
zweigen  vorkommenden  Anweuduugen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwcrtungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  IT),  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.       ^  Die  Yerlagshandluiig. 


Veber  die  Uebergangsknrve. 
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Frage  189.  Was  versteht  man  unter 
der  Ueberhöhung  des  äusseren 
Schienenstranges? 

Erkl.  164.  Die  anf  der  Seite  des  Krümmungs- 
mittelpnnktefl  liegende  Schiene  wird  die  innere 
genannt. 

Figur  241. 


Erkl.  165.   Zerlegt  man  die  Kraft  mg=OQ 
in  zwei  Komponenten  (vergl.  Figar  241): 

QP=  OQcoBa 

OP=i  OQsintt 

analog  die  Kraft: 

^*"*  =  OQ' 


Antwort.  Unter  der  Ueberhöhung 
des  äusseren  Schienenstranges  ver- 
steht man  jene  Höhe,  um  welche  die  äussere 
Schiene  die  innere  tiberragt  (vergl.  Erkl.  164). 
Bewegt  sich  nämlich  ein  Wagen  auf  einer 
Ereiskurve,  so  wirkt  auf  seinen  Schwerpunkt 
ausser  der  Kraft  (des  eigenen  Gewichtes) 
mg  =  Masse o;  Beschleunigung  noch  die  nach 
aussen  wirkende  Komponente  der  Zentrifugal- 
kraft: 

mv^  _  Masse  X  Fahrgeschwindigkeit 
R  Radius  des  Kreisbogens 

Analog  nun  wie  ein  Reiter,  der  im  Kreise 
herumtrabt,  sich  instinktiv  gegen  das  Zentrum 
desselben  neigt,  muss  auch  der  Eisenbahn- 
wagen um  einen  kleinen  Winkel  a  geneigt 
werden,  denn  sonst  würde  er  entgleisen. 

Aus  der  Mechanik  ist  bekannt,  dass  Oleich- 
gewicht bestehen  wird,  wenn: 

— -—  cos  «  =  mg  sm  « 
Ji 

hieraus  folgt  (vergl.  Erkl.  165): 

^         Jig 

Sei  nun  w  die  Spurweite,  z  die  Ueber- 
höhung, so  wird  sehr  nahe: 


tga  = 


w 


also: 


z  = 


H 


m: 


0^1^=  O^sin« 
OP*  =  Oleosa 

Sodann  werden  die  Kräfte  Pg,  P'Q'  durch 
die  Festigkeit  des  Materials  aufgehoben.  Die 
Kräfte  OP  und  O'P*  wirken  entgegengesetzt 
nnd  müssen  alle  gleich  sein,  wenn  sie  sich  auf- 
heben sollen,  also: 

OP—  —  0'P' 
woraus  die  obige  Formel  folgt. 


Erkl.  166«  Die  Spurweite  (zwischen  den 
Innenkanten  der  Schienenköpfe  gemessen)  be- 
trägt 1,435  m.  Bezüglich  des  Krümmungshalb- 
messers gelten  folgende  gesetzliche  Bestim- 
mungen : 

Kleinster  Halbmesser  auf  freier  Strecke  für 
Hauptbahnen  180  m,  für  Nebenbahnen  bei  nor- 
maler Spur  (1,435  m)  100  m.  Halbmesser  von 
unter  300  m  bei  freier  Bahn  bedürfen  bei  Haupt- 
bahnen der  Genehmigung  des  Beichs-Eisen- 
bahnamts. 

L&ska,  VenxLessimgskiinde.    I. 


Wir  sehen,  dass  die  Ueberhöhung  dem 
Quadrate  der  Fahrgeschwindigkeit  direkt 
und  dem  Radius  des  Bogens  umgekehrt 
proportional  ist.  Man  pflegt  für  gewöhnlich 
folgende  Formel  zu  benützen: 

z  =::  1000  4- 

wobei  (vergl.  Erkl.  166): 

k  =  Sb  bis  45  für  Bahnen  mit  sehr 
raschen  Zügen  und  flachen  Krümmungen, 

k  =  S0  für  Hauptbahnen  ohne  Schnell- 
züge mit  schärferen  Krümmungen, 

k  =  25 — 20  für  vollspurige  Nebenbahnen, 

^;  ==  15  für  Bahnstrecken  mit  Krümmungen 
unter  Ä  =  150  m. 

Für  schmalspurige  Bahnen  ist: 

Ic  =  5  für  1  m, 

k  =  3,75  für  0,75  m  Spurweite. 

Es  soll  nie  e>167mm  sein;  bei  Halb- 
messern von  über  2000  m  pflegt  man  die 
Ueberhöhung  fortzulassen. 

13 
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Nachstehende  Tabelle  liefert  eini^  Werte 
von  z  für  Tollspiirige  Bahnen  (1,45  m). 


k  = 


i?  in  m 


45 


40 


35 


30 


25 


20 


z  m  mm 


400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

1200 

1500 

2000 


113 

100   1 

90 

80 

75 

67    ; 

64 

57 

56 

50 

50 

44 

45 

40 

38 

34 

30 

27 

23 

20 

75 

63 

60 

50 

50 

42 

43 

86 

38 

31 

38 

28 

30 

25 

25 

— 

20 

— 

i    '' 

— 

88  75  63  50 

70  60  50  40 

58       1       50  42  33 

50  43  86  29 

44  38  31  25 

39  33  28  22 

35  30  25  20 
29 
23 
18 


Wir  ersehen  aus  dem  Vorstehenden,  dass 
die  ans  Kreisbogen  nnd  Geraden  zusammen- 
gesetzte Knrve  keine  kontinnierliehe  ist, 
denn  bei  den  Geraden  hat  man  keine  Uebe^ 
höhung,  im  Berühmngsponkte,  wo  der  Kreis 
anlangt,  hätte  man  aber  plötzlich  die  üebe^ 
höhnng.  Man  muss  demnach  die  Ueberhöhung 
allmählich  einleiten. 


Frage  190.    Wie  wird  die  üeber- 
höhung  eingeleitet? 


Bemerkung.  Die  Ansteignng  der  äasseren 
Schiene  soll  mindestens  auf  die  ^  fache  Länge 
der  Ueberhöhung  verteilt  sein.  Demnach  ist 
etwa: 

n  =  200  für  k  <  30 

n  =  300    „     k=z  40 

n>390    r,    Ä;  =  45 

Bei  Halbmessern  über  800  bis  1000  m  ist 
die  Länge  der  Uebergangsknrve  gleich  20  m. 
Allgemein  hat  man  für  die  Länge  der  Ueber- 
gangskrümmung : 

l  z=z  nz 


Antwort.  Die  Ueberhöhung  leitet  man 
dadurch  ein,  dass  man  sie  von  O  bis  zur 
wirklichen  Grösse  anwachsen  lässt.  Um 
dieses  thnn  zu  können,  muss  zwischen  die 
Gerade  und  den  Kreis  eine  Kurve  einge- 
schaltet werden,  deren  Krümmongsradius  von 
00  (entsprechend  dem  Krümmungsradius  einer 
Geraden)  bis  zu  dem  Radius  des  Kreises  im 
gleichen  Masse  stetig  abnimmt.  Dieser  Forde- 
rung entspricht  die  sogenannte  kubische 
Parabel,  welche  gegeben  ist  durch  die  Glei- 
chung: 

y  =  ~ä — 

onz 

dabei  ist  1 :  n  jenes  Verhältnis,  nach  welchem 
mau  die  äassere  Schiene  gegen  die  innere 
ansteigen  lässt. 


Frage  191.    Wie  wird  der  Ueber- 
gang  bewerkstelligt? 


Antwort.  Um  den  Uebergang  zu  bewerk- 
stelligen, bestimmt  man  sich  zunächst  die 
Uebergangslänge  l  nach  der  Formel: 

l  =z  nz 

Sodann  bestimmt  man  sich  die  Endordinate 
CE  für  a:  =  /,  also: 


CE=d  =. 


6n 
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Figur  242. 


Figur  243. 


'X 


l- 


Zwisohen  diese  und  den  Punkt  D,  wo  die 
Uebergaogskarve  in  die  Gerade  übergeht, 
schabt  man  die  Pimkte  X  ein,  für  wache 
die  Grössen  x  and  y  (vergl.  Figor  242)  ans: 

bestimmt  werden.    Fasst  man  alle  nötigen 

Tormein  zusammen,  so  hat  man  (vergleiche 

Figur  243): 

l'=.nz 


Wollte  man  z.  B.  zwischen  C  und  Z>  zehn 
Punkte  einschliessen,  so  hat  man: 

X.  =:  1» 

^         •    10 

*«-^io 

-•  =  »•10 

also: 

x^^  —  l  —  ä 

1000 

y% 

-W= 

8(f 
1000 

^8 

-(^)*  = 

27  <i 
1000 

y9 

=  <^)"= 

729 
1000 

yio 

=Hr)= 

(? 

Erkl«  167.    Aus  der  Figur  243  ist  ersicht- 


lich, dass: 
also  wird: 


d\dUz=il',y/lt-^d^ 


ff 


Man   hat   für   den   Badius    des  Bogens 

natürlich: 

B  —  dR 

zu  nehmen,  wobei  (vergL  ErkL  167) : 

— ['+t(4)T 


oder  da  d  g^g&o.  l  klein  ist: 

=4'+K4)'] 


Z 


Setzt  man: 

d^__ 

l   ~"  6n 

SO  wird: 


6n 


6 


^^  =  ^(i+i^) 
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VII.  Die  Fehler-  und  Ausgleichsrechnung. 

1.  lieber  die  Beobachtangsfehler. 

Anmerkiug  9.  Für  die  Richtigkeit  einer  MesBimg  sind  gar  viele  UmstftQde  massgebend. 
Sie  hängt  nicht  nnr  von  den  gewöhnlichen  Eigenschaften  des  liessenden  (der  Auf- 
merksamkeit, der  Schärfe  des  Gesichtssinnes  etc.),  sondern  aach  von  der  Güte  der 
Instrumente  und  den  thermischen  und  optischen  Eigenschaften  der  Atmosphäre  und 
dergleichen  ab.  Alle  diese  Thatsachen  zeigen,  dass  selbst  die  mit  der  allergrössten 
Sorgfalt  angestellten  Messungen  mit  gewissen  unvermeidlichen  Fehlem  behaftet  sind, 
deren  Verhinderung  nicht  in  der  Macht  des  Geometers  liegt.  Es  ist  daher  wichtig, 
vor  allem  zu  wissen,  welcher  Art  die  möglicherweise  vorkommenden  Fehler  sind 
und  bis  zu  welcher  Grenze  durch  sie  der  Wert  des  Resultates  geändert  wird. 
Die  Ausgleichsrechnung  gibt  die  Mittel  an  die  Hand,  den  Einfluss  unvermeidlicher 
Fehler  auf  ein  Minimum  zu  reduzieren. 

Nachdem  also  die  Ausgleichsrechnung  für  die  Ausdbung  geodätischer  Praxis 
unentbehrlich  ist  und  im  II.  Teile  dieses  Werkes  von  ihr  häufig  Gebrauch  gemacht 
wird,  empfehlen  wir  dem  Leser  ausser  dem  hier  und  im  IL  Teile  Mitgeteilten 
zum  tieferen  Studium  Dr.  Bobeks  Lehrbuch  der  Ausgleichsrechnung  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Verlag  von  J.  Maier  in  Stuttgart). 


Frage  192.     Welche   Arten   der 
Fehler  unterscheidet  man? 


Antwort.    Man  unterscheidet: 

I.  Die  groben  Fehler. 

IL  Zufällige  oder  unvermeidliche 
Fehler. 

ni.  Regelmässige  oder  konstante 
Fehler. 


Frage  193.  Was  versteht  man  nnter 
einem  groben  Fehler? 


Antwort.  Unter  einem  groben  Fehler 
versteht  man  einen  solchen,  der  ausserhalb 
der  möglichen  Beobachtungsfehler  liegt,  also 
grösser  ist,  a]s  unter  den  obwaltenden  Ver- 
hältnissen erwartet  werden  kann.  Messe  ich 
z.  B.  eine  Strecke  mit  dem  Metermass,  und 
zwar  zweimal  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen, wobei  ich  einmal  m,  das  anderemal 
m-|-10  Meter  als  ihre  Länge  erhalte,  so 
bin  ich  sicher,  dass  hier  ein  grober  Fehler 
(Verzählung)  vorgekommen,  da  ich  ja  die 
Messung  bis  auf  Decimeter  genau  verbürgen 
kann. 


Frage  194.  Wie  überzeugt  man 
sich  von  dem  Vorhandensein  grober 
Fehler? 


Antwort.  Um  sich  von  dem  Vorhanden- 
resp.  Nichtvorhandensein  grober  Fehler  zu 
überzeugen,  muss  man  sich  überzeugen,  ob 
die  sogenannten  überschüssigen  Messun- 
gen innerhalb  der  zulässigen  Fehlergrenze, 
dem  Ergebnis  der  Fundamentalmessung,  Ge- 
nüge leisten. 
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Frftge  195.  Was  versteht  man  unter 
den  nberschfissigen  Messungen?  Antwort.    Unter  den  übersohüBsigen 

MesBangen  werden  wiederholte  Messangen 
derselben  Grösse  oder  Messungen  anderer 
mit  jener  in  einer  mathematisch  darstell- 
baren Beziehung  stehenden  Grössen  ver- 
standen. So  wird  beispielsweise  ein  Dreiecks- 
winkel durch  die  Messung  der  beiden  anderen 
kontrolliert,  da  die  Summe  aller  Winkel  im 
Dreieck  gleich  180^  sein  muss.  Bei  Längen- 
messungen verwendet  man  zweierleii  Mass- 
stäbe, deren  genaues  Verhältnis  zu  einander 
bekannt  ist. 


Frage  196.   Was  versteht  man  unter 
zufälligen  oder  unvermeidlichen       Antwort.    Unter  den  zufälligen  oder  un- 
Beobachtungsfehlern?  vermeidUchen  Beobachtungsfehlem  werden 

solche  verstanden,   deren  Einfluss  auf  die 

Erkl.  168.  Dieses  ist  die  Definition  von  Beobachtung  von  veränderlichen  Umständen 
Ganss.    Vergl.  Abhandlungen  znr  Methode  der  abhängt,  die  also  unter  sich  und  mit  der 

^nrn.%?Ä^/n?  L!;^«T'  ^'""^'^  Beobachtung  selbst  in  keinem  wesentlichen 
von  Dr.  i>öi8cn  imd  ür.  ounon,  p.  1.  „  /^       ^  i.      /-      i  •  i    w^i  i  -i  ««x 

^  Zusammenhang  stehen  (vergleiche  Erkl.  168). 

Erkl«  169.  Als  eine  Hanptnrsache  der  Der  Hauptcharakter  dieser  Fehler  liegt 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  gelten  die  darin,  dass  sie  bei  unter  gleichen  Um- 
thermischen und  optischen  Veränderungen  der  ständen  wiederholten  Beobach- 
Atmosphäre.    Der  Lichtstrahl ,  der  theoretisch  tungen     in    verschiedener    Grösse 

als  auch  in  Btzüg  auf  die  horizontale  Richtung  J:«5?«^«  .  ?«   ^«^  Ursachen  der  zufölhgen 
gekrümmt  ist  und  infolge  der  meteorologischen  Fehler  smd  zu  rechnen  die  Unsicherheit  un 
Verhältnisse  ihreKrtimmung  fortwährend  ändert,  EinsteUen  eines  Visierfadens,  die  feinen  Ab- 
da  der  Lichtstrahl  gezveungen  ist,  durch  ver-  lesungen   durch   Schätzungen    (insbesondere 
schiedene  dichte  Lichtstrecken  hindurchzugehen  beim  Nonius),  die   Unruhe  der  Bilder  ent- 
und  demzufolge  nach  den  verschiedensten  Bich-  femter    Gegenstände ,    zufällige    Erschtitte- 
tungen  abgelenkt  wird.  Diese  Wirkungen  beein-  rangen  des  Standortes  und  dergh  mehr. 
Aussen  insbesondere  die  vertikale  Bichtun^  dieser 
Kurve,   während  sie  in  der  Horizontahnchtung 
ziemlich  klein  bleiben,  doch  gross  genug,  um 
die  Ablesungsresultate  zu  verändern. 

Erkl.  170.  Um  eine  ziemlich  vollständige  Anzahl  der  Fehlenusachen  in  einem  speziellen 
FaUe  zu  geben,  wollen  wir  eine  Stelle  aus  Bessels  gesammelten  Abhandlungen,  Band  II,  p.  388 
abdrucken,  die  die  Fehlerursachen  bespricht,  die  ^ntst^en,  wenn  der  Polabstand  eines  Fixsterns 
mit  einem  nach  Bei chenb achscher  Art  eingerichteten  Meridiankreise  beobachtet  wird. 

„Das  Instrument  muss  zuerst  auf  den  Stern  eingestellt  werden,  und  diese  Einstellung 
kann  aus  verschiedenen  Ursachen  fehlerhaft  werden,  nämlich: 

1)  weil  eine  Grenze  der  Kraft  des  Femrohrs  vorhanden  ist,  innerhalb  welcher  seine 
Richtung  willkürlich  bleibt; 

2)  weil  der  Punkt  des  Bildes  des  Sterns,  den  man  in  die  Abscissenlinie  zu  bringen  beab- 
sichtigt, innerhalb  gewisser  Grenzen  willkürlich  sein  kann,  welche  bei  grossen  und  hellen  Sternen 
ohne  Zweifel  weiter  auseinander  liegen,  als  bei  kleineren,  weniger  hellen,  und  woraus  hervor- 
gehen kann,  dass  bei  Nacht  und  Tage,  oder  bei  hellerem  und  weniger  hellem  Himmel  ver- 
schiedene Punkte  gewählt  werden; 

S)  weil  der  Stern  sich  selten  oder  nie  ruhig,  sondern  in  zitternder,  von  dem  Mangel  des 
Gleichgewichts  der  Luft  herrührender  Bewegung  zeigt.  Hierzu  geseUen  sich  Fehlerursachen, 
welche  von  der  Einstellung  des  Instrumentes  ganz  unabhängig  sind,  z.  B.: 

4)  ein  Einfluss  der  Elastizität  seines  Metalls,  welcher  zufällig,  äusseren  Umständen 
zufoWe,  bald  diesen,  bald  jenen  Wert  erhalten,  auch  zur  Folge  haben  kann,  dass  die  Richtung 
des  Femrohrs  in  dem  Augenblick  des  Ablesens  der  Beobachtung  nicht  mehr  dieselbe  ist,  welche 
sie  bei  seiner  Einstellung  war; 
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5)  eine  Unsicherheit  der  Angabe  der  KreiBteilnng; 

6)  die  ans  der  begrensten  Schärfe  des  optischen  HilfEonittels,  wodnrch  die  Ablesnngeii 
erlangt  werden,  hervorgehende  Unsicherheit; 

7)  die  aus  dem  Umstände  herrorgehenden  Fehler,  dass  die  Schätzung  der  Angaben  der 
Nonien  nur  z.  B.  bis  anf  die  Hälfte  des  kleinen  Zwischenraums  von  2",  welchen  sie  angeben, 
getrieben  werden  kann,  wodurch  alle  an  den  vier  Nonien  dieser  Instrumente  abgelesenen 
Beobachtungen  sich  immer  mit  einer  vollen,  viertel,  halben  oder  dreiviertel  Sekunde,  nie  aber 
mit  anderen  Teilen  desselben  schliessen. 

Femer  kommen  die  äusseren  Umstände,  z.  B. : 

8)  der  £influss  der  Körperwärme  des  Beobachters  auf  den  Kreis  oder  andere  Teile  des 
Apparates ; 

9)  der  Einfluss  einer,  im  allgemeinen  vorhandenen  Verschiedenheit  der  Wärme  zwischen 
dem  unteren  und  oberen  Rande  des  Kreises,  welche  Spannungen  in  seinem  Metall  und  Ver- 
änderungen seiner  Figur  erzeugt; 

10)  veranlasst  die  Voraussetzung,  dass  die  Wasserwage  der  Alhidade  bei  jeder  Ablesung 
sich  im  nicht  beeinträchtigten  Zustande  des  Gleichgewichts  befinde,  einen  zufftllig^ii  Fehler. 

Ausserdem  ist  dort  noch  eine  Beihe  anderer  Fehlerquellen  angegeben.  Man  kann  ans 
dieser  Aufzählung  der  Fehlerursachen  sehen,  dass  selbst  eine  einfache  Beobachtungsart,  wie  die 
vorliegende,  einen  Gesamtfehler  zeigen  muss,  welcher  aus  zahlreichen  Ursachen  entsteht. 


Frage  197.    Was  versteht  man  unter 
den  konstanten  oder  regelmässigen       Antwort.    Unter  den  konstanten  oder 
Feldern?  regelmässigen  Fehlem  versteht  man  solche, 

die  bei  gleichen  Umständen  (also  z.B. bei 
gewissen  Temperaturen)  immer  in  gleicher 
Art  und  Grösse  (z.  B.  nur  positiv  oder 
nur  negativ)  auftreten.  Dahin  sind  z.  B.  alle 
Instmmentalfehler,  die  Ausdehnung  einzelner 
Instrumententeile  infolge  der  Temperatur  (z.  B. 
der  Pendelstange  bei  der  Uhr  zu  zählen).  Man 
kann,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  die 
regelmässigen  Fehler  direkt  durch  Beobach- 
tung und  Rechnung  bestimmen,  wenigstens 
insoweit,  dass  die  übrig  bleibenden  Reste 
kleiner  werden,  als  die  zufälligen  unvermeid- 
lichen Fehler. 


Anmerkung  10.  Bei  den  folgenden  Untersuchungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass  das 
Resultat  der  Beobachtung  von  regelmässigen  Fehlern  frei  ist.  Denn  da  sie 
und  ihr  Einfluss  auf  das  Resultat  bestimmt  werden  können,  wenigstens  soweit  sie 
in  Betracht  gezogen  werden,  so  ist  es  Sache  des  Beobachters,  alle  Ursachen,  welche 
konstante  Fehler  hervorzubringen  vermögen,  sorgfältig  aufzusuchen  xmd  dieselben 
entweder  abzustellen  oder  wenigstens  ihrer  Wirkung  und  Grösse  nach  auf  das 
Genaueste  zu  erforschen,  um  eine  jede  Einzelnbeobachtung  von  ihnen  befreien  zu 
können.  

Frage  198.    Was  ist  und  was  be- 
zweckt die  Ausgleichs-  oder  Fehler-       j^^^^    ^^  .^^  anzunehmen,  dass  eine 
recnnungr  j^^j^  Messung  mit  zufälligen  unvermeidlichen 

Fehlem  behaftet  ist.    Es  ist  daher  wichtig, 

«^  .-«    -i..«      T^    1        ..    ü.  ,        ^  sich  über  ihre  Grösse  zu  orientieren.    Wird 

Erkl.  171.     Es  kommt  oft  vor,   dass   das  j.^  ijrAo««««.  .%»«.  /.;n»»oi  v/v»«.^«^»«««.«.«!    ^Aar 

Resultat  der  Messung  absolut  richtig  erhalten  ^®  Messung  nur  einmal  vorgenommen,  oder 

wird.    Da  aber  m  der  Regel  eine  fehlerfreie  yf^^f"  ^^'J  «^^lel  Messungen  gemacht,  als 

Beobachtung  unmöglich  ist,  so  ist  die  Richtig-  ™r  Ausführung  der  Messung  unumgänglich 

keit  des  Resultates  dem  gegenseitigen  Auf  heben  nötig  sind,  so  wird  man  sich  nie  ein  Urteil 

der  unvermeidlichen  Fehler  zuzuschreiben.  über  die  Richtigkeit  der  Arbeit  bilden  können. 
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Erst  wenn  mehr  Messungen  oder  Beobach- 
tungen vorhanden  sind,  als  unumgänglich 
notwendig,  gelingt  es  durch  Vergleichung 
der  Eesultate,  den  Genauigkeitsgrad  der 
einzelnen  Messungen  und  hiermit  auch  das 
möglichst  richtige  Resultat  zu  erhalten. 

Dieses  mit  Hilfe  der  überschüssigen  Be- 
obachtungen aufzufinden,  femer  über  die 
Grösse  der  unvermeidlichen  Fehler  und  die 
Genauigkeit  der  Arbeit  näheren  Aufschluss 
zu  erhalten,  ist  der  Gegenstand  der  Aus- 
gleichsrechnung, welche  auf  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  basiert  (vergleiche 
Erkl.  172). 

Erkl.  172«  Die  Ausgleichsrechnung  basirt  auf  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
welche  in  Folgendem  auseinandergesetzt  werden  soll.  Diese  erhielt  die  wissenschaftliche  Be- 
gründung und  die  heutige  Form  von  Gauss.  Gauss  entdeckte  sie*  im  Jahre  1795  und  im 
Jahre  1809  machte  er  sie  in  seiner  Theoria  motus  corporum  coelestium  bekannt.  Die  1821 
publizierte  Abhandlung :  Theoria  combinationis  observationum  errorum  minimis  obnoxiae  enthält 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  der  heutzutage  üblichen  Form. 

Früher  aber  und  unabhängig  von  Gauss  ist  Legendre  (Nouvelles  m^thodes  pour  la  d6ter- 
mination  des  orbites  des  cometes,  1805)  auf  sie  gekommen;  von  ihm  rührt  auch  der  Name 
„Methode  der  kleinsten  Quadrate^  her. 

Eine  Zusammenstellung  der  diesbezüglichen  Arbeiten  findet  man  in  Enckes  Berliner 
Jahrbuch,  Jahrgang  1834,  18B5,  1886. 

Es  ist  durchaus  verfehlt,  von  einer  Priorität  der  Erfindung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  zu  sprechen.  Sobald  das  Prinzip  des  arithmetischen  Mittels  von  Simpson  (in  einer 
Abhandlung,  die  im  Jahre  1755  in  Phil.  Transactions  erschien)  und  Lambert  (in  seiner 
Photometrie  1761)  eingeführt  wurde,  war  es  nur  ein  kleiner  Schritt  zu  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate.  So  äussert  sich  Gauss  (siehe  dessen  Briefwechsel  mit  Schumacher):  „Der  Gedanke 
schien  mir  vom  ersten  Anfang  an  so  natürlich,  so  äusserst  naheliegend,  dass  ich  nicht  im 
geringsten  zweifelte,  viele  Personen,  die  mit  Zahlenrechnung  zu  verke&en  gehabt,  müssten  von 
selbst  auf  einen  solchen  Kunstgriff  gekommen  sein  und  ihn  gebraucht  haben,  ohne  deswegen 
es  der  Mühe  wert  zu  halten,  viel  Aufsehens  von  einer  so  natürlichen  Sache  zu  machen.  In 
der  That  wurde  diese  Methode  zu  gleicher  Zeit  von  mehreren  erkannt.  So  z.  B.  von  D.  Hub  er 
in  Basel  (vergl.  Wolfs  Biographien,  I,  453)  und  vielleicht  noch  von  anderen. 

So  war,  um  das  schöne  Wort  Littrows  zu  gebrauchen,  „diese  Methode  das  Eigentum 
des  ganzen  Zeitalters*'  und  Gauss  sozusagen  der  gezwungene  Träger  dieser  Entdeckung.  Denn 
seine  Befähigung  zwang  ihn,  diesen  Beruf  anzunehmen. 


Frage  199.  Welches  ist  der  leiten  de 

Grundsatz  der  Ausgleichsrechnang? 

Antwort«    Um  zu  dem  leitenden  Grund- 
satz  der  Ausgleichsrechnung  zu  gelangen, 
Erkl.  178.    Die  Methode  der  kleinsten  Quad-  wollen   wir    zunächst  annehmen ,    dass    die 
rate  hat  also  den  Zweck,  «  unbekannte  Grössen,  Beobachtungen,  die  vorliegen,  sämtUch  von 
UThJf,treTberXbSL^^^^^  gleicher  Güte  smd,  d.  h.  sämtlich  mHmo^^ 

enthläten  und  deshalb  mit  Fehlem  behaftet  sind,  Jj^^^t  gleicher  Genauigkeit  gemacht  wurden, 
derart  zu  bestimmen,  dass  sich  diese  Bestim-  sodann  ist  klar,  dass  man  sie  alle  ohne 
munff  den  Beobachtungen  so  genau  als  möglich  Ausnahme  bei  der  Herleitung  des  wahren 
ans^liesst  und  dass  man  dabei  über  die  Ge-  oder  doch  wahrscheinlichsten  Wertes  der  ge- 
nauigkeit  dieser  Bestimmung  und  die  dabei  suchten  Grösse  wird  verwenden  müssen;  denn 
möglichen  Fehler  ein  Urteil  abzugeben  im-  es  liegt  ja  kein  Grund  vor,  die  eine  oder 
Stande  ist.  ^^  andere  auszulassen  oder  zu  bevorzugen 

(vergl.  Erkl.  173  und  174). 

Erkl,  174.    Die  Methode  der  kleinsten         xt  v    ^       •    ^  a«    -d^  u^^u* ^« 

Quadrate  wird  französisch:  „la  methode  des  ,„/ehmen  wir  femer  an  die  Beobachtungen 
moindrescarr^s«  und  englisch:  „themethod  hätten  für  die  gesuchte  Grosse  a;  die  Werte: 
of  minimum^  benannt.  sc^  ,  X2  ,  x^  ,  x^*»» 
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geliefert,  so  dass  also: 

Erkl.  175«    Das  arithmetische  Mittel  ist  die  ^      ^'  H  >r   * 

Grundlage  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  *      *«  —  A  *i 

Nimmt  man  n&mlich  an,  dass  das  arithmetische  x  —  ^t  =  A  ^s 

Mittel  der  plausibelste  Wert  ist  für  n  beobachtete  

Gröflsen  gleicher  Genauigkeit,  da»  also:  ^^  Abweichungen  von  der  Grösse  x  da^ 

2{x     Xj^  —  0  stellen,  von  der  wir  annehmen,  dass  sie  sich 

ist,  so  ist  diese  Gleichung  nichts  anderes,  als  allen  beobachteten  Werten : 
die  Bedingung  für  das  Minimum  der  Funktion:  ^  ^  ...  ^ 

2{X'—Xj^'^  am  nächsten  anschliesst 

weil  ihr  Maximum  unendlich  gross  ist.        ^^  ^,^  ^^  ^^^^  ^^^^^  voraussetzen, 

so  werden  die  Abweichungen: 

A«i    A«i    A«8'** 

Erkl.  176.    In  der  Methode  der  kleinsten  teils  positiv,  teils  negativ. 
Quadrate  ist  es  üblich  geworden,  die  Summe        ,_.  .      :.  «  «  :■  • 

der  Quadrate  der  Grössen:  ^enn    wir    dah<ur    verlangen,    dass   sie 

möglichst  klein  werden,  so  kann  dieses  nur 


«1     «»    «8  •  •  • 


•  -rvj     uj^oui  geschehen,  wenn  der  Ausdruck  (vergleiche 

einfach  durch  das  Symbol:  |^jj    mm^  176): 

darzustellen,  so  dass  ilso :  ^  ^^)*  +  ^  ^^'  +  (A  ^.)^  +  •  •  •  =  [A  ^'] 

[aA  =  a2  +  a2  +  a2  +  a2-| ^^^  Minimum  wird.    Dieses  ist  eine  Voraus- 

Analog  soll  'die  Summe  :*        *  «f  ^^f '  ^^^f  °  Berechtigung  wir  durch  nach- 

,    ,      .    ,      .    ,  stehende  Betrachtungen  darthun  wollen. 

mit:  11^911881  gg  ^^  ^^^  ^^  ^^  Resultat  desto  ge- 

[ah]  nauer  sein  wird,  je  weniger  es  von  dem 

bezeichnet  werden.  richtigen  Werte  abweicht,  dieses  gilt  nicht 

nur  von  den  einzelnen  Abweichungen,  sondern 
auch  von  ihrer  Summe. 

Da  aber  die  Abweichungen  teils  positiv, 
Erkl.  177.    Es  ist  klar,  dass  alle  geraden  teils  negativ  sind,  so  könnte  es  leicht  ge- 
Potenzen diese  Eigenschaft  haben,  wir  handeln  ^^^^^       ^^  jj^^e  Summe  gleich  NuU  wÄre, 

nicht  nur  ökonomisch,  sondern  auch  theoretisch  „«».«««J    a^^Xs   ai^  «: «i«*«    av i  x.        1 

richtig,  wenn  wir  die  einfachste  der  geraden  ^^^^^  doch  die  einzelnen  Abweichungen 

Potenzen    wählen.     Man   vergleiche    hierüber  ziemüch,   ja    beliebig    gross    sein    konnten 

Encke,  Berliner  astron.  Jahrbuch  1834,  p.  288  (vergl.  Erkl.  177). 

bis 293  und  Gauss,  „Bestimmung  der  Genauig-  Nehmen  wir  aber  an,   dass  das  Quadrat 

keit  der  Beobachtungen«  in  der  Zeitschrift  für  ^gr  Abweichung  so  klein  als  mögUch  sein 

Astronomie,  herausgegeben  von  Lindenau  und  g^ij     ^^     besteht   die   Summe    ans   lauter 

Bohn^berger.  Tübingen.  1816.  Band  I,  p.  185  '^^^^^^  'aSso  posWven  TZr  J5"*S 

wird  sodann  der  kleinsten  Summe  der  wahr- 
scheinlichste Wert  von  x  entsprechen. 


2.  lieber  den  Einjflnss  gegebener  fehlerhafter  Daten 

anf  das  Resultat. 

Anmerkung  11.  In  der  Geodäsie  werden  allgemein  Grössen  gegeben  sein,  denen  eine 
bestimmte  Unsicherheit  anhaftet.  Diese  Unsicherheit  beeinflasst  das  Besultat.  Es 
ist  nun  wichtig,  zu  untersuchen,  inwiefern  das  Besultat  von  der  Unsicherheit  der 
Daten  abhängt  Dieses  soll  in  diesem  Kapitel  geschehen.  Dabei  wird  überall  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  diese  Unsicherheiten  so  gering  sind,  dass  wir 
überall  ihre  zweite  Potenz,  wenn  dieselbe  mit  einer  endlichen  Zahl  multipliziert 
erscheint,  gleich  Null  setzen  können.  Um  das  Wesen  dieses  Kapitels  möglichst 
klar  zu  machen,  stellen  wir  folgende  Fragen: 
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Frage  200.  Wie  genau  muss  ein 
Winkel  a  (vergl.  Figur  244)  gemessen 
werden,  wenn  mit  seiner  Hufe  aus  der 
Basis  h=:lm  die  Seite  x  im  recht- 
winkligen Dreieck  ABC  bis  1  Meter 
sicher  sein  soll? 


A  ^«/m 


£rkl.  178. 

log206266  =  5-3144160 

log  /200265  =  2.6672075 


log 


\/l06265 


genähert. 


=  7.3427926 

=  log  cos  (o  =  890  52') 


Erkl«  179*    Oben  fanden  wir: 
1 


log 


\/206266 
%t  man  hinzn: 


=  7. 3427925 


ylog60=:  0-8890756 


80  folgt: 


60 


=  8.2818681 


206265 

=  cosa 

=  C08(a  =  890) 

gen&hert,  diesem  entspricht: 

logtga  =:  1*75808  genähert, 
also:  tg«  =  55  genähert. 


Antwort  Wir  haben  nach  einem  be- 
kannten Satz  der  Trigonometrie: 

X  =  hXga 

da  nan  6  =  1  m»  so  wird: 

a?  =  (tg  «)  m 

Nehmen  wir  nnn  an,  es  Andere  sich  a 
nm  A  «)  so  wird  sich  anch  x  Mm  £\x  andern 
nnd  es  wird: 

«+A«  =  t«(«  +  A«) 
oder  (vergl.  Eleyers  Lehrh.  der  Differential- 
rechnung): 

so  dass  also: 

A« 


cos^a 


\  cos«  a  ) 


Es  soll  also  nach  der  Frage: 

A«<1™ 
also  muss: 

A« 


d.  h.: 


•     <1 

cos«« 

A  «  <C  cos«  a 


Drücken  wir  A  a  in  Winkelseknnden  aus, 
so  wird: 

A«' 


jt 


<C08«a 


woraus : 


folgt 


206265 
A  «"  <  206265  cos«  a 


Man  muss  also  den  Winkel  auf  \**  genau 
hahen,  wenn: 

206265  C08«a  =  1 
ist  oder  wenn  (vergleiche  Erkl.  178): 

«  =  890  62' 

d.  h.  ist  der  Winkel  a  grösser  als  89^  52', 
so  mass  man  ihn  his  auf  1"  nennen,  nm 
AC  ^=x  his  auf  1  m  genau  za  haben. 
Da  nun! 

tg  890  52'  =  440  (genähert) 

so  sehen  wir,  dass  wenn  das  Verhältnis  der 
Länge  AB :  JtC  =  1 :  440  ist,  das9  man  die 
Winkel  anf  1  Bogensekunde  genau  hahen 
muss..   Da  nun  bei  den  gewöhnlichen  land 
messerischen  Arbeiten,  die  Winkel  mit  Rück- 
sicht auf  die  möglichen  Fehler  nur  bis  auf 
1'  genau   erhalten    werden,   so  kann  man 
fragen,  wie  gross  das  Verhältnis  in  diesem 
Falle  sein  kann.      Wir  haben  also  (vergL 

Erkl.  179): 

60"  <  206265  COS«« 

=-  <L  C08«a 

206265  ^ 


oder: 
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d.  h.: 

und 


«<8do 


d.h.  die  Längen  von  ÄBiAC  können  hoch- 
Btens  sich  verhalten  wie: 

1:56. 

Hat  man  nun  z.  B.  die  Entfernung  eines 
Gegenstandes  zu  nennen,  anf  Grand  der 
Formel: 

X  =  htga 

so  moBs  man  anf  die  soeben  entwickelten 
Relationen  Rücksicht  nehmen. 

Dieses  gibt  eine  Vorstellnng  ttber  die 
Anwendung  der  Sätze,  die  wir  im  folgenden 
entwickeln  wollen. 


Frage  201.  Ein  Bechfeck  mit  den 
Seiten  x  und  y  soll  bis  anf  1  D  m  genau 
gemessen  werden;  wie  genau  müssen 
die  Seiten  x  und  y  bestimmt  werden? 


Erkl.  180.    Es  ist  allgemein  nach  Kleyers 
Lehrbnch  der  Differentialrechnung: 

dF  =  d(xy)  =:  xdy  +  y da? 

daraus  folgt: 

dF  __  d(xy)  _    ^   du+    ^ 
F  xy  xff     ^"^  xy 


dx 


xy 


Antwort  Der  Flächeninhalt  des  Recht- 
eckes ist: 

F^xy 

Aendert  sich  x  in  dx^  y  in  dy,  so  wird 
(vergl.  ErkL  180): 

dF  ^   dy    .dx 
F    "  ~y~  '   ~x~ 

Da  nun  der  Erfahrung  gemäss  der  Fehler 
der  Längenmessung  proportional  ist  der  Länge, 
so  wird  (vergl.  Erkl.  181): 

dy  dx 


+ 


dx 


also: 


y 

dF 


=  2 


dx 

X 


Erkl.  181*  Man  kann  annehmen,  dass  je 
länger  die  gemessene  Strecke  ist,  desto  grosser 
der  mögliche  Fehler  wird,  also  kann  man  z.  B. 
annehmen,  dass  bei  10  m  ein  Fehler  von  1  cm 
wahrscheinlich  ist.  Dann  wird  man  schliessen 
müssen,  dass  bei  10X1^0  m,  100 X  10  m  etc. 
1  cm  X  ^^1  1  cm  X 100  etc.  möglich  wird,  dann 
wird  aoer: 


d.  h.  werden  x  und  y  gemessen,  so  mfissen 
sie,  da: 


dx 


2 


dF 


=  i^) 


bis  auf 


10  _  10X10 
1    -    1X10 
d.  h.  allgemein: 


10X100 
1X100 

dx 


X 


X  ü     F 

1    ,, 

o-  Meter  genau  bestimmt  werden. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  x 
und  y  am  Papier  abgenommen  werden.  Ab- 
gesehen vom  Zusammenziehen  des  Papiers, 
über  welches  wir  anderswo  sprechen,  ist  dx 
und  dy  gleich  der  Unsicherheit  im  Einsetzen 
der  Zirkel  in  den  Endpunkten  der  abzu- 
nehmenden Geraden.  Wir  haben  also,  da 
dieselbe  unabhängig  von  der  Länge  ist: 

dx  =.  dy 

ZU  setzen,  so  dass: 

dF   ^  (jT  +  y) 

F  xy 

wird. 


dx 
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Da  nun  xy  =^  F  eine  bestimmte  Grösse, 

n        ,  „.    ^      ^  1  *  ;i,-«  T>^«^i   A  ««  nämlich  die  zu  berechnende  Fläche  ist,  so 

Bemerkung«  Hieraus  folgt  die  Regel,  dass  .^j  j. 

man  beim  Abnehmen  der  Masse  zur  Flächen-  '                        ^p 

rechnung  möglichst  darauf  sehen  soll,  die  beiden  ~^r 

zu  multipbsierenden  Faktoren  gleich  gross  zu  am  kleinsten,  wenn  bei  gegebenem  xy  die 

erhalten  und  dass  man  nie  sehr  kurze  Strecken  Summe  x-\-y  ^m  Minimum  wird. 

7om  Papier  abnehmen  soll.  j^^n  igt  es  aber  bekannt,  dass  unter  allen 

Rechtecken  das  Quadrat  den  kleinsten  Um- 
Bemerkung.    An    diesen  zwei  Beispielen  ^*°«^  *"^*'  °^*°  ^*^  ^^\ 
kann  man  sehen,   wie  wichtig  eine  derartige  ^  —  ^ 
Untersuchang  unter  Umständen  sein  kann.  Man  ^^  setzen,  wodurch : 
kann  auf  diese  Weise  fesstellen,  in  wie  weit  ^^  _  ^^  ^^  ..  g  ^^ 
etwa  zwei  auf  verschiedenen  Wegen  erhaltene  %                 F          x'^                  x 
Resultate  miteinander  übereinstimmen  können  d.  h.  das  obige  Fehlergesetz  bleibt  auch  hier 
mid  überhaupt,  welche   Genauigkeit  bei   der  bestehen.    Natürlich  kann  bei  sehr  kleinem 
Anwendung    dieses    oder  jenes    Instrumentes  ^  ^*®  Grösse: 


erreicht  werden  kann. 


dx 

X 

auch  bedeutend  werden. 


Frage  202.  Von  welchem  Grundsatz 
macht  die  Fehlerrechnung  Anwendung?       Antwort   Die  Fehlerrechnung  beruht  auf 

dem  Tajlorschen  Lehrsatz.   Ist  f  eine  Funk- 
tion  der  Grössen: 

Bemerkung«     Vergleichen    wir  die  ange-  ^»    y»    «••• 

gebenen  Grössen  mit  dem  totalen  Differential-  "^^  werden  diese  um  eine  kleine  Grösse: 
quotienten  von  U,  d,  h.  mit:  dx,    /iy,    Jz--- 

Qf  Qf  df  geändert,  dann  besteht  die  Relation: 

^^  =  -^^*  +  "ä7^^  +  "äi-^*+"-  f{x  +  Jx,y  +  dy,z  +  dz>..) 
so  sehen  wir,  dass  wir  du  erhalten,  wenn  wir  =  f(x^  y,  z  ...)-{-     '  dx 

in  rf CT  die  Grössen:  ^.  ^.      ^* 

iix,  dy,  dz"'  +"a^"^y+'^^*^ — 

'        ^        ^  dabei  werden  die  höheren  Potenzen  vernach- 

dx,    dy,    dz'"  ISisBigt. 
Man  braucht  also,  um  dU  zu  erhalten,  die        Setzt  man  also: 
gegebene  Funktion  nach  allen  in  ihr  enthaltenen  j^_.  ^/^  ^  z  '*-) 

Argumenten  zu  diiferentieren  und  die  Diffe-  ^^  ^j^^  ^^  Aenderoig'von  U: 

rentialen:         ^^^    ^^^    ^^  dU  =  f(x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz  ^^0 
durch  die  Veränderungen:  ,     _  /(^i  y»  «^•••) 

dXj    dy,    dz"-  Bf  df  Bf 

zu  ersetzen.    Aber  dieses  gilt  nur  dann ,  wenn      dV  •=.  -^ dx-]- -j—  dy  \  ^^  dz -{-'•• 

die  zweiten  Potenzen  der  Veränderungen  ver-  ^  j^j  ^^  Totaländenmg  ^  CT  eine  lineare 
nacUässigt  werden  können.  Funktion  der  Partialändernngen : 

m 

Frage  203.   Wie  wird  dieser  Grund- 
satz zur  Anwendung  gebracht? 

Antwort     Dieser    Grundsatz    wird    in 

zweierlei   V^eise   in   Anwendung   gebracht. 


(t)= 
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Entweder  entwickelt  man  nach  den  Begeln 
der  DifTerentialrechnang  die  Ausdrficke: 

IL    IL    IL 

dx  ^     d^  ^      dz 

und  setzt: 

oder  man  bestimmt  sich  die  Grössen: 

Erkl.182.  Man  kann  auch  ohne  Differential-  IL^    AL^    IL 

rechnnng  sich  die  Fehler  bilden,   wenn  man                         ^^       d|f  '     ^^ 

folgende  allgemeine  Sätze  beachtet:  nnmerischi  Um  dieses  klar  zn  stellen  nehmen 

-^(«i»)  =  Ju  +  dv  wir  ein  einfaches  Beispiel. 

j(uv)  =  uJv-^-vJu  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  Strecke 
vJu  —  uJv  ^  luid  einen  Winkel  a  gemessen  nnd  daraoB 
^2 eine  neue  Strecke  a  durch  die  Gleichung: 

z/  sin^  =  cQ8flJß  ^=^^  ^^^fi 

^cos/9  =  —Bmß/fß  abgeleitet.   Es  fragt  sich,  wie  ändert  sich  a, 

jß  wenn  sich  b  um  db,  ß  um  jß  ändern?   Man 

^  tg/9  =  hat  nach  dem  obigen  Grundsatz  (vergleiche 

""^'^  Erkl.  183): 
Jeigß  =  —  ^.^g  Ja  =  Jhsviß  +  hcosß'Jß 

Nehmen  wir  einmal  an,  dass  der  Winkel  ß 
sicher  bestimmt  ist,  dass  nur  die  Ungewiss- 
heit  b  betreffen  kann,  dann  ist: 

^/f  =  0 
und 

I  .  .  .  Ja  =  ^b-sin/} 

Würde  man  aber  zuerst  numerisch: 

a  =  ft  sin^ 

rechnen,  dann  mit  der  Annahme: 

h  +  Jb 

a'  =  (b  +  Jh)Bmß 

so  würde: 

a'  —  a  =  Jbsiaß 
Erkl.  188.     So  wie  z.  B.   vorhin  a  eine  also: 
Funktion  von  b  und  /J,  also:  11  .  .  .  a'  — - a  =  Ja 

a  =  /(d,  ß)  =  b  smß  sein, 

analog  wird:  Das    allgemeine  Yerfaliren  im   letzteren 

a^  =  f(b^ßo)  =  5o  8in^o  'FaUe,  an  drei  Variablen  gezeigt,  würde  also 

a,  +  Ja,  =  nb,  +  Jb,.  /»o  +  ^W  ^^^^  .  .  '    ,      T^  w 

—  ^i.  .j^  ^h\a\nfa  JL.  ytM\  Nehmen  wir  an  u  sei  eine  Funktion  von 

—  vöoi--^^;8Jn(ft-r-^^o)  X  u  z  also- 

hiemit  ist  wohl  unsere  Schreibweise  verständlich.     *  ^'    '  '  «  —  /•/-  ^  ^\ 

und  man  habe  die  Werte  Xq,  y^,  ^Q  bestimmt, 
und  geftinden  (vergl  Erkl.  183): 

«0  =  /"(^oi  yo»  «o) 

Will  man  nun  erfahren,  vrie  sich  Uq  mit 
a*o  ändert,  so  nehme  man  ein  plausible  An- 
nahme JXq  und  rechne  damit: 

so  gibt: 

die  Aenderung  von  u,  wenn  sich  Xq  um  ^x 
ändert.  Nun  ist  aber  nach  dem  Tajlorschen 
Lehrsatz: 


Veber  den  EinflnsB  gegebener  fehleriiafter  Daten  auf  das  Besnltat. 
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Bf 


«'  =  A«oyo«o) + -^  -^^ 


Bemerkung*  Es  wird  vielleicht  nicht  zweck- 
los sein,  das  hier  Gesagte  an  einem  einfachen 
Beispiel  klar  zn  legen.    Sei: 

u  =  «•-j-x  +  l 
und  man  verlange: 

du 


oder: 


d.  h. : 


w'  =  Wo  + 


IL 

dx 


^x 


^  u'  —  u^         (df\ 

I  •  •  •  •^'  =  —^5—  =  \J^) 


Hiednrch  haben  wir 


dx 


rein  nomeriech 


Bx 
Setzen  wir  also: 


für  a?  =  1 


so  folgt: 


«0  =  1 

«0  =  8 


bestimmt 

Ebenso  rechnen  wir  mit  einer  Annahme 

über  jyi 

u"  =  f  (a?o,  yo  +  ^y»  «0) 
oder: 


Setzen  wir  femer: 

x^  +  Jx^  =  1,01 
so  folgt: 

V  =  1*0  +  -^Uo  =  3-0301 
Demnach  wird: 
V  — «0  -  (Uo  +  -^i*o)  -  Wo  =  8.0301-3 

=  0-0301 
nnd  wir  haben: 


d.  h.: 


TT  W^^-W  /af\ 


oder: 


0-0301  =  4^-0-01 

dx 


rBu\      ^  o^om  ^ 

Vaa?A=xo         0-01 


Analog  erhalten  wir  mit  einer  Annahme 
über  jZf  wenn: 

also: 


III   ,  .  ,  Wz  =^ 


Bilden  wir  nun  wirklich: 
Bu\ 

•JTO 


( 


Da  nnn: 
-IL 

dx 


u"'  — 


Bf 


Sf 


Juzn  -^—  A  X '\- ~^  /i  y  -^^ -^^:r— ^  Z 


^A=.  =^*  +  ^ 


80  wird: 


Bu 
dx 


=  3. 00 


wie  wir  sehen  weichen  die  beiden  Besnltate 
nnr  unmerklich  von  einander  ab.  Natürlich  ist 
der  nnmerisch  berechnete  Dififerentialqnotient 
ein  genauerer,  denn  er  nimmt  auch  die  höheren 
Potenzen  der  Grössen  dx^  Jy  mit. 


By  Bz 

80  folgt  aus  I,  n,  ni: 

Ju  =  iOx  ^x  -f-  WjfJy  4"  Wa  ^z 
wobei  JXy  jy,  Jz  jetzt  auch  andere  Werte 
iJs  vorhin  annehmen  können. 

Diese  numerische  Berechnung  der  Diffe- 
rentialquotienten empfiehlt  sich  dort  wo  die 
direkte  zu  sehr  komplizierte  Formeln  führt, 
oder  zur  Kontrolle,  oder  endlich  jenen,  die  mit 
der  DlfTerentialrechnang  nicht  vertraut  sind. 

Man  kann  auch  den  Einfluss  der  Fehler 
durch  Konstruktion  erhalten,  worüber  an 
geeigneten  Orten  die  Bede  sein  wird. 

Wir  geben  die  Fehlerrechnung  in  einer 
Reihe  von  Aufgaben. 


3.  Aufgaben  über  Felilen*eclinniig. 


Aufgabe  90.  In  einem  Dreiecke, 
dessen  Seiten  a,  6,  c  sind  und  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Winkel  a,  /?,  y^  sei 
gegeben  c  nnd  die  Winkel  a  und  j9. 
Es  fragt  sich,  in  wie  fem  ein  möglicher 
Fehler  in  den  gegebenen  Grössen  auf 


Auflösung.    Die  übrigen  Stücke  bestim- 


Sie  Berechnung  der  übrigen  einwirkt?  men  sich  bekanntlich  aus  den  Gleichungen 


206 


Vermeflfloiigskunde. 


Bemerkung.  Wir  wollen  versnchen,  für 
diesen  einzigen  Fall  die  Fehler  geometrisch 
abzuleiten.  Betrachten  wir  znnftcht  nur  c  als 
fehlerhaft,  dann  lehrt  der  Anblick  der  Figur  946 
sofort,  dass: 


y  =  1800  — («+/J) 


a  =^  c 


sin  («  4-  ß) 
sina 


sin(«  +  /J) 
Wir  haben  also: 

I  .  .  .  Jy^-^iJa  +  Jß) 

Femer  ist  nach  den  Lehren  der  Differential- 

rechnnng: 

,  sin^ 

sm(a  +  ^) 

,      8in(«  -f-  ß)  C08/8  —  sin^  cos (a  +  ß)     , 
+  ^ ____________ jp 


—  c 


[sin  (a +  /»)]« 
sin/}  cos  («  -{-ß) 
[8in(«  +  /J)P 


Ja 


ist  also: 


L 

C             B 

BB'  =  ^c 

CC  =  Jh 

CC"  =  ^a 

Ja 
Je 

~"  c  '      Je   "^  c 

oder: 

,        sin/J         ,  sin«      ^  ,      sin^cosv   ^ 

smy        *  8in*y         '         8in«y 

Nun  ist  aber: 

sin/9   6        sina  a 

siny  c  '     siny         c 


also  wird: 

c         '    smx 


Jß  +  hiA%YJa 


80  wird: 


also: 

a  h 

Ja=. — de,    Jb  =. — Je 
e  e 

Betrachten  wir  nun  etwa  den  Winkel  «  als 
yeränderlich,  so  haben  wir  (vergl.  Figur  246): 


analog  wird: 

n  h 

III  ...  ^a  =  —  jeA — : jaA-a  ctgyjß 

c         '    smy  '        ^^ 

Hier  wird  für  y  =  0 : 

/jh  =  00,    da  =  00 

d.  h.  unendlich  gross ,  demnach  können  för 
kleine  y  Ja  und  Jh  beträchtliche  Werte 
erhalten. 

Relativ  werden  für: 

y  =  90> 

die  Fehler  am  kleinsteOi  nämlich: 

Jh  =:—dc  +  ajß 
e 


oder: 


ja  =  —  z/c  +  hjtt 
c 


h  c      *    c 


Ja  =  ec',    Jh  =  c'c" 
wobei  das  kleine  /\,CCO*  ein  rechtwinkliges 
mit  dem  rechten  Winkel  an  O*  ist.  Wir  können 
es  also  so  darstellen  (vergl.  Figur  247); 


da        Je    i    ^    ^ 

== da 

a  c     *    e 

Ist  da  und  dß  positiv,  dann  sind  die 
Fehler  von  Ja  und  db  etwas  grösser  als 
der  Fehler  der  gemessenen  Grösse  c, 

Soll  daher  ein  Dreieck  aus  einer  Grund- 
linie und  zwei  anliegenden  Winkeln  bestimmt 
werden,  so  wird  diese  Bestimmung  am  ge- 
nauesten ausfallen,  wenn  das  Dreieck  ein 
rechtwinkliges  und  gleichschenkliges  ist.    « 


Angaben  über  Feblerrechniuig. 
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Figur  247. 


In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  nach« 
stehenden  Fehlergleichnngen  ableiten. 

Wenn  wir  auch  im  nachfolgenden  die 
Differentialmethode  fast  ausschliesslich  be- 
halten, so  empfehlen  wir  doch  dem  Leser 
auf  das  Drirgendste,  zu  versuchen,  in  dieser 
Art  sich  die  Bedeutung  der  entwickelten 
Formeln  auf  diese  Weise  zu  veranschaulichen. 


bAcc 


Bo  dass  wir  haben: 

Jh  =  hJactgy 


Ja  = 


smy 


Dieselbe  Betrachtuog  für  den  Winkel  y  aus- 
geführt gibt: 

Ja  =Ladß  cigy 
Lassen  wir  alle  Grössen  sich  ändern,  so  wird 
der  Effekt  gleich  der  Summe  der  Einzelneffekte, 
also  z.  B. : 

dh  =  —  z/c  +  hda  ctgy  A — ; Jh 

c  *  ^'    '    smy 


Aufgabe  91.  Im  Dreieck  ABC 
seien  zwei  Seiten  h  and  c  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  a  gemessen.  Die 
Veränderungen  der  übrigen  Stücke  sind 
zu  berechnen  (vergl.  Figur  248). 


Auflösung.    Wir  haben  die  Gleichungen: 
sin  /9  =  —  sin  («  +  ß) 


Bemerkung.  Wir  empfehlen  dem  Leser, 
zur  Uebung  auch  die  geometrische  Konstruk- 
tion analog  wie  im  vorhergehenden  Falle 
durchzufahren,  um  sich  die  Wirkung  der  Ab- 
weichungen SU  veranschaulichen. 


sin  y  =  -^  sin  («  4"  y) 

Wir  haben: 

a/i  a  =  h  Jh'\'Cdc  —  (6^c-[-c^&)C08a 
oder:  +6cBm«^« 

a/i a  =:  {b  —  ciiO% a) /S h -\- {e  —  heo%a)  Je 

'■\-'bcBmttJ  a 
Nun  ist  aber  (vergl.  Figur  248) : 
h  —  c  cos  «  =  AE  =  Pf^ 

c  —  6  cos  «  =  BD  =  p^ 

gleich  der  Projektion  von  AB  auf  die  Seiten 
h  resp.  c.    Femer  ist: 

bcsina  =  2J 

wo  J  den  Inhalt  bezeichnet. 
Wir  haben  also: 

Ph           P 
Ja  =  — Jh4 — -Jc  +  2J'  Ja 
o '    g 

Damit  also  ^a  klein  ausfalle,  müssen: 

n  Pc^ 

a     '     a 


L 
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Eriil.  184.    £8  ist  (rergl.  Figur  249) 
e  coB  ß -{- b  eoB  y  ==.  a 
also  weim  man  durch  e  dividiert: 

coBß-\ cosy  =  — 

c  c 


Es  ist  nämlich  (wobei  ÄB±DC): 
AB  —  a  =  AD+BD 
nnn  ist  aber  im  J  ADCi 

AD  =  ACcosß  =  ccoBß 
nnd  im  JDCB-. 

BD  =  jBCcosy  =  dcosy 


also: 


a  =  c  cos  /?  4"  ^  cos  y 


klein  nnd  anch  J  klein  sein.  Diese  werden 
aber  nm  so  kleiner,  je  stumpfer  der  Winkel  a 
wird. 

Femer  haben  wir: 

cQBßJß  =  — cos(a-|-/f)(-^«  +  ^^) 
c 

•^  Bin  (a -\- b)  ^ — 

Nun  ist  aber: 

a-^ß  =  180  — y 
also: 

80  dass  wir  also  haben: 

JßlGOBß'\ cosyj  = cosy-<^a 


-f-siny  ^  — 


(vergl.  Erkl.  184) : 
Nnn  ist  aber: 


cos  /J  -| cos  y  =  — 

c  c 


also  wird: 


ztß  =z cosy^aH ^ -^  — 

g       ^         '      g         e 

Analog  folgt: 

Jy  =. cos/Jz/«H ^  A — 

g  g  c 


Aufgabe  92.  In  einem  Dreiecke 
seien  die  drei  Seiten  a,  6,  c  dorcli 
Messung  bestimmt;  es  entsteht  die  Frage, 
wie*  wirken  ihre  Unsicherheiten  auf  die 
Bestimmung  der  Winkel? 

Erkl.  185.  Es  ist  nach  Eleyers  Lehrbuch 
der  DifPerentialrechnnng : 

(2*cosy  =  —  sin  ydy 

d«  sin y  =:  cos y<2y 

Diese  Formeln  können  anch  direkt  bewiesen 
werden  für  unseren  Zweck.    Es  ist: 

cos  (y  +  ^  y)  =  cos  y  cos  J  y  —  sin  y  sin  ^  y 

da  Jy  ein  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man: 

cos  z/  y  =  1 

sin  z/  y  =  J  y 

setzen,  so  dass: 

cos  (y  -f-  -^y)  —  cosy  =:r  siny  •  ^/y 

Es  mnss  hier  aber  noch  hervorgehoben  wer- 
den, dass  wenn  ^iy  in  Sekunden  ausgedrückt 
wird,  man  zu  setzen  hat: 

sinz/y  =  ^/y^sinl" 

sonst  muss  Jy  im  Bogenmass  ausgedrückt 
werden.  Diese  Bemerkung  gilt  natürlich  für 
alle  derartige  Berechnungen. 


Auflösung.    Wir  haben  die  Gleichungen: 

g  =  Z>  cos  y  -|-  ^  cos  /l 
ferner: 

b  sin/? 

c         sing 
also: 

e  sin  /9  =r  &  sin  y 

Demnach  haben  wir  (vergl.  Erkl.  185) : 
^  g  =  ^/  6  cos  y  -|-  -^  c  cos  ^ 

—  d  sin  y/^y  —  c  sin  if^/f 
oder: 

Ja^=.  /tb^By-\'  Jc^Bß 

—  (^/  y  +  -:/  ß)  e  sin  ß 
Da  nnn  aber: 

—  (z/y +.//»)  =  Ja 
SO  folgt: 

Ja  =  ^/6  cos  y  +  zic  cos /f  +  -^««  sin /> 

oder: 

^1  a         Jb  cos  y        -^    ^    - 

Ja^  — j-T --r ^ß 

csin^  eBinß c     ^'^ 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  für  die 
übrigen  Winkel  und  es  wird: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

iialtsyerzeichnis  der  ,,yoll8tändig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^'  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei   bezogen  werden* 

Bemerkt  sei  hier  nur; 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschDitten  und  gut  brocliiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inbaltsverzeicbnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg,  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles ,  was  sich  überbaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  voUstäniig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
bester  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren ,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbatstudinm,  das  vortrefflichste  Nachschlagebnch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsyerzeichniR 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  ITammer  in  StiUtKurt 
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g  n  *     ■  ^^^  ^  Figuren-. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  fdr  den  Schnl-  &  Selbstnnterricbt  - 

mit     / 

Angabe  und  EntwlcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Becheilkiiiist^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sph&rischen 
S  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  üöberen  Mathematik  (höhere  Analysis, 
1  Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Kaumes  etc.);  — 
g  ans  allen  Zwei|ren  der  Physik,  Mechanik«  Graphostatlk,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Briicken-  u.  Hochban's;  der  Konstrnktionflleliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Paraliel-Perspeotiye,  Sehattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs,  etc. 

l  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I      Stadium,  2ar  Forthülle  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 
I  der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r«  Adolph  Kleyer, 

KftthemAtiker,  yereideter  königl.  preuss.  EeldmesBer,  Tereideter  grossh.  hessitcher  Geometer  I.  KUste 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

Termetstsniig^tskniide 

(Geodäsie). 

Erster  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  liaska. 

Fortsetzung  von  Heft  1292.  —  Seite  209—224.    Mit  3  Figuren. 

Inhalt: 

Aafgabon  Ober  FehlerreolinuDg.  —  Die   fehlerzei^enden  Figaren.  —  Ausglelchang   direkter  Beobachtungen 

Ton  gleicher  Qenanigkeit.  —  Ausgleichung  direkter  Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit.  —  AuBgleichung 

bediii0«r  Beobachtungen.   —   Von  der   Auflösung  einer  Oruppe  von  linearen  Oleichangen  zweier 

Unbekannten  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


Stnttsrart  1894. 
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Preisgekrönt  in  Frankhirt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

I 

DieseB  Werk,  welchem  kein  abnlicheg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4  ^ 

Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig-  i 

sten   und   praktischsten  Anfigabeii  aus    dem    G^samtiroblete   der   Mathematik,   Physik,  - 

lllecbanik,  matb.  Geographie 9  Astronomie  9  des  Maschinen-)  Strassen-,  Eisenbahn-, 
^  Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zelehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren ,.  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutsten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelÖsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form;  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen..  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrenelch- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärnngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  •naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  !•  und  II.  Ord»,  gleich- 
berechtigten.  höheren  Bürgerschulen,  Privatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, SchuHehrer- Seminaren,  Polyteehniken,  Techniken,  Bangewerksohulen, 
Gewerbesehuren,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungsscbulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftssehnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitnugs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Piüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  ab«r  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teile's  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  .Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  tu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten,  Lust,  Liebe 
und  Terstäudnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffris^chuug  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weitereu  praktischen  Yerwertungeu  und  weiteren  Forsehangen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlagshandlnng. 
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fä-  •'* 

Jecosa 
asiny 

Ja    ^ 
a    """^^ 

'^        asmy 

iy  -     ''" 

Ja  coBß 
&sina 

Jh    , 

^         b  sin« 

Bemerkung.      Ans   diesem  Grunde  strebt        Aus  diesen  Formeln  ersieht  man,  dasB  nie: 
man  bei  den  Triangulationen  darnach,  möglichst  sm«,     sm^,     siny 

gleichseitige  Dreiecke  zu  erhalten.     Aber  auch  ^^««»    ®*-»'*»    ^^^ 

bei  den  tintergeordneten  Messungen  sollte  man  ff^oss  sein  darf,    d.  h.   dass   kleine  Winkel 
darauf  Bäcksicht  nehmen.  zu  vermeiden   sind ,  soUen  aber  die  Winkel 

grosstmoglichst  sein,  so  ist  es  am  besten, 
da  ihre  Summe  gleich  180^  sein  muss,  sie 
alle  drei  gleich  60^  zu  nehmen.  Mit  anderen 
Worten,  sind  alle  drei  Seiten  gemessen,  so 
ist  es  für  die  Bestimmung  der  Winkel  am 
vorteilhaftesten,  die  Seiten  möglichst  gleich 
zu  nehmen. 


Aufgabe  93.  Mittels  der  genau  ge- 
messenen Standlinie  b  soll  die  Höhe 
eines  Tarmes  h  bestimmt  werden;   es 

entsteht  die  Frage,  wie  lang  muss  man        .   -..  t?    v   *  v..  j.    /^i  .  i. 

die  letztere  nehmrä,  rnn  ein  mögUchst       A'^»«^-    f'^f^^  *•«  Gleichung: 
genaues  Eesultat  zu  erhalten  und  wie  ^^^^,  ä  — 6ctg^ 

gross  wird  der  Fehler  sein?  '  jq 

da  nun  nach  der  Voraassetzung  die  Basis  b 
genau  vermessen  wurde,  also: 

Jb  =  0 

Erkl.  186.     Sei  also  ^  =  45o,  6  =  83  m,   i«*»  »^  ^^^^  (^«^ff^-  E^"-  1^6): 
Jß  =  ±  10',  so  wird:  ^^  _.  __  ^    ^'ß 

Jh  =  ±2hJß  "        '  sin«/? 

_   ,  .  „    2;..10'  Oder  da: 

—  ±2-83»  jj^  5     j^  jß 


Setzen  wir:  h  h  sin^/S  ctgflsm^ß 

22       1^,       /IV  -^^   —        2.//J 


TT  =: 


12  /  1  \o 

22  Es  wird  also  -^^  am  kleinsten,  wenn: 


h  sm2ß 

80  folgt:  Ti        •  3     t        -^^ 


4-83. 


^'*  =  ±-^6Ö:f-  =  ±«-^^  d.h.:  '"'"-' 

Es  wird  also  h  bis  auf  +  0,5  m  Meter  ge-  ^  =  45© 

nau  sein.  dann  wird  aber: 

^^*  =-2.//J 


Ist  ^|3  in  Minuten  gegeben,  so  muss: 
Jh  _  _  g  2*n'Jß* 
T"""  360.60 

gesetzt  werden.    Es  ist: 

2n         __        l 

360.60.60    "~   206265 

2n       _      1 

360-60    ~  3438 


L&8ka,  Yennessimgskniide.    I.  14 
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Yermessnngskniide. 


4.  Die  fehlerzeigenden  Figuren. 


Frage  204.  Was  versteht  man  unter 
der  fehlerzeigenden  Figur? 


Figur  250. 


Antwort.  Unter  der  fehlerzeigendenFigor 
versteht  man  die  bildliche  Dantellimg  der 
durch  überschüssige  Messungen  erhaltenen 
verschiedenen  Werte  einer  zu  bestimmenden 
Grösse. 

Um  dieses  klar  zu  machen,  nehmen  wir 
an,  wir  hätten  auf  Grand  einer  gemessenen 
doppelseitigen  Basis  ABC  (vergl.  Figar  250) 
und  der  gemessenen  Winkel  a,  ß  und  y  den 
dritten  Punkt  des  so  bestimmten  Dreiecks 
gesucht. 

Zeichnet  man  die  wirklich  gemessenen 
Bichtongen,  so  erhält  man  im  allgemeinen 
ein  Dreieck  DEF,  das  sogen.  Fehlerdreieck. 

Die  Seite  DE  wird  rechnerisch  erhalten, 
wenn  man  aus  AB  und  den  Winkeln  a  und  ß 
rechnet: 

sin^ 


ADzrzAB- 


und  analog 
sowie  y: 


aus 


sin(o-h^) 
AC  und  den  Winkehi  a, 


AE=AC 


smy 


sm  (o  +  y) 
dann  ist: 

DEzziAE—AD 

Ebenso  kann  man  auch  die  übrigen  Seiten 
rechnerisch  bestimmen.  Liegen  dieselben 
innerhalb  der  zu  erwartenden  Fehler,  so 
nimmt  man  den  Schwerpunkt  der  Fehler- 
dreiecksecken iür  den  gesuchten  Punkt;  ist 
dieses  nicht  der  Fall,  so  muss  die  Rechnung 
wiederholt  werden. 


Frage  205.    Wie  wird  der  Schwer- 
punkt der  Fehlerdreiecksecken  bestimmt? 


Bemerkung.  Um  dieses  einzusehen,  nehmen 
wir  y  =  0  sehr  klein,  dann  wird : 

h  Q 

c  '    0  ' 

d.  h.  ein  jeder  noch  so  kleine  Fehler  in  a  und  ß 
wirkt  00  mal  vergrössert  auf  das  Resultat.  Da 
aber  c  zugleich  mit  yco  klein  wird,  so  sehen 
wir,  dass  auch  ein  Fehler  in  c  oo  mal  vergrössert 
auf  das  Eesultat  eingeht.  Wir  müssten  cd 
genau  diese  Grösse  messen,  damit  der  Fehler 
endlich  werde.  Darum  sind  in  der  Praxis  auch 
die  sehr  schmalen  Dreiecke  zu  umgehen,  da  sie 
sehr  genaue  Blessungen  erfordern  und  oft  doch 
nur  zu  illusorischen  Besultaten  führen. 


Antwort.  Um  den  Schwerpunkt  der  Fehler- 
dreiecksecken im  vorliegenden  Fall  zu  bestim- 
men, kann  man  folgende  Ueberlegung  anstellen: 

Wir  haben  (vergl.  Aufgabe  90)  gefunden, 
dass  der  Fehler  einer  Seite,  etwa  AD  =^b, 
bei  gegebener  Basis  und  den  ihr  anliegenden 
Winkeln  gegeben  ist  durch  die  Formel: 


c         '    smy 


Jß-^-hctgyJa 


Ist  nun  c  klein  im  Verhältnis  zu  &,  so 
wird  auch  der  Winkel  y  klein;  wir  können 
daher  sagen,  dass  der  Fehler  in  b  wächst 

mit  der  Grösse  — .    Diese  Grösse  gibt  also 

c 

die   Genauigkeit   oder  das  Gewicht  dieser 

Bestimmung  an.    Wir  können  daher  sagen, 

das  Gewicht  eines  Scheitelpunktes  ist  um- 
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gekehrt  proportional  der  Basis,  aus  welcher 
er  abgeleitet  wurde. 

Setzen  wir  nun  in  der  Figur  251: 

ABz=p,    BC=q 
ÄC=zp-\'q 

80  sind  die  Gewichte  der  einzelnen  Punkte: 

D p 

^ P  +  2 

F 2 

"E  (pi-a)  Um   nun    den   Schwerpunkt    zu   finden, 

^  '         suchen  wir  auf  DE  (vergl.  Figur  251)  einen 
Punkt  M  derart,  dass: 

DM\ME  =  p-\-q'.p 

verbinden   M  mit  F  und  suchen  auf  der 
Strecke  FM  einen  Punkt  5,  so  dass: 

MSiSF  =.  q\^p  +  q 

dann  ist  S  der  gesuchte  Schwerpunkt. 


Frage  206.  Wie  wird  der  Punkt  S 
durch  Bechnang  gefunden,  d.  h.  wie  hat 
man  weiter  zu  verfahreii;  wenn  S  gra- 
phisch bestimmt  worden? 


Antwort.  Um  diese  graphische  Konstruk- 
tion für  die  Rechnung  verwerten  zu  können, 
müssen  wir  die  Korrektionen  der  Winkel  a, 
/},  y  berechnen. 

Dieses  geschieht  in  nachstehender  Weise: 

Sei  D  der  ursprüngliche,  S  der  durch 
die  fehlerzeigende  Figur  gewonnene  Punkt, 
so  wird  (vergl.  Figur  252): 

SQ 


ig  Ja'*  = 


ÄQ 


wenn  wir  SQ  JlQD  gemacht  haben.  Da 
aber  Ja'*  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist,  so 
können  wir  schreiben: 

ig  Ja"  =  ^o".sinl"  =  -^ 

indem  wir  zugleich  AQ  =  AS  =  b  genähert 
setzen,  indem  der  Unterschied  dieser  Grössen 
sehr  klein  ist    Wir  haben  also: 


1)  .  .  .  Ja''  = 


SQ 


sinl" 


=  -^  206266 


Wird  also  SQ  dem  Fehlerdreieck  ent- 
nommen, so  kann  man  sich  leicht  den  Betrag 
Ja*'  und  analog  auch  für  die  übrigen  Winkel 
berechnen.  Um  diesen  Betrag  werden  die 
Winkel  verbessert  und  damit  vom  neuen 
der  gesuchte  Punkt  S  berechnet.  Aus  den 
verschiedenen  Resultaten  nimmt  man  nun 
einfach  das  arithmetische  Mittel. 
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5.  Ansgleichnng  direkter  Beobaelitimgeii  von  gleicher 

Genauigkeit. 

Anmerkung  12.  Wird  die  gesachte  Grösse  direkt  beobachtet,  so  haben  wir  eine  direkte 
Beobachtung.  Geschieht  diese  Beobachtung  in  einerlei  Weise,  mit  Hilfe  desselben 
Instruments  und  von  demselben  Beobachter,  kurz  unter  denselben  Umständen,  so 
erhält  man  eine  direkte  Beobachtung  von  gleicher  Genauigkeit. 


Frage  207.  Welches  ist  der  wahr- 
scheinlichste Wert  für  eine  durch  direkte 
Beobachtung  von  gleicher  Genauigkeit 
zu  ermittelnde  Grösse? 


ErkL  187«  Wir  sind  hier  von  dem  Prinzip 
ausgegangen,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  übrigbleibenden  Fehler  ein  Minimum  ist 
und  sind  so  zum  arithmetischen  Mittel  gelangt 
Es  soll  aber  sogleich  gesagt  werden,  dass 
gerade  die  Annahme  der  arithmetischen 
Mittel  auf  das  Prinzip  der  kleinsten 
Quadrate  geführt  hat.  Geht  man  von 
anderen  Mitteln  aus,  so  gelangt  man  zu  anderen 
Prinzipien  der  Ansgleichsrechnung.  (Vergleiche 
Fechner,  Ueber  den  Ausgangswert  der  klein- 
sten Abweichungssumme,  Abhandl.  der  E.  sächs. 
Ges.  der  Wiss.,  1874,  und  daselbst  im  Jahrg.  1873 
eine  verwandte  Abhandlung  von  Scheibner.) 
Nicht  immer  gibt  aber  das  arithmetische  Mittel 
den  planimetrischen  Wert  der  gesuchten  Grösse. 
So  hat  unter  anderem  Thiele  in  seiner  Schrift: 
Untersogelse  af  Omlobsbewaefi;elsen  i  Dobbel- 
stjeme  gezeigt,  dass  der  plausibelste  Wert 
bei  dur(^  Schätzung  ermittelten  Döppelstem- 
distanzen,  das  geometrische  Mittel: 


Antwort.  Sei  x  der  wahrscheinlichste 
Wert,  für  welchen  die  direkten  Beobach- 
tungen, die  wir  sämtlich  von  gleicher  Ge- 
nauigkeit voraussetzen,  die  Werte: 


•Tj  «Tj  •  dPg  •  • 


•«- 


ist.  Man  vergleiche  auch  eine  Abhandlung 
von  Bessel  im  XV.  Bande  der  Astron.  Nach- 
richten. No.  358,  Abs.  2. 


geliefert  haben.    Sodann  erhalten  wir  nach 
dem  Obigen    den  wahrscheinlichsten  Wert 
von  0?,  wenn  wir  das  Minimum  von: 
(a?  —  a?i)2  +  (a?  -  ar^a  H {x  —  x^^  =  [Jx'^] 

bestimmen.    Zu  diesem  Zwecke  haben  wir 
bdcanntlich: 

ZU  setzen,  also: 

2(a:  — ari)  +  2(«  — a?^-| (x  — «J  =0 

woraus : 

1)  .  .  ,    X  -=. = 

n  n 

Daraus  folgt  der  Satz:  das  arith- 
metische Mittel  aus  sämtlichen  Be- 
obachtungen gibt  den  wahrschein- 
lichsten Wert  für  die  gesuchte 
Grösse. 


Frage  208.  Ist  das  arithmetische 
Mittel  der  wahre  Wert  der  gesuchten 
Grösse? 


Erkl.  188.  Was  die  Durchschnittsfehler  zu 
einander  betrifft,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass 
der  mittlere  Fehler  im  allgemeinen  grösser  ist 
als  der  durchschnittliche  ist,  nur  wenn  die 
Einzelnfehler  einander  gleich  sind,  so  werden 
auch  der  durchschnittliche  Fehler  und  der  mitt- 
lere einander  gleich. 

Seien  zwei  Beobachtungen  gegeben,  also: 
^"-  2 


m2  = 


__    dx^^-^-dx^^ 


Antwort.  Das  arithmetische  Mittel  ist 
noch  nicht  der  wahre  Wert  der  gesuchten 
Grösse,  sondern  eine  Grösse,  die  der  ge- 
suchten sich  so  gut,  als  es  eben  möglich 
war,  anschliesst.  Es  wird  immer  zwischen 
der  gesuchten  Grösse  und  dem  soeben  ge- 
fundenen Mittel  noch  eine  Differenz  bestehen. 

Diese  Grösse  wird  der  mittlere  Fehler 
der  einzelnen  Beobachtung  genannt 

Der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
also : 

wird  nun  auf  folgende  Art  gewonnen. 
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bilden  wir:  Addieren  wir  die  Oleichongen: 


f  =  Ä?,  +  dx^ 


4  '  4 

so  -wird: 

«     .«     o  dx,^  +  dx^^      dx,2  +  dxji  

ii^x^  dx^  _  dx^^  +  ^a;,«  —  2dx^  dx^    und  dividieren  sie  durch  n,  so  folgt: 

also:  ^  — ~«~"T      ^ 

tns  —  <Ä  =  ("^S-Zlif^y  woraus  sofort: 

\        ^        J  ,  [aa:] 

Die  Differenz  m^  —  «^  ist  also  immer  positiv,  it  ^  = 

demnach  weil  w«  um  <2  immer  nur  positive   f^i^-*    oder* 
Zahlen  sind:  ^  ' 

Wird  aa?i  =  dx^y  so  wird:  »*  w« 

m  =  ^  wenn  wir  mit  [da^d^?]  die  Summe: 

Dieser  Beweis  lässt  sich  leicht  auf  beliebig  dx^  dx^  -|"  ^*i  ^^s  +  •  •  •  ^^„»i  ^«^ 

viele  Elemente  ausdehnen.  bezeichnen.    Diese  Snmme  ist,  da  dx  sowohl 

positiv,  als  auch  negativ  sein  können,  gleich 
Null,  so  dass  also: 


oder  da: 


auch: 


w« 

n 

w«  = 

^^ 

m2 
n 

l# 

-j.  «« 

woraus  endlich: 


^        ^   Vn 

d.  h.  die  Genauigkeit  des  arithmeti- 
schen Mittels  nimmt  proportional  der 
Quadratwurzel  der  Beobachtungszahl 
zu.    Es  geben  z.  K: 

4  Beobachtungen  eine  2 fache  Genauigkeit, 
9  „  „    3  fache  „ 

16  „  „    4  fache  „ 

etc.  etc. 


Frage  209.     Sind   die   Ausdrucke 
für    den   mittleren   Fehler   für   die       *  x     _x    t^.    a    j^,  i     ^,    ^ 
™:»lMie  BerectaUBg  geeignet?  .^«»JS:,  S?  Ä^ttÄÄri 

sind  für  die  wirkliche  Berechnung  deswegen 

JM\*  1$9*     Ausser  diesem   mittleren  nicht  verwendbar,  weil  sie  die  unbekannten 

Fehler  lehrt  die  Theorie  der  Wahrscheinlich-  Grössen  dx  enthalten.   Es  tritt  also  an  uns 

keit   noch   den   wahrscheinlichen  Fehler  die  Aufgabe,  ihnen  eine  für  die  Berechnung 

zu  bilden.    In  der  Wirklichkeit  empfiehlt  es  geeignete  Form  zu  geben, 
sich  immer,  den  mittleren  Fehler  zu  berech-         ? 
neu,  da   der  letztere  nur  eine  mathematische        ^^^* 
Fiktion  ist.    Hansen  (Sitzungsber.  der  K.  sächs.  x  —  x^^=z  Jx^ 

Ges.  der  Wiss.,  1867,  p.  798)  erklärt  sich  gegen  lUid 
die  praktische  Anwendung  des  wahrscheinlichen  I  —  ^t  =  ^*i 

Fehlers,  ebenso  Gauss  (Briefwechsel  mit  Schu-  folgt: 
macher  L,  p.  488),  welcher  sagt:    „die  söge-  ^  —  xzzzdx^-^^lx^ 
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nannten  wahrscheinlichen  Fehler  wünsche  ich  oder  da: 

eigentlich  als  von  der  Hypothese  (nämlich  des  ^  —  x  ^=  fi 

arithmetischen  Mittels)  abhängig  ganz  proscri-   igt  auch: 

biert,  man  mag  sie  aber  berechnen,  indem  man  dx  =:  ^ix  4-  Jx  +14 

die  mittleren  mit  0,67449« ••  multipliziert.''         ^^^jj  analog:      *  *  >  «  f* 

Bx^  =  /ix^-\-^ 

ErkL  190«    £s  sei  n  =  1,  dann  geht  die  

Formel  4)  Über  in:  Bx^  =  Jx^-{-fA 

f^^  ^^  hieraus  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren: 


—  0 


[Bxi]  =  [z/x«J  +  2/tt  [Jx]  +  «/*« 


ä,  h.  der  mittlere  Fehler  einer  einzigen  Beob-        -rv 

achtung   kann  nicht  bestimmt  werden.     Sind  r  .  -i  «- n 

zwei  Beobachtungen  gegeben  x^   und  o:,,   so        ,  '"  ^J 

folgt:  ^^  -.  ,,  , 

^/a?,  =     '  ^    *  —  a?,  =  +        g     *  nm«  =  [^a?«]  +  m« 


also  ist: 

Wir  erhalten  demnach: 


oder: 
woraus: 


m«  («  —  1)  =  [^«8] 


m 
und 


»'  «  ■""  X  nnil     ilo* 


und  da: 


=     ^ 


<^""^>  anch: 

6) 


^       —  V  n(n  — 


(n-1) 


6.  Ausgleiehnng  direkter  Beobachtungen  nngleicher 

Genauigkeit. 

Anmerkung  18.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  sämtiieh  Ton 
gleicher  Genauigkeit  sind.  Diese  Voraussetzung  muss  man  fallen  lassen,  wenn  die 
Bestimmung  der  gesuchten  Grösse  von  verschiedenen  Beobachtern  mit  verschiedenen 
Instrumenten  und  durch  verschiedene  Methoden  geschieht.  Wir  haben  nachzusehen, 
wie  dann  der  mittlere  Wert  zu  ermitteln  ist 

Frage  210.     Wie  lassen  sich  aus 
den  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit       Antwort    Um  aus  den  Beobachtungen 
solche  mit  ungleicher  konstruieren?         gleicher  Genauigkeit  solche  von  ungleicher 

zu  konstruieren,  stellen  wir  folgende  üeber- 
lefiTunfir  an 
Erkl.  191.    Die  Bildniig  des  allgemeinen       j,«  seien  dorch  irgend  eine  Messung  fBr 

Mittels  ans  Zahlen,  deren  Gewichte  nngleich    ../-■«       »  j-»  i»™ .v.:^. 

sind,  ist  sehr  alt.   Schon  nm  die  Zeit  Newtons  ^^  ^^rösse  f  die  MessungsergebniBse: 

war  sie  bekannt.     Aeussert   sich  ja  Boger  Xi  x^  x^  x^ 

Cotes,  ein  Freund  und  Schüler  Newtons  gegeben,  die  sämtlich  von  gleicher  Genauig- 
(geb.  1682,  t  1716),  in  seinem  Werke  Har-  ^eit  vorausgesetrt  werden.    Sei  femer: 
monia  mensurarum  wie  folgt:  11        1 

„Sit  p  locus  objecti  alicujns  ex  observatione  a?  =:  *        '  j^    *        * 
prima  definitus,  q,  r,  8  ejusdem  objecti  loca  in                                            ^ 
observationibns   sequentibus;   sint   insuper  P,  das  arithmetische  Mittel  und 

Q,  jß,  iS^  pondera  reciproce  proportionalia  spatiis  /  ^x  =z  x  —  x 

evagationum,  per  quae   se  diffundere  possint  1  ix^  =:x  —  x 

errores  ex  observationibns  singulis  provenientes,  1)  .  .  .   !  '     '  ^           ' 

quae  dantur  ex  datis  errornm  limitibus;  et  ad  j  ^/ar,  —  o:      x^ 

pnncta  p,  g,  r,  s  •  •  •  posita  intelligantus  pondera  \  Jx^  -=  x  —  x^ 
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I^,  Q,  R,  S"'  et  mveniattur  eornm  gravitatis        Nnn  wollen  wir  die  drei  letzten  Ablesungen 

centmm  z:  dico  panetnm  z  fore  locnm  objecti,  zu  einem  Mittel: 
qui  pro  vero  eins  loco  tutisaime  haberi  polest."  ^        ar,  -h  o?.,  +  x^ 

Oder  SU  deutsch:  *  ^  3 

Sei  p  der  Ort  irgend  eines  Objekts,  so  wie  vereinigen,  so  dass  wir  also: 

er  aus  der  ersten  Beobachtung  folgt,   g,  r,  «  /    >      _     

seine  Orte   aus  den   ferneren  Beobachtungen;  2)  .  .  .    '         *  ~~  *      ^* 

seien  weiter  P,  ft  Ä,  S  die  Gewichte  umgekehrt  '  '  '    l   .ix'  =  x  —  x* 

proportional  den  Entfernungen,  welche  für  die  haben.      Dann   ist    klar,    dass    die    erstere 

Beobachtungen  zulässig  sind  und  welche  gegeben  Gleichung  bezw.  Messung  eine  andere  Ge- 

aind   durch  die  möglichen  Fehlergrenzen  und  ^auigkeit  hat  als  die  letztere. 

1    enwir.  ^^     ^^  p.^    Ausgleichung    muss    aber    für    das 

mid    suchen   femer   den  Schwerpunkt    dieser  System  2)    dasselbe    liefern,    wie    für    das 

Grössen,  dann  sage  ich,  dass  dieser  den  gesuch-  oystem  1).     Dieses  wird  der  Fall,  wenn: 
ten  Punkt  am  zuverlässigsten  darstellt.  l        ,    x^-\-Xf^  +  x^ 

1  -f- •  o 


X  = 


a?j  -|-  ar j  -f-  «Tr  -f-  x^  x^ 


X  = 


4  1  +  3 

oder: 
r^-l  +  x'-S 


1-1-3 

gesetzt  wird.  Nennen  wir  3  das  Gewicht  von 
x'  (weil  x^  drei  einzelne  Beobachtungen  auf- 
wiegt), so  wird  das  Gewicht  von  x^  bloss  1 
sein  und  wir  haben  in  Worten: 

_  x^  X  Gewicht  +  ^^  X  Gewicht 
""  Summe  der  Gewichte 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  das  Verfahren, 
welches  einzuhalten  ist,  wenn  Beobachtungen 
verschiedener  Genauigkeit  vorliegen. 


Frage  211,   Welches  ist  der  mitt- 
lere Wert  für  eine  durch  direkte  Beob-       Antwort.    Um  den  mittleren  Wert  für 
zchtungen  von  ungleicher  Genauigkeit  die  durch  direkte  Beobachtungen  von  un- 
an  ermittelnde  Grösse?  gleicher  Genauigkeit  zu  ermittelnde  Grösse 

zu  finden,  seien: 

a?  j  JCj  x^  x^  •  • » 

die  beobachteten  Werte,  denen  wir  die  Ge- 
wichte : 

9i  9%  ff 8  ff*'" 
beilegen.    Sei  sodann  x  der  gesuchte  Wert, 
so  werden  die  Differenzen: 

ErkL  192.    Wir  haben  schon  früher  (vergl.  .fr^  =  x  —  x^ 

Frage  208)  gefunden,  dass  die  Genauigkeit  der  .fx^  —  x^x^ 

Quadratwurzel  aus  der  Beobachtungsssahl  pro-  Jx^  =^  x  —  x^ 

portional  ist.    Aus  den  an  der  Spitze  stehenden  

Betrachtungen  sehen  wir,  dass  die  Beobachtungs-  offenbar  nicht  gleichwertig  sein  wegen  der 
zahlen  im  gleichen  Verhältnis  mit  den  Gewichten  verschiedenen  Gewichte  der  Beobachtungen, 
stehen.  Dahersind  wir  berechtigt,  die  Genauig-  xJm  sie  auf  dieselbe  Genauigkeit  zu  bringen, 
keit  wenigstens  hier  als  proportional  y^^^^^  ^j^  .^^^  Differenz  mit  der  Quadrat- 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Gewicht  an-  „„^^1  «„„  j^^  ra.»«,««!**  »n  mni4-«ni:»iAi.An 
OTsehen.  Wir  betonen  ausdrücklich,  dass  dieser  ^"^^.^  »^^  f/°^  ^®^*^^*  ^^  multiplizieren, 
letztere  Satz  als  eine  plausible  Annahme  ^^^^  erhalten  also: 
aufzufassen  ist.  (x  —  x^)  Vffi 

{x  —  x^)  yg^ 
(x  —  arg)  Vffs 
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Diese  Differenzen  sind  nun  gleichwertig 
in  Bezug  anf  die  Genauigkeit. 

Wir  erhalten  den  wahrscheinlichsten  Wert, 
indem  wir   das  Minimum   der  Somme  der 
ErkL  193.   Die  durch  die  Gleichung  8)  be-  Fehlerquadrate: 
stimmte  GrtJsse  pflegt  man  auch  das  a  11  g  e  -         .^  _  ^  )«  +  g.(x-  ar.)  +  ^,  (a?  —  x.)  +  ■  •  • 
meine  arithmetische  Mittel  zu  nennen.  ,T,V        rv,j^        .  .     ,.        i^.,  .  , 

bilden.    Differenzieren  wir  diese  Gleichung 

und  setzen  das  Resultat  dieser   Operation 
gleich  Nnll,  so  folgt  : 

2^1  (Jf  —  ar,)  +  2i7,(x  —  a-j)  +  2^,  (a:  — a:,)  ^ =  0 

woraus : 

8)  .  .  .  a?  =  ^i^>  -r^ifft-^ ^sP» "I 

^1  ■+-  ^t  +  ^s  -i 

folgt.     Ist: 

^1  =  ^t  =  ^8  =  •  •  • 
80  geht  diese  Gleichung  in  das  arithmetische 
Mittel  über. 


Frage  212.  AVie  wird  der  mittlere 
Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung 
und  der  Fehler  des  Mittels  bestimmt 
bei  Beobachtungen  von  ungleicher 
Genauigkeit? 


Erkl.  194.  Die  Formel  9)  lässt  im  allge- 
meinen keine  direkte  Berechnung  zu,  da  ivir 
nur  Verhältnisse  der  Gewichte  und 
nicht  die  Gewichte  seihst  kennen; 
überhaupt  möge  hier  noch  einmal  betont  wer- 
den t  dass  wenn  es  heisst,  die  Gewichte  der 
Beobachtungen : 


Antwort.  Um  den  mittleren  Fehler  einer 
einzelnen  Beobachtung  m  und  den  Fehler  des 
Mittels  /u  bei  Beobachtungen  von  ungleicher 
Genauigkeit  zu  bestimmen,  denke  man  sich 
die  gleichwertigen  Beobachtungen: 

(ar  —  a:,)  |/^ 

(«  — ar,)  Vg^ 

(x  —  a?.)  Yg^ 


Xtk  a?« 


sind  der  Beihe  nach: 


9i  9i  ffi 

es  abgekürzt  heisst,  die  Gewichte  der  Beob- 
achtungen : 

a-i  a-,  arg 

yerhalten  sich  zu  einander  wie: 

Wir  müssen  daher  sagen,  die  Formel  9) 
drückt  den  mittleren  Fehler  einer  Beob- 
achtung vom  Gewicht  I  aus. 

Um  hieraus  einen  mittleren  Fehler  für  eine 
Beobachtung  vom  Gewicht  g  zu  erhalten^  haben 
wir  die  Proportion: 


durch  andere  ihnen  gleichwertige  von  gleicher 
Genauigkeit: 


... 


ersetzt,  so  dass: 

Sodann  ist  für  die  letzteren: 


m 


f 


"~  V     «  - 1 


-^,)*] 


m. 

'■% 

woraus : 

9  b) 

.  .  ■ 

»•» 

1 

VT 

1 

m 

wobei  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen  be- 
zeichnet.   Da  sie  aber  von  gleicher  GJenautg- 
keit  mit  den  ersteren  sind,  so  wird  dieser 
Wert  für  m  der  ersteren  gelten. 
Wir  haben  also: 


tn 


= V '-'fcV 


V9 


oder  wegen: 
auch: 


VI 


""  V  n-l 
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oder  kürzer  (vergl.  Erkl.  195): 


9a)...  m  =  -/^ 


Erkl«  195.    £s  ist  nach  der  Formel  9): 

m'^in-^l)  =-[gJxi]  Um  endlich  den  Fehler  des  Mittels  za 

also:  erhalten,  sei  i  der  wahre  Wert  der  beob- 

l^f^sfi']  +  2fi  [gJx]  +  ^a  [g]  achteten  Grösse  und 

^®^i*-  r    .  -I      /v  80  wird,  wenn: 

ist.    Aus  der  letzten  Formel  ergibt  sich:  ^  ^  ;;    ^ 

oder-       '"*•"-"•*  +  '♦*  1^1  =*•'"*  auch:  ~*' ~    '' 

woraus:  **""•  ^  ,    ^ 

folgt.  wid  es  wird: 

[gdx^]  =  n-m* 

weil  m  eben  die  mittlere  Abweichung  von  ^ 
ist.    Nun  ist  aber: 

Da  nun  nach  der  Bedingung  des  Minimums: 

[g^x]  =  0 
ist,  so  folgt  wegen  der  Formel  9): 

fii[jg]z=zmi 


woraus : 


oder: 


m 


-)■•-= \A^f§ 


Fra^e  213.    Welche  Eigentum- 

^if^n^'}^""    ^*'^''°    ^^    *'''™*^''    ®^       Antwort.  Betrachtet  man  die  Formeln  8), 
Ulla  iu;r  ^^  ^^^^  jqj  genauer,  so  sieht  man,  dass  sie 

nicht  geändert  werden,  wenn  man  die  ein- 
zelnen Gewichte  mit  einer  und  derselben  Zahl 
ErkL  196.  Wir  können  daher  die  Formeln  8)  multipliziert  oder  dividiert  Diese  Bemerkung 
und  10)  sofort  berechnen,  wenn  uns  nur  die  luum  oft  von  Nutzen  sein,  weil  sie  gestattet, 
Verhältnisse  der  Gewichte  gegeben  sind,  was  die  Gewichte  in  ganze  Zahlen  umzuwandeln 
gewöhnlich  in  der  Praxis  der  Fall  ist.  oder  umgekehrt  sie  zu  verkleinern,  wenn  sie 

als  grosse  Zahlen  vorliegen. 


Frage  214,   Durch  welche  Gleichun- 
gen lässt  sich  die  richtige  Berech-       Antwort    um  die  Gleichungen  8),  9) 
nung  der  Formeln  8),  9)  und  10)  kon-  und  lO)  zu  kontrollieren,  bedient  man  sich 
trollieren?  am  zweckmässigsten  der  Gleichungen: 

11)  .  .  .  [g,Jx,i]  =  [jg^x,^]^xHg] 

12)  .  .  .  [^i^/a:J  =  0 

Die  zweite  Gleichung  drückt  die  Bedingung 
des  Minimums  aus,  die  erstere  lässt  sich 
auf  folgende  Art  ableiten: 

Es  ist  offenbar: 

also:         [^i^^i^]  =  [^i(*-^i)*] 

[g,  Jx,i]  =  x2  [g,]  -2x[si,x,']  +  [x.^g,] 


218  Venne88i]iig8kande. 

Erkl«  197«    Ans:  Da  nun: 

^  -  r^i^ii  ^  _  [^1  ^i] 

^olgt:  ,  ,       ,  80  folgt: 

^[9i]=^  [fft  *i]  2  X  [g,  0?,]  =  2  a^  [^ J 

also  durch  Multiplikation  mit  -2^::  g^tet  man  dieses  in  die  letzte  Gleichung 

—  2ar2  [ff,]  =  —  2a?  0,  a?,]  ein,  80  folgt : 

Dieses  in  die  nehenstehende  Gleichung  ein-  r^  j^  ^l  =  [x^g] x*[g] 

gesetzt,  liefert:  «r   -.  ,  r   .    -,        Ei»®   derartige   Kontrolle    ist 'bei   allen 

^n9i]-^^Hffil+W9ti--»nffi\+W9ü  geodätischen  und  anderweitig«!  Rechnung»- 

Operationen  unbedingt  notwendig. 


7.  Ansgleichnng  bedingter  Beobaclitangen. 

Frage  215.  Was  versteht  man  unter 
bedingten  Beobachtungen?  Antwort  Unter  bedingten  Beobachtungen 

werden  solche  verstanden,  bei  welchen  die 
zu  bestimmenden  Grössen  eine  oder  mehrere 
Gleichungen  zu  erfüllen  haben. 

Werden  z.  6.  die  drei  Winkel  des  Drei- 
eeks  gemessen,  so  wissen  wir,  dass  ihre 
wahren  Werte  zusammengenommen  180^  be- 
tragen müssen. 

Diese  haben  also  die  Gleichung: 
Summe  der  Winkel  =  180o 
zu  erfüllen. 


Frage  216.    Wie  werden  bedingte 

Beobachtungen  ausgeglichen?  j^^^^    ^^  ^^^^^  Beobachtungen 

auszugleichen,  führt  man  dieselbe  auf  ver- 
Bemerknng.  Haben  die  Bedingungsgleichun-  mittelnde  zurück.    Dieses  geschieht  auf  fol- 
gen die  allgemeine  Form:  gende  Art.     Der  Uebersichtlichkeit  wegen 

f^(x,yyz)=iO  sollen  zwischen  den  drei  Grössen  x,  y,  z 

f^(x,  y,  «)  =  0  die  zwei  Gleichungen: 

so  setze  man:  OQ-^-a^x-^a^y  +  a^z  =  0 

y  —  4  +  «^a  streng  erfüllt  werden.    Die  Messungen  er- 

^  =  '8  +  <'a  gaben  für  die  Unbekannten  die  Werte: 

und  entwickle  nach  dem  Tajlorschen  Lehrsatz,  i^  ;,.7, 

80  folgt:                                   ^  Werden  diese  in  die  Bedingungsgleichungen 

A  (^1  h  h)  +  -^  ^i  +  -4^  «'s  +  -j^  «^8  =  ö  eingesetzt,  so  werden  diese  nicht  mehr  be- 

^  friedigt,  sondern  es  wird: 

welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  l)im  ^        ii"ra2"r88         % 

Text  übereinstimmen,  weil :  ^^"'  ^^^^^^  daher  an 

«^1  =  A  ih  h  h)  ^'  '»  ^^ 

ff,^  ^  f  {]  l  l)  solche  Korrektionen: 

Diese  Gleichungen  sind  aber  linear.    Des-  ^\  ^%  ^z 

halb  haben  wir  uns  auch  im  Text  nur  auf  anbringen,  dass  die  Widersprüche  verschwin- 

lineare  Gleichungen  beschränkt,  weil  alle  ttbri-  d®^»  ^^  ^^^  also: 

gen    auf   diese   Form    zurückgeführt    werden  a^  +  a^  (/,  -f-  v^)  +  Oj  (^ + »,)  +  a^  {l^  -]-  p,)  =  0 

können.  l,  +  \  {l,  +  v,)  +  \  (Z, + 1?,)  +  \  (l^  +  «^s)  =  ^ 
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ErkL  198.    Es  ist: 

Subtrahiert  man  die  erste  Gieichnng  von 
der  zweiten,  so  folgt: 


Erkl.  199.   Die  Multiplikatoren  h^  k^  fahren 
auch  den  Namen  der  Korrelaten. 


Erkl.  200.    Es  ist: 

also: 

v^  —  (a  Ä?i  -]-  ft,  Ä;)  =0 
woraus : 

folgt. 


=  0 


Erkl.  201.    Es  war: 

a^v^  +  a^v^-\-a^v^  +  f€^  =  0 
Setst  man  nun: 

t?!  =  a,  ÄTj  4"  &i  ^a   n»  8«  '^• 
ein,  so  folgt: 

«1  («1  ^1  +  *i  ^s)  +  «j  («J  ^i  +  \  ^a) 

+  03(08  ^i  +  ^^2)  +  *<'l 

oder: 

*i(«iOi  +  «a««  +  ösfl8) 

wofür  man  kürser: 

[a€k\  kl  -\-[ah]k^-\-Wi  =  0 
schreiben  kann. 


=  0 


Erkl.  202.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die 
Korrelaten  nichts  anderes  sind  als  Lagranges 
Multiplikatoren  des  Maxlmnmproblems. 


V'ergleicht  man  diese  Gleichungen  mit 
jenen  der  Widersprüche,  so  folgt  durch 
Subtraktion : 

l^  f   <^l^l+  ÖJ«»«  +  <'8«'8  +  «^1  =  0 

\  h^vi  +  h^v^  +  hj^v^  +  io^  z=:  0 

wobei  die  Ghrässen  v^  v^  v^  so  bestimmt  wer- 
den müssen,  dass: 

2)  .  .  .  [vr]  =  Minimum. 

Um  dieses  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  zu  erhalten,  multiplizieren  wir 
die  Gleichungen  1)  mit  noch  näher  zu  be- 
stimmenden Koeffizienten: 


also: 


-2*1     —  2ifc, 


—  2k^aiV^  —  2k^a^v^  —  2A:,ajrg —  2kiWi  =  0 

—  2A:,ftjr,-— 2ib,6,i>,  — 2i,ftji>8  — 2*,«?,  =  0 

und  addieren  diese  zu  der  Minimumgleichung 

[vv]^  wodurch  eine  Gleichung  entsteht,  die 
wir  mit  Si  bezeichnen  wollen,  und  es  wird: 
Ä=:  r^2  +  r,«  +  »,« 

-.2v^(a^k^  +  h^k;) 
—  2r,(a,Ä:i  +  ft,Ä:,) 

-.  2 1?8  («8  ^i  +  ^8  *t) 

Um  das  Minimum  zu  erhalten,  müssen  wir 
£1  nach 


rj    r,    t^8 


differenzieren.    Dieses  liefert: 

r  V,  =  a^k^  +  b^k^ 
3)  .  .  .  <  »2  =  a^k^  -f-  ^t^^j 

l   «^8  =  08^1  +  ^^8 

Setzt  man  diese  Gleichungen  wieder  in 
die  Bedingungsgleichungen  und  ordnet  nach  k, 
so  folgt: 

[aa]ki  +  [ah]k^  +  tc^  =0 

[ah]k,  +  [hh]k^  +  w^  —  0 

Diese  Gleichungen  heissen  Normal- 
gleichungen, ihre  Zahl  ist  gleich  jener 
der  Bedingungsgleichungeo. 

Der  mittlere  Fehler  bestimmt  sich  zu 


m 


=w 


[vv] 


(n 


^)"  V     r 


wobei  r  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
bezeichnet. 

Für  das  Vorzeichen  von  tc  ist  unter  allen 
Umständen  die  Gleichung: 

ic  =  Beobachtung  —  Theorie 

zu  nehmen. 

Die  Gleichungen  3)   führen   den  Namen 
der  Korrelatengleichungen. 
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8.  Von  der  Anflösnng  einer  Gruppe  von  linearen  Gleichungen 
zweier  Unbekannten  nacli  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Frage  217.   Wie  bestimmt  man  den 
mittleren    Wert    zweier    unbekannten       Antwort    Es  seien: 
Grössen,  wenn  dieselben  durch  die  Glei-  ;  /....? 

cüung:  ^^  ,  jj     ,  ;  die  beobachteten  Grössen,  so  dass: 

verbunden  sind,  wobei  a,  b,  /  als  ge-  V  =  o'«i6*^  +  / 

geben  und  a?,  y  als  gesucht  betrachtet  WZ  ".'^T  .*^.T  ! 

werden  ?  ^^  =  a^  a. + 6^  y + ;^ 

so  verlangt  unser  Prinzip,  dass  die  Samme 
der  Quadrate  von  ^  also: 

Erkl.  208.  Man  nennt  die  Or^tosen  l  insofern  ein  MiniTnnm  werde.    Es  ist  aber  mit  Fort- 
venDittelnde  Beobachtungen,  als  man  sie  ge-  lassung  der  Indices: 

wissermassen    nicht    um    ihrer    selbst    willen     ^2  =  a«a:«+&2y2  +  Z2+2abrry+2a/x+26/y 
beobachtet  hat,  sondern  als  Vermittlung,  um  -'  — »  *  T^"  w  t^  -r-»»'*y-r   »»--r      9 

zu  den  Unbekannten  o*,  y  zu  gelangen.  also: 

+  2[ah]x^  +  ^[al]x  +  2[bl]y. 

V  VI    oAj     w    -.•  j   •     j      TXÄ   ^  *•  1         Soll  \j^]  ein  Minimum  sein,  dann  muss 
Erkl«  2ti4.    Es  wird  m  der  Differential-        r^    jt  ^    k    «ji«u«««   a^^  thJc^^^^^s^i^^^^ 
rechnung  (rergl.  Kleyers  Lehrbuch  der  Diffe-  Mch  den  Grundlehren  der  Differentialrech- 

rentialrechnung)  gezeigt,  dass:  nung: 

— —  a:«  =  2a?  dx  ^     ^ 

ox 

Q  Nun  ist  aber: 


d 


dx 


[.»l=«[.,,ii+,,.ii+...] 


^  y  —  ^  Aus  dem  Ausdruck  für : 


Analoges  gilt,  wenn  x  mit  y  vertauscht  wird.  -^*  —  ^jfc*"i"  ^-^  +  h 

folgt  aber: 


5./^ 


=  Ol 


Erkl.  206.  ^J^  * 

[Ja]  =  [a(aar+&y  +  0]  =  [a2iP  +  a5y-fafe]  _f:^  _  j, 

=  [«2]a?  +  [afc]y  +  [al].  "äT"  ~  *"* 

Setzt   man    dieses   in  die   vorstehenden 
Gleichungen  ein,  so  wird: 

Erkl.  206.  Diese  Gleichungen  werden  Nor-  B    r  .»i  __  or  ^  ^    i_  ^  ^    •        i  —  or  #>.i 

malgleichungen  genannt,  weil  sie  zur  Be-  "ä^^^  J  —  -^L-'i«!  ■^^'»'»s-l-  •' "J  -  -«M«J 

Stimmung  der  Unbekannten  massgebend  (nor-  p 

Gierend)  sind.  ^[...]  =  2^.^+./..,+ ...]  =  2M*] 

80  dass  wir  also  die  Gleichungen: 

L/ci]  =  0,    r./M  =  o 
Erkt.  207.    Die  Normalgleichungen  wurden      ,,.  t^-  i  «i.«!        j«« 

zuerst  ohne  jede  Begründung  von  Legendre  «'^^1^°-     ^'^^  ,^*'Ti.'l^^.oT^   ^^'' 
(Nouvelles  m^thodes  pour  la  dötermination  des  schreiben,  es   ist  (vergl.  Erkl.  189): 

orbites  des  Com^tes,  Paris  1806)  gegeben.  [.^a]  =  [a2]a?  + [a6]y  +  [aq 
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Erkl.  808*  Wie  man  sieht,  wird  man  bei 
der  Anfstellung  der  Normalgleichnngen  auf 
lineare  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten 
geführt.  Da  liegt  nun  der  Gedanke  nahe,  bei 
ihrer  Behandlung  die  so  elegante  Determinanten- 
form in  Anwendung  zu  bringen,  wir  sehen 
jedoch  von  der  Anwendung  der  Determinanten 
aus  praktischen  Rücksichten  ab. 


analog  wird: 

Ufb]  =  [ab]x  +  \h^]^+[bl\ 

so  dass  wir  zur  Bestimmung  von  x  und  y 
folgende  Normalgleichungen  erhalten: 

[ai]x  +  [ah]y  +  [al]  =  0 
[ah]x  +  [hi]lf  +  [hl\  =  0 

aus  welchen: 

'     [a«][62]  — [a6]2 

[a2][ö2]-[a6]2 

wobei  man  nach  dem  obigen  die  Normal- 
gleichungen auch  in  der  abgekürzten  Form: 

[Ja]  =  0 

[Jh]  =  0 
schreiben  kann. 


Fra^  218.  Sind  die  Normalgled- 
chungen  in  allen  Fällen  zar  Berechnung 
der  unbekannten  Grösse  geeignet? 


Erkl.  209.  Die  Möglichkeit  oder  Unmöglich- 
keit der  Auflösung  der  Fehlergleichungen  hat 
Gauss  in  der  „Theoria  Combinationis'', 
an.  23  betrachtet. 

In  der  Sprache  der  Determinanten  würde 
man  unseren  Fall  so  definieren:  Sei 

[a2]     [ba]     1 

[ab]    [b^]      1 

faq     [bt]      1 

so  ist  die  Auflösung  der  Normalgleichung  mög- 
lich, sobald: 

J>0 


.1  = 


ist.  Ist  dieses  nicht  'der  Fall,  so  kann  sie  mög- 
möglidi  sein,  sobald  nicht  alle  Unterdeterminan- 
ten 0  sind. 


Erkl«  210.  Sind  die  obigen  Belationen  nicht 
streng,   sondern  nur  genähert  erfüllt,  ist  also: 

4^  nahezu  =  -^rir  nahezu  =  -frri 
[ab]  [68]  [6/J 

dann  wird  man  im  allgemeinen  x  und  y  be- 
stimmen können.  Dann  sind  aber  ihre  Gewichte, 
die  wir  später  ernutteln  werden,  sehr  klein, 
d.  h.  die  Grössen  selbst  unsicher.  Dann  ist 
die  Ausgleichung  illusorisch. 


Erkl.  211.  Will  man  z.  B.  den  Ezzen- 
trizitätfehler  irgend  eines  Sextanten  berech- 
nen, wobei  man  angenommen  hat,  dass  das 
Instrument  möglichst  genau  justiert  ist  und  es 
liefern  die  Normalgleichungen  Werte  mit  sehr 
geringen  Gewichten,  so  mnss  man  annehmen, 
dass  neben  der  Exzentrizität  noch  andere  Fehler- 
quellen vorhanden  sind. 


Antwort.  Die  Normalgleichungen  liefern 
in  der  Regel  die  unbekannten  gesuchten 
Werte.  Doch  gibt  es  hier  eine  wichtige 
Ausnahme. 

Besteht  die  Gleichung: 

[gi]    _  [ab]  _  [gl] 

[ab]  -    m         [bl] 

so  sind  die  Normalgleichnngen  von  einander 

nicht  unabhängig,  die  Werte  für  x  und  y 

erscheinen  in  der  Form: 

_  0  _  0^ 

*  — "O'     ^~  0 
denn  aus  den  obigen  Gleichungen  folgt: 

[a2][6«]- [ab]2  =  0 

[a^][bl]  —  [ab][ar]=:zO 

[bi][ab]^[ab][bl]  =  0 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  da  unter 
theoretischen  Voraussetzungen  diese  Auf- 
lösung immer  möglich,  die  praktische  Unmög- 
lichkeit der  Auflösung  immer  ein  sicheres 
Kennzeichen  ist,  dass  entweder  die 
Beobachtungen  nicht  von  gleicher 
Genauigkeit  sind,  oaer  dass  die 
Normalgleichungen  auf  Grund  fal- 
scher Ueberlegungen  aufgestellt 
wurden. 

Alsdann  hat  man  zunächst  die  Richtigkeit 
der  Normalgleichungen  zu  prüfen.  Zu  diesem 
Zwecke  setze  man: 

^i^-^h  +  ^^h 
woraus  durch  Multiplizieren  mit  a^  resp.  ft^ 

und  Summation: 

[ai]  +  [ab]  +  [al]  =  [as] 
[ab]  +  [b*]  +  [bl]  =  [b8] 
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Sind  diese  Gleichungen  erfüllt,  dann  sind 
die  Normalgleichungen  richtig. 

Liefert  ihre  Aaflösang  dennoch  unbe- 
stimmte Werte,  dann  sind  die  Unbekannten 
entweder  von  einander  nicht  un- 
abhängig oder  es  rühren  die  Fehler 
von  anderen  Ursachen  her  als  wir 
vorausgesetzt  haben. 


Frage  219.  Wie  hat  man  zu  ver- 
fahi^en,  um  die  Normalgleichnngen  mög- 
lichst ökonomisch  aufzulösen? 


Erkl.  212.    Es  ist,  wie  bekannt: 

(a  +  &)«  =  a«  +  2a&  +  ^- 
also  * 

2ad  =  (a  +  d)2  — a2  — fe2 

woraus : 

a&  =  i  [(a  +  &)«  —  a«  —  52] 
folgt. 


Antwort  Um  die  Normalgleidiungen 
möglichst  ökonomisch  aufzulösen,  bedient 
man  sich  nach  Bessel  am  bequemsten  der 
Tafel  der  Quadratzahlen.  Es  ist  nämlich 
identisch: 


afe  =  ~  [(a -h  5)2  —  a2  —  t2J 


also: 


[a5]  =  i{[(a  +  5)«]-[a2]-[52]| 

Mit  Hilfe  dieser  Relation  ist  man  im 
Stande  die  Produkte  sofort  hinzuschreiben, 
wenn  man  Tafeln  der  Quadratzahlen  besitzt. 

Sodann  ist  es  angezeigt,  sich  eines  Rechen- 
schemas zu  bedienen. 

Ein  solches  teilen  wir  mit: 


o« 

i* 

li 

(« + >)* 

(a  +  i)* 

{b  +  ?)« 

• 

• 
» 

• 
• 
• 

K  +  ^.)* 

• 
• 

0»  +  ',)* 

• 
• 

M 

m 

m 

[(«+*)*] 

[(«  +  0*] 

[(fc + m 

[«»]  +  U>*] 

2[ab] 

[«»]  +  [P] 

m + m 

S[al] 

2[6q 

[ab] 

[all 

M 

Erkl.  218.     Dieses  Schema  ist  deswegen        Durch  dieses  Schema  sind  die  Koeffizienten 
von  grosser  Bedeutung  für  die  Praxis,   weil  der  Normalgleichungen  bestimmt, 
durch  dasselbe  eine  Fehlerquelle  vermieden  wird,         ^      ^  .,^  ,      ^.  ,   .  ,    .     ,. 

die  selbst  dem  geübtesten  Rechner  gefährlich  Zur  Prüfung  der  Richtigkeit  dient  noch 
ist,  nämlich  ein  Zeichenfehler.  Solche  Schema-  folgendes  Schema: 
tische  Vorlagen  haben  einen  enormen  öko- 
nomischen Wert,  indem  sie  ein^  Gedankenarbeit 
in  eine  mechanische  verwandeln,  also  eine  Ge- 
hirnentlastung bewirken,  die  nie  hoch  genug 
angeschlagen  werden  kann. 
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(«  +  •)* 

(6  =  8)« 

Kontrolle. 

• 
• 

• 
• 
• 

(&.  +  ».)« 
(>.  +  ».)« 

• 
• 
• 

[«6] 

[6«] 

[aftl 

[6/] 

• 

Summe 

Snmme 

[«»] 

[(b  +  s)>] 

[*»] 

Differenz 

Differenz  cleich  0 

2[a,] 

2  [6«] 

Diese  letzte  Differenz  wird  sehr  selten 
ganz  genau  gleich  0  sein,  doch  muss  sie 
stets  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  der 
numerischen  Bechnung  liegen. 

Um  endlich  auch  die  Auflösung  der  Nor- 
malgleichungen ganz  schematisoh  bewirken 
zu  können,  seien: 

[aa]x  +  [ab]^  +  [al]  =  0 
[ah]x  +  [bb]if  +  [bl]  =  0 

die  Normalgleichungen.     Multiplizieren  wir 
Järkl.  214.    Man  kann  sich  nach  Jordan  ^q  ^^Bte  Normalgleichung  mit: 
(Handbuch  der  Vermesungskunde  I,  p.  40)  diese 


symbolische  Beaeichnungsweise  dadurch  merken, 
dass  ieder  solche  Wert  =  Null  wird,  sobald 
man  mn  algebraisch  auffasst.    So  z.  B.: 

[bb,l]  =  [bb]  —  -[^ [ab]  z=  bb-^  —  ab 


[aa] 


aa 


=zbb-~-^ab  =zbb—bbz=zO 
a 


[<*b] 
[aa] 

und  addieren  zu  der  zweiten,  so  fftUta;  heraus 
und  wir  erhalten: 

Dieses  gibt  VeranlassDiig,  abgekürzte  Be- 
zeichnnngen  einzuführen,  nämlich: 

[bb]--^[ab]=bba] 
Damit  wird  die  vorhei^ebende  Gleichung  zu : 

l"ii]y  +  [".i]=o 

oder: 

'^  -       [bb,l] 

Hätten   wir   die  Elimination   umgekehrt 
gemacht,  so  hätten  wir  erhalten: 

[aa]—^[ab]=^[aaa] 
[al]--^[bl]=[al,l] 

[aa,l]x  +  [al,]  =  0 


und 


woraus : 


folgen  würde. 
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Man  kann  aber  aneh  x  erhalten,  wenn 
man  direkt  den  gewonnenen  Wert  für  y  in 
die  Normalgleichong  einsetzt,  wodurch: 


wird.  Man  hat  demzufolge  folgendes  Schema: 

I 

II 

III 

IV 

[««] 

[ad] 
[bb] 

[a/] 

[«*] 

Subtrahieren 

[bl] 

[bs] 

[«6]      r        T 

4 — t[«* 

[6  6j  1] 

[bl,l] 

[6*1 1] 

Snhdrahieren 

y 

Addieren 

log[bl,l] 
log  [6  6,1] 

log  [a  h] 
log[aa] 
log[a/] 

log(— y) 

,      [«61 
log-? — r 

log  f-^ 
Zur  Kontrolle: 

[oa]' 
[aZ] 

x 

Frage  220.  Wie  berechnet  man 
die  Quadratsumme  der  übrig- 
bleibenden Fehler? 


Erkl*  215*  Da  wir  der  Quadratsumme  der 
übrigbleibenden  Fehler  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen benötigen,  so  müssen  wir  nachsehen, 
wie  man  sie  am  einfachsten  berechnen  könnte. 


Erkl.  216.    Es  iät  ganz  allgemein: 
(m  +  n  +2>)2  =  m«  +  n2  +p^ 

-\-2mn'{-2mp-\'2np 
Setzt  man: 

m  =  [aa]x 

n  =:  [a  ft]  y 
p  =  [al] 
so  erhält  man  den  nebenstehenden  Ausdruck. 


Antwort.  Wir  hatten  schon  früher  (vergl. 
Frage  217)  fär  die  Quadratsumme  der  übrig- 
bleibenden Fehler  den  Ausdruck: 

[Ji]  =  [aa]x^  +  [bb]p^  +  [ir] 

4-2[a6]a:y 
+  2[al]x  +  2[bl]y 

gefunden.  Um  diese  Grösse  so  euifach  als 
möglich  zu  berechnen,  wollen  wir  dieselbe 
anders  gestalten. 

Quadrieren  wir  den  Ausdruck: 

{[aa]x  +  [ab]tf  +  lal]} 

so  folgt: 

[aapar«  +  [a6]2y2  +  [öq* 
+  [ao][a6]ya: 

+  [aA][al]x  +  2[ab][al]f 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  [aa] 
und  subtrahiert  sie  dann  von  [J^]^  so  folgt: 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfiUirllche  Prospekt  und  dad  ansfOhrllclie  Inlialts- 
yerzelcbnis  der  „Yollst&ndig  gelösten  AnfgabenBammlnng  toh 
Dr.  Ad.  Eleyer"  kann  yon  jeder  Bnchliandlang,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  ufid  daaern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aas  dem  Prospekt  ersiohtHoli,  ohne  jede  Bedeutung 
ftir  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  v^as  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  und  Examinatoren,,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium  y  das  vortrefflichste  Nachsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äbnliclie«  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtinr. 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Matbematik ,  Pbjrsiky 
ntechauiki  matb.  Geograpble,  Astronomie ,  des  Mascbtnan-j,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hocbbanes,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstäDdl^ 
gelöster  Form,  mit  tlelen  Figuren,  Erklärnngen  nehst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
j^enntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  daas  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieb  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aueh  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  dk  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II*  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgersohnlen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewericschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbUche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftaachnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitungä- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjäbrig-Frei- 
wlUige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Scbfller,  Studierenden,  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbeneu  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Piüftangcn  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  ttberans  grosse  Frnchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schuler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Begelu,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten«  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Faehgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernf^- 
zweigon  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlunfren  nelinien  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommeu  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wühsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betrefi'en,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlagshandlatt^» 
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[aa]  "^  \aa[  ^    ^^        \aa\ 

woittüs : 

folgt.    Nun  ist  aber: 
also: 

folgt    Subtrahiert  man  diese  Oleichong  von 
der  vorletzten,  so  folgt: 

El«.  217.    Wir  setzen:  .    Da  nnn: 

Taftl  ,    ,  [aa]a?  +  [a5]y  +  [aq  =  0 

SO  folgt: 
Erkl.  218.    Man  kann  also  zn  dem  letzten  ,  ^-       .__  ,.       \blA\  ri,  ,i 

Schema  noch  die  Spalte  l^J  =  L^^ ^J  "  "[6fe jj  t*^»  ^J 

IV.  wobei:  • 


subtrahieren :         -p — =r  [a  /] 


[^^J  gesetzt  wurde. 


tn,l] 
subtrahieren :       ttt-tt  t*  ^i  ^l 

hinznfttgen,  wodurch  man  sofort  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  erhält.  


Frage  221.   Wie  bestimmt  man  den 
mittleren  Fehler  von  x  und  y,  vor- 
ausgesetzt, dass  der  mittlere  Gewichts-  Antwort.    Da  uns  die  Grössen  ar,  y  als 
einheitsfehler  der  Gleichung :  lineare  Funktionen  der  Grössen  l  erscheinen, 

ax-^hy  80  kann  man,  wie  sofort  gezeigt  werden  soll: 

gleich  m  ist?  a?  =  «^  /i  -f- «,  /,  -| uj,^ 

setzen.  Ist  sodann  m  der  mittlere  Fehler 
der  einzelnen  l,  so  sind  nach  Frage  212 
die  mittleren  Fehler  der  Grössen  x  und  y 
selbst  zu  bestimmen.    Es  wird: 

m^2  =  (/?flm2 

Daher  die  Gevrichte  zu  x  und  y,  wenn 
zu  m  das  Gewicht  =  1  gehört: 

Liska,  VermessnngBlniiide.   I.  16 
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ErkL  219. 

[bhl]  =  [bl]-^[ah] 

Erkl.  220.    Es  ist: 

'.-•t5^-,f(v-»-'.S+^U') 

'•:r.T^k'r.'°-"-y^.''^:.'} 

wenn  wir  also  addieren: 


«'.= 


_  1 


—  2 


[«*] 


(a,>, +a,5,  +  a,6,H ) 


Nun  ist: 


also: 


[aa]  ^     -*  [aa] 


£rkl.  221*    Man  beachte,  dass: 
[aa,l]  =  [aa]-^[ab] 

[hh,l]  =  [bb]-^[ab] 

Setzt  man: 

[aa][bb]-[ah]2  =  D 
so  wird: 

_[«aK66J-[abp  _     i) 

'•**'•'  -  \bb]  -  IftftJ 

[aa]  [aa] 

nnd  man  kann: 


"^        [/Jfl 
Wie  wir  sehen,   kommt  es   hier  einzig 
nnd  allein  anf  die  Bestimmung  von  a  nnd  ß  an. 
Diese  soll  nun  vorgenommen  werden. 
Wir  hatten: 

'  [66.  IJ 

Da  der  Neoner  keine  l  enthält,  so  ist 
nur  der  Zähler  näher  zu  entwidceln. 
Es  ist  (vergl.  Erkl.  219): 

so  dass  nach  unserer  Mheren  Bezeichnung: 

a  -   —L—{b    f-^J  «.^ 

zn  setzen  ist. 

Da  wir  aber  \ßß]  =  [ß^]  benötigen,  so 
müssen  wir  die  vorliegende  Gleichung  qua- 
drieren; dieses  gibt: 

Bilden  wir  analog  ß^,  ßa  •  •  •>  bo  folgt: 

[«"1 = _!_  /'fM  _  2  ra  n  M + i^  w) 
-  _i_  /'ri«i  _  2  ti^  4- 1^^^ 

=[>ibr.(w-St"") 

Wir  erhalten  also: 

Um  [aa]  zu  bestimmen,  braucht  man  nur 
überall  b  mit  a  zu  vertausohen  nnd  man 
erhält : 

[aa]  =  -= -Y 

[fl«il] 

i^«=[«öil] 


Damit  ergibt  sich: 


tn. 


m. 


=VJ^ 


[06] 


m 


=v^ 


m 


m     setzen. 


m,= 


'~y  = 


l/[aa,l] 
m 


V/[ft6.1] 
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Frage  222.  Wie  berechnet  man 
den  mittleren  Gewichtseinheits- 
fehler m  selbst? 


ErU.  222.    Es  ist : 

+  2a&(X-a?)(r-y) 

+  26rf(r-y) 
nach  dem  Schema: 

(w  +  n  +!>)«  =:  m«  +  «« -^p^ 

4"  2  m  n  4"  2m^  +  2np 


ist 


ErU.  228.    Es  ist: 

[ad]  =  [a(ax  +  6y  +  0] 

=  [aa']x  +  [ah-]if  +  lal] 
Analog  wird  gezeigt,  dass: 

[6d]  =  0 


=  0 


Antwort.  Um  den  mittleren  Gewichts- 
einbeitsfehler  selbst  zu  berechnen,  stellen 
wir  folgende  Ueberlegung  an.  Seien  x,  y 
die  plausibelsten  Werte  und  X,  Y  die  wahren 
Werte  der  unbekannten  Grössen,  also: 

d  =  aa?  4"  ^y  +  ^ 

so  folgt  durch  Subtraktion: 

a  =  a(X— a?)4-6(r-y)  +  <f 
Bilden  wir  nun: 

{ßdl  =  [aa](X- x)^  +  [bb]  (F-y)2  +  [d(f] 

+  2[ad](X— a?) 
+  2[hd](Y^y) 
Nun  ist  aber: 

[ad]  =  0     [6d]  =  0 
so  dass  also: 

[^a]  =  [aa]  (X- x)2  +  [66]  (r  -  y)2 -H  [dfl 
+  2[a6](X-a:)(F-y) 

(X — x)^  ist  die  Abweichung  des  wahren 
Wertes  von  dem  plausibelsten,  also  eine 
unbekannte  Grösse,  die  wir  durch  den  früher 
gefundenen  Wert  mj  ersetzen  können,  so 
dass  also: 


(X-^)2  =  m2  = 


_  [2>&] 


D 


m2 


Erkl.  224.  Vergleiche  auch  die  vorher- 
gehende Frage,  in  welcher  m  als  der  mittlere 
Fehler  der  einzelnen  l  definiert  wurde,  denn 
diese  Grösse  allein  wird  durch  Messung  be- 
stimmt. 


ErkL  226*    Sind  die  Beobachtungen: 

hh'"  ^n 
mit  den  Gewichten: 

PlPl  *"Pn 

behaftet  und  sind  wie  früher  die  Fehlerglei- 
chungen: 

i7j  =  ajic  -f-  6,y  -|~  'i  Gewicht  p^ 
r,  =  a^x  +  6,y  + 1^  Gewicht  p^ 


so  ist  nicht  mehr: 


[vvl 


ZU  setzen  sein  wird. 

Um  (X —  x)[Y — y)  zu  berechnen,  haben 
wir  zu  bedenken ,  dass  /^ ,  l^-"  mit  den 
Fehlem  dl^  dl^--  -  behaftet  sind,  auch  der 
Fehler  von  a?,  d.  h.  X — x  gleich  sein  veird: 

X  —  a?  =  «1 5^1  -{-  «2 ^^a  ~l"  **«  ^'s  ~f"  •  •  • 
Analog  wird: 

demnach: 

Die  Werte  der  zweiten  Zeile  verschwin- 
den, da  sie  sowohl  positiv  als  negativ  wer- 
den können;  also  bleibt: 

(X-a?)(r-y)  =  [«/?]m2 

wenn  man  die  dl^  alle  gleich  und  gleich  m 
setzt.  Wir  benötigen  also  nur  noch  der 
Grösse : 

Um  diese  zu  erhalten  beachten  wir,  dass: 

[bb] 


zu  einem  Hinimam  zn  macheu,  sondern: 

[per] 


«  =  — 


ß  =  - 


D    ("'-{fI]-^') 
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Dieses  liefert  die  Normalgleichnngeii:  also: 

[paa]x  -J-  [pah]if  +  [pal]  =  0  ^     -^  ^    1    r^^^^  ^^^  |-^^^  _  ^^^^  ^^^  ^^jj 

Der  mittlere  Gewichtseinheitsfehler  wird:  —  [ab]  [bb]  [aa]  +  [ab]  [ab] [ah]} 

_  1  f[p^v]  Die  zwei  ersten  Glieder  heben  sich  ant 

'^  —  V  T^Ta  und  es  bleibt : 

wirkJiehen  Beobacatnng,  sondern  m  einer  fin-  u*  ^  * 

gierten,  welche  das  Gewicht  p  =  1  hat.  ^    r  m       [•*! 

Es  gilt  hier  als  Regel,  dass  man  sich  naeh  .    —  — -^[^^y^  — -j^ 

der  Anfstellnng  der  NormalgleichnDffen  um  die  ^ 

Gewichte  nicht  weiter  zu  kflmmem  bat.  Hetzen  wir: 

80  erbalten  wir: 


[ab,\] 

oder: 

c.«  =  -  ^ 

So  dass  also: 

Damit  wird: 

\39\  =  [rfrf]  +^  ([««]  [a6]  +  [66]  [«•]  _  2[a6]  [a6]} 

=  [<i«n  +  -J-2{[aa][66]-[«6]t} 

Wir  erhalten  also: 

[dd]  =  [(frf]  +  2m« 
Nun  ist: 
^»  ^  [^^3  ^    [rfrf]-h2mt  ^  [rfcfl  >n> 

«  n  n       '       « 

woraus : 

m«(n  — 2)  =  [dd] 
oder: 


folgt 


=  a/-^ 


-=wi^ 


Fra^e   223.     Wie    yerföhrt    man, 
wenn  die  gegebenen  Gleichungen  nicht       ^^^^^  Sind  die  gegebenen  Gleichungen 
linear  smac  ^1^^  ^tmt,  sondern  von  der  Pom: 

r(«,y)  =  0 
wobei  f  eine  beliebige  Funktion  der  zwei 
Grössen  x  und  y  bezeichnet,   so  hat  man 
wie  folgt  zu  verfahren. 

Aus  zwei  gegebenen  Werten  dieser  Funk- 
tion etwa: 
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berechne  man  die  Grössen  x  and  y,  wodurch 
man  für  dieselben  zwei  Werte: 

Erkl.  226.  Der  Taylorsche  Lehrsatz  lautet:  ^o>    l^o 

Seien  x^y^  Näherungswerte  der  Grössen  a?y,   erhalt    Setzt  man  sodann: 
so  gilt  innerhalb  des  Konyergenzbereiches  der  x-=z  x^-^-^ 


Grössen  f  und  12  die  Entwieklung: 


if  =  ifo  +  v 


/•(a?,y)  =  ^(«^yo)4-— i--|-f---^ii  und  entwickelt  nach  dem  Taylorschen Lehr- 

^*         ^y  satz,  so  folgt: 

wobei:  __  wobei  man  im  allgemeinen  die  höheren  Po- 

^  ^  ^^  ^  ^  tenzea  der  Entwicklung  vernachlässigen  kann. 

^  "■  ?o  •  ^      ,  . ,      _.  Dann  treten  £  und  w  als  neue  Variable  auf, 

Wegen    des   Beweises    vergleiche    Kleyers  während: 
Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  '  ^/^  ^  \ 

^f  -^   ^f(x^) 

dx  dx       lx  =  xo 

df  _  dfixy) 


dp  djf      jx  =  *o 

Erkl.  227.    Das  Zeichen    .^_.^    wird  das  /y=yo 

/y  =  yo  konstante  Grössen  bezeichnen. 
Snbstitntionszeichen  genannt  und  bedeutet,  dass        An  die  Stelle  der  gegebenen  Gleichungen 

nach  erfolgter  Differentiation  x  :=  x^,  P  =  ^o  treten  nun  folgende: 
gesetzt  werden  soll.  ^j,  ^^ 

Das  Zeichen  =  bedeutet :  die  Bezeichnung  -JL | -l _J_ ^^i       f  (x^y\  =  0 

ßf  dx      *    dy  ^      ^      " 

-——  ist  identisch  mit  jener:  Qf  ^f 


die  nun  linear  sind  nnd  wie  oben  behandelt 
werden  können. 


9.  Ueber  die  Ausgleichung  der  Längenmessungen. 

Frage  224,    Wie  werden  Längen- 
messungen ausgeglichen?  Antwort.    TJm  Längenmessungen  auszu- 
gleichen, verteilt  man  emfach  den  Gesamt- 
fehler im  Verhältnis  der  gemessenen  Einzel- 
längen. Die  zwei  Hauptprobleme  durften  sein : 
I.  Eine  Strecke  von  der  bekannten  Länge 
L  wurde  in  zwei  Absätzen  gemessen  und 
Bemerkung.    Bei  der  nebenstehenden  Aus-   man  erhielt  /j   und  ^2  ^^  Längen.     Seien 
gleichung  nehmen  wir  an,  dass  die  Abweichungen  nun  X^  nnd  X^  die  ausgeglichenen  Längen, 

A,  —  /,  und  X,  —  /,  flo  hat  man: 

proportional  den  Längen:  1)  .  .  .  Aj  4"^«  =  -^ 

/,  /,  Es  wurde  aber  gefunden: 

sind,  woraus  die  Gleichung  4)  &lgt.    Vergleiche  2)  ...  ^i  -{-;,  =  L  +  /" 

^'*^  201.  D^elj  Subtraktion  ergibt  sich: 

3) ...  ai-y+(x.-y  =  -/^ 

es  soll  aber: 

^  •  •  •  J  -.  7    ■"  z 
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daher  wird: 


Setzt  man  diese  Gleichung  in  GL  3)  ein, 
80  folgt: 

oder: 


fh 


«        ^  ^      ^  .    .     ,     ^  analog  wird: 

Bemerkung«    Das  Pnnnp  der  Lftngenaus-  fi 

gleiohnng  im  Verhältnis  der  gemessenen  Einzel-  ^i  ""  ^i  —  —  ^    i  ^ 

längen  ist  in  dem  Umstand  begründet,  dass  nm        Man  hat  also: 
so  grossere  Fehler  cn  befürchten  sind,  je  länger  i   __  ?  _     fh 

die  zu  veimessende  Strecke  war.    Es  folgt  aber  i  —  i       l^-^-l^ 

auch  ans  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  ]l  =zl ^?! 

Im  II.  Teile ,  wo  wir  Über  die  Ausgleichung  *       'i  +  'i 

der  polygonalen  Züge  reden,  werden  wir  das-        II.  Eine  Strecke  wurde  im  ganzen  ge- 

selbe  Prinzip  anwenden  auf  die  Ausgleichung  messen  und  sodann  in  zwei  Absätzen,  und 

der  Koordinaten.     Man  vergl.  auch  Erkl.  181  ^^  ^^^  ^^  Werte: 

dieses  Bandes.  -^     h     h 

gefdnden. 

Seien  wieder: 

die  ausgeglichenen  Werte.    Nimmt  man  hier 
einfach  an,  dass  das  Mittel  ans: 

also: 

lf=-i.(L  +  /.  +  y 

der  wahre  Wert  ist,  so  ist  diese  Aufgabe 
auf  die  vorhergehende  zurückgeführt 


10.  lieber  die  Aasgleichnng  der  Winkelmessuiigeii. 

Frage  225.    Welches  Prinzip  gUt 
für  die  Ansgleichang  der  Winkelmes- 

sungen?  Antwort     Für    die    Ausgleichung    der 

Winkelmessungen  gilt  als  Prinzip,  den  Fehler 
gleichmässig  zu  verteilen  auf  alle  gemessenen 
Winkel.  Werden  z.  B.  drei  Winkel  eines 
Dreiecks  einmal  mit  gleicher  Genauigkeit 
gemessen  und  man  findet,  dass  ihre  Summe 

«^..i  ««ö    T^.       ^  .1.  j.      .  :.       V  :i     v    180®  um  dlc  Grössc  f  übersteigt,  so  ver- 
ETKU  829*    Diese  Methode  wird  auch  durcn  ^«^^31.^  m^n    einen   ieden   der  gemessenen 

n^n^Ltn '„  "^f  v^ircJfmJr.'.^l,  f  Ä  Winkel  nm  ein  Drittel  dieses  Rtoags.    Der 
Denn  seien  a,  5,  y  die  gemessenen,  a?,  y,  z  die   ^^  , ,         ,  v  •    j       -w     *.         1    - 

ausgegHchenen  Winkel,  so  hat  man:  Fehler,    den    man    bei    der  Messung  eines 

iijQQ_Q  Winkels    machen    kann ,    ist    nämlich   von 

„TäT\_i80  =  /  ^^^^  Grösse  unabhängig  (vergl. Erkl. 228). 
aiflo:  Analog   wird   man   auch   verfahren   bei 

«7  =  («  — «)«  +  (y  — ^)2  +  (Äf  — y)2  =  Min.  einem  »-Eck. 

Eliminiert  man  z,  so  folgt:  Findet  man  statt  der  theoretischen  Winkel- 
ig? =  (:p  —  o)s  -|-  (y  —  ß)^  summe  eines  Vielecks : 

+  (180  — «  — y  —  y)2  =  Min.  (n  —  2)  I8OO 
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Bildet  man  nnn,  nm  das  MiDimam  zu  finden:  die  Grösse: 
^  =  (x^a)^(180-x ^  =  0  (n-2)1800  +  /' 

^^       V*     «;     V  ^     y     Y)  g^  ^jy^  jg^^j,  Winkel  nm  die  Grösse: 

^*^   =(y_/J)-(180-;r-|f-y)  =  0  +  ^ 


SO  folgt:  vermehrt. 

2af  +  y  =  180  +  «  — y 

2y  +  a;=  180  +  /?  — y 
Hieraus  folgt,  wenn  man  statt  180^: 

«  +  /»  +  /-/' 

setzt: 

2y  +  x  =  2/s4-«  — jf 
imd  wenn  man  nach  x,  y  auflöst: 

By=zBß--f 

also  ist: 

f 

nnd  da: 

2f  =  180-(a?  +  y) 


auch: 

2  f 


11.  Aufgaben. 

Aufgabe  94.    Eine  Strecke,  deren 

absolute  Länge  bekannt  und  gleich  L 

ist,  wurde  in  zwei  Absätzen  gemessen 

und  zwar  der  erste  Teil  p  mal  und  der 

zweite  Teil  q  mal.     Das  arithmetische 

Mittel  der  Messungen  des  ersten  Teils       Aunösung.    Bezeichnen  wir  die  ansge- 

war  a,  jenes  des  zweiten  Teils  b.  gUchenen  Teile  mit  a:  nnd  y,  so  hat  man 

die  Gleichnngen: 

a:  +  y  =  L 
a+d=L+f 

-^  (x  —  a)2+  -l"  (y  —  6)2  =  Min. 
Eliminiert  man  y,  so  wird: 

a  ^    *    b  ^ 

.  Erkl.  229.    Nach  einem  Säte  der  Differen-        bildet  man  (vergL  Erkl.  229): 
tialTechniinff  (veiKleiche  Kleyers  LehTbnch  der      Sio        p  .         .       q  .j.  t.\  —  n 

DifferentiaSediBMg)  igt:  "öF  =  T^*~*^~T^^~*~*^  -  ^ 


^  \f(x)y'  =  2/'  (X)  ™^  setzt : 


L—b=a—f 
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also,  da: 
ist: 


f(x)  =  (a?  -  a)« 


80  folgt: 


oder: 


und  analog  fOr: 

f(x)  =  (L  — «  — 6)2 

f'(x)  =  ^2iL^x^h)  voraus: 

Der  Faktor  2  fällt,  als  allen  Snmmanden 
gemeinschaftlich,  ans. 


^(x-^a)  +  f(x^a+f)  =  0 


"-'(iH)=-^ 


X  =  a  — 


Analog  findet  man: 


T  +  T 


y  =  6- 


£.  +  ± 


Aufgabe  96.  Die  drei  Winkel  eines 
Dreiecks  wnrden  gemessen,  und  zwar 
der  Winkel  x  mit  einem  Theodolit,  der 
10''  direkt  abzulesen  gestattete,  pmal, 
der  Winkel  y  mit  einem  Theodolit  der 
30''  Sekunden  direkt  angab,  ^mal  und 
endlich  der  Winkel  z  mit  einem  Minuten 
angebenden  Theodolit  rmal.  Welche 
sind  die  ausgeglichenen  Winkelwerte, 
wenn  man  die  Mittel  der  angeführten 
Messungen  der  Beihe  nach  mit  a,  ß,  y 
bezeichnet  ? 


Bemerkung.  Die  nebenstehend  angewendete 
Verteilung  der  Gewichte  ist  natürlich  an  nnd 
für  sich  willkürlich,  doch  dürfte  sie  der  Wirk- 
lichkeit am  besten  entsprechen.  Im  allgemeinen 
wird  man  mit  einem  10"  angebenden  Instru- 
ment die  Winkel  mehr  als  sechsmal  genauer 
messen  können  als  mit  einem  1'  angebenden. 
Denn  wir  können  annehmen,  dass  das  erstere 
viel  genauer  gebaut  ist,  ein  grösseres  Fernrohr 
besitzt  und  eine  sorgföltigere  Behandlung  er- 
heischt, so  dass  das  Resultat  bedeutend  ge- 
nauer sein  wird. 


W  =  p, 


Auflösung.    Wir  haben  zunächst: 

1)  .  .  .  ar  +  y  +  »  =  1800 

ferner  soll: 

2)  .  ..  Tr  =  i>,(x-a)«+i>,(y-/?)« 

+i>.(^-y)^=MiiL 

werden,  wobei  PiP^Pt  die  Gewichte  be- 
zeichnen. Um  diese  zu  finden,  stellen  wir 
folgende  Ueberlegong  an: 

Ein  Winkel  wird  offenbar  desto  genauer 
bekannt  sein,  je  öfter  er  gemessen  wurde, 
also  wird  sein  Gewicht  direkt  proportional 
der  Anzahl  der  Einzehaessungen. 

Bezeichnen  wir  die  Genauigkeit  der  Hinuten- 
ablesung mit  1,  so  wird  jene  von  30"  mit  2 
und  jene  von  10"  mit  6  zu  bezeichnen  sein, 

denn: 

l'  =  2.30"  =  6.10" 

Demnach  wird  das  Gewicht  des  ersten 
Winkels : 

Pi  =6l> 
das  des  zweiten  Winkels: 

l>«  =  2tf 
und  jenes  des  dritten  Winkels: 

Ps  =  r 

sein.  Eliminiert  man  nun  aus  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  z,  so  folgt: 

(a:-«)2+p,(y-/J)«+l>,(180-ir-y-y)« 
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Bildet  man  nun: 

ErkL  280*     Liegen  zwei  Gleichungen  vor  -^ —  =  j>j  (o?  —  «)  —  p,  (180»  —  a:  —  y  —  y)  =  0 
von  der  Gestalt:  ^^ 

Bo  ist:  so  folgt,  wenn  man  nach  x  nnd  y  ordnet: 

*  =  J^— ^  *(Pi+l>.)+yi>«=l>i«+l>»(180-y) 

•"^~*^''  a:i)3  +  y(p,  +  p,)=l>,/9+l>,(180-y) 

y  —  — ^ _-  ^ng  diesen  Oleichongen  lässt  sich  leicht 


mn  — m  n 


(Veigl.  Prange,  Lehrbuch  der  Gleichungen 
ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten.)  Sodann  ist: 


X  und  y  bereohnen  (vergL  ErkL  230). 


«=  180  — («  +  y) 

^f  JPii'ai's  B^^  natürlich  die  obigen 
Werte  einzusetzen. 


Aufgabe  96.   Ein  Quadrat  wurde  in 
der  Weise   bestimmt,   dass   man   eine 

Seite,    sowie    die  Diagonale    gemessen       Auflösung.     Seien    die   ausgegüchenen 

hat.     Es    fand    sich    ein  Widerspruch.  Werte  der  Seite  und  Diagonale  x  resp.  y, 

Wie  ist  dieser  auszugleichen?  so  muss  die  Gleichung  bestehen: 

X  V2  —  y  =  0 
Man  fand  aber: 

ErU.  281*    In  der  Ausgleichsrechnung  wird  «  y  2  —  /8  =  r 

folgender  Satz  bewiesen:  Zxa  Ausgleichung  hat  man  das  Minimum 

Sind  Pi   jp,   Ps  •••  von: 

Gewichte  der  Abweichungen:  ^^^ jp\2  -L  2.  (^  _  ß)2  =  Min. 

X — a      y  —  ß      z  —  y...  «  ß 

BD  sind  jene  Werte  dieser  Grössen  die  wahr-  zu  bestimmen,  wenn: 

seheinlichsten,  für  welche  der  Ausdruck:  .—        

w  =  p, (x—  €i)^  +  Pt(p- ß)^  +  Pz(^  —  Y)^  '"  a:  V2  —  y  —  0 

SU  einem  Minimum  wird.    In  der  Differential-  «t  (vergl.  Erkl.  231). 

rechnung  wird  aber  gezeigt,  dass  die  Bedingung        g^^^  m^n  den  Wert  für  y  ans  der  letzten 

hiefttr  ist:  Gleichung  in  die  vorletzte,  so  folgt: 

^*  '±(x--ay+-^{x  V^-ßY  =  Min. 

die  "  ß 

e=   0 

dy  Differenziert  man,  so  folgt: 


dz 

Sind    mehrere  Variabein    durch    eine   Be-                xj        2\ 
dingungsgleichung    verbunden ,    dann    müssen  xl J--— j  =  l—  y 2 


also  geordnet: 


aus  w   soviel  als  möglich  Variable  eliminiert  ^ 

werden.  ^*  *^'* 


X  =  aß 


1—  vT 


Aufgabe  97.    In  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  wnrden  alle  drei  Seiten 

gemessen  nnd  ein  Widerspruch  gefunden.       Auflösung.     Seien    die    ausgeglichenen 
Es  soll  die  Messung  ausgeglichen  werden.  Werte  der  beiden  Katheten  und  der  Hypo- 
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tenose  x,  y,  z  und  die  g^emessenen  a,  ^,  /, 
80  soll: 

ar«  +  y«  —  ««  =  0 

femer  muss: 

i-(a:-«)«+l(y~/J)«  +  l{^-y)8  =  Min. 

Erkl.  282*  **  ,,  ^  y 

j  Man  hat  also: 


1  oder  wenn  gebildet  wird  (verg^l.  Erkl.  232): 

^^'««^•«»j oder  geordnet: 


Die  hier  benflteten  Sfttse  der  Differenti&l- 


rechnTin«'  lanten :  »  (—  -i ______  J  = 


-^^  =  Mor  Hieraus   wäre   a;   nnd  y   zu   berechnen. 

Es  wäre  aber  nicht  rationdl,  wenn  num  die 
f  (j-,  y)**  =  f'(a?,  y).«./(ar,  y)*—^  Berechnung  durchführen  woUte.    Man  setzt 


yiehnehr  einfach: 

a:o2  +  yo2  =  y« 
und  hat  dann: 


'.(^+^)- 
'.(}+^)- 


Nun  setEt  man  wieder: 

Bemerkung.     Aus  diesem  Beispiel  ersieht  ^i*  4"  ^i*  =  ^'i* 

man ,  dass  die  Ausgleichung  der  Streckenrech-  ^"*^  "^^ '  . 

nungen  in  komplizierteren  Fällen  als  die  hier  xA 1 )  =  2 

angezählten  sehr  mühsam  sein  dürfte.     Und                           ^"        ^f  \ 
das  trifft  in  der  That  zu.    Eine  solche  Aus-  ^»("«"H )  ^^  ^ 

ffleichung  lohnt  sich  in  der  Praxis  nicht.    Wir         _,         t*t    /  ^^»^  ,         ,. 

jT-jTT-j'i.        xi,j-       j  Diese  Werte   werden   dann   schon   hm- 

werden  bei  der  Koordinatenmethode  em  anderes  ^^^^  ^^j^     ^^  ^  ^   ^^^^ 

Verfahren  kennen  lernen,  das  für  alle  Fälle  be-  j^       .       ^ 

rechnet  ist  und  wenig  Arbeit  erfordert. 


f* 

<«F 

2 

X, 

1 

+  - 
2 

1 

r9x 

9 

y« 

1 

-4-- 

1 

/*      y^i 


Aufgabe  98.  In  einem  Dreieck 
wurden  alle  drei  Winkel  gemessen. 
Man  hat  gefunden: 

a  =  830  37'  28" 
p  z=z  280  27'  52' 
Y  =  670  54'  43' 


l" 
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Die  angewendeten  Instramente  waren 
verschieden.    Das  erste,  mit  dem  der 

Winkel  a  gemessen  wurde ,  Hess  einen  Auflöiung.    Bezeichnen  wir  die  ausge- 

mittleren  Fehler   von   ±  2"    erwarten,  güchenen  Werte  der  Winkel  mit  a:,  y,  z, 

das  zweite   einen   solchen  von  ±  0'^  6  sodann  muss : 

und  das  dritte   endlich   einen   solchen  i)  .  .  ,  x  +  ^+z  — 1800  =  o 

von  ±  1".   Es  sollen  die  ausgeglichenen  dj^  Messung  gibt  : 

Werte  der  Winkel  nach  der  Methode  2)  .  .  .  «  +  ^  +  y  —  isoo  =  +  8" 

der  kleinsten  Quadi-ate  bestimmt  werden,  y^  jj^^^^^  ^^^ . 

8)  .  .  .  (x-«)  +  (y-ft  +  (^-y)=:«8" 

Bemerknngr.     Eine  exakte  DefiBition  der  indem  wir  die  Gleichung  2)  von  der  Gleichung  1) 

Genauigkeit    und    damit    der    Gewichte    gab  abziehen. 

Hansen  (Sitzongsb.  der  k.  sächs.  Akad.  der  Wären  die  Winkel  mit  einem  Instrument 

Wiss.,  1867,  p.  688).     Er  sagt:   „Wenn  die  gemessen,   so  würde  das  Ausgleichsprinzip 

Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler  irgend  einer  f<>rdem,  dass : 

Beobachtung  oder  irgend   eines  Resultats  ans  Ä  =  (x  -  «)«  +  (y  —  /J)«  +  (0  —  y)« 

Beobachtungen  zwischen  +  c  und  —  c  gleich  ist  ^^  emem  Mfaiimum  werde, 

der  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  ,    Hier  muss  aber  noch  berücksichtigt  ^^^^^ 

,^      T>^  V  ^v* ««:««i.«^  j^«r,^«-^«  den  die  Verschiedenheit  der  Bestimmung  der 

«neranderenBeobachtung  zwischen  den  Greven  ^^^^^^^  ^j^^j      jj.^^  geschieht  darch 

+  C  und  -*',  80  TerhMt  sich  die  Genauigkeit  ^^  sogenannten  Gewichte.    Wir  setzen: 

der  ersteren  cu  jener  der  letzteren,  wie  c*  le.*^  111 

Im  allgemeinen  muss  die  Bildung  der  Gewichte  Px'-Py'Pz^^  "öT  *  "qW  '  TT 

der  Einsicht  und  der  Vertrautheit  des  Rechnenden  q^qj.  . 

überlassen  werden,  wobei  derselbe  alle  Umstände  p  :p  :p  =il:16:^             * 

zu  berücksichtigen  hat,  welche  die  Genauigkeit  ^    j,    ungef^  ^so    viel:    legen    wir    einer 

fördern  oder  ihr  schaden.  Messung  mit  dem  Instrument,  das  ±  2"  mitt- 
lere Fehler  erwarten  lässt,  eine  Genauigkeit 

Erkl.  288.    Ordnet  man  nach  a:  — «  und  =  If  ^o  ^*t  die  Genauigkeit  des  Instruments 

^  —  ß,  so  folgt:  mit  dem   Winkelfehler  ±0"5  sechzehnmal 

(x—a)\v  4-»  1-4-»  (u ß)  = p  %D  grösser,  und  jene  des  Instruments  mit  dem 

V  r     T  '^  T     ;        [  Fehler  ±  1"  viermal  so  gross.   Das  Problem 

(y-/»)[Py+l'J  +  P3(*-«)  =  -Pt^  erfordert  nun,  dass: 

Dividieren  wir  durch  p^,  so  folgt:  ü=p^{X'- 1»)2  +i>„(y  —  ft«  +p^(g  —  y)2 


y 
zu  einem  Minimum  werde. 
Eliminieren  wir: 


(*-«)('~^  +  i)  +  (y-«  =  -«' 

(y  —  ß)  (^  -L 1  j  -L  (a?  —  a)  =  —  «;  mit  Hilfe  der  Gleichung  3)  so  folgt,  wenn  wir: 

\Pz         )  3"  =  «^ 

Subtrahieren  wir  nun  die  Gleichungen  von  setzen: 
einander,  so  folgt:  ^r  —  y=— m^—  (a:  —  «)  —  (y  —  /*) 


P^  Pr 


also: 


oder:  .  +i>J-  «^  -  (^  - «)  -  (y  -  /»)] 

^  l^y  Soll  diese  Funktion  ein  Minimum  werden, 

(a:  —  «)  —  —  (y  —  ^)  g^  müssen  die  partiellen  Differentialquotienten 

Q^*^      ^  A'       ^      u  *  •    j»     V     ni  •  sowohl  nach  x  als  auch  nach  y  verschwinden, 

Setzt  man  dieses  Kesultat  m  die  obige  Glei-  ^  ^„^„  ^i„^  ^  * 

dmng  ein,  so  folgt:  ^  °^^*  ^^^  • 


oder: 


-i^J-  «'-  (^-  «)  -  (y-M  =  0 
P.   ,  .  .  Pu\  -ö"-ör-=i'yO  — ^) 


^~''^(S"  +  '+S")  =  """  '  ^' 


836 


VennMaoBgBknnde. 


od«r  wem  nm  ordnet  (vergL  ErkL  333): 


ErkL  2S4«  Hiemit  ist  die  Ansgleichnng 
vollendet.  Wären  alle  drei  Gewichte  gleich, 
80  hätte  man: 


^-<l: 


Nun  war  aber: 


)=- 


V> 


Dann  wäre: 


also: 


und  weiter: 


Pm 


11 

4 


=  4 


16 
1 


1     /  ÜV  «^ 

«  —  a  =  y(|f  — ^)  =  —  — 


also  wird,  da  tr  =  3'' : 

3" 


=  4r-  =  16 


(y~«=~^  =  -0"14 


21 


nnd  endlich: 


femer: 


W 

T 


ut 


16  =  —  2"29 


Bei  g[leichen  Gewichten  also  wird  der 
Fehler  in  der  Winkelsumme  eines  Drei- 
ecks gleichmässig  auf  alle  Winkel 
verteilt. 


Sclüieaalich  haben  wir: 

=  -.8"  +  0"14  +  2"29  =  — 0"67 
Ebenso  haben  wir: 
a?  =  «  —  2"29  ::=    830    37'    26"  71 
y  =  /J  —  0"  14  =    28      27     51-86 
;p  =  y  — 0"57=    67      64     42. 43 


a:4-y  +  «  =  1800     n)' 
(vergl.  ErkL  234). 


0"00 


Aufgabe  90.  Bei  einer  Vermessung 
wurden  die  aneinander  liegenden  Winkel 
gemessen  und  (vergl.  Fig.  253)  gefunden: 

<^102  =  a,,  <^203  =  «„ 

^103  =  a„  ^204  =«„ 

<^104  =  a,,  ^804  =  «3, 

Es  sollen  die  ausgeglichenen  Werte 
der  Winkel  gefunden  werden. 


AuflSfung.  Bezeichnen  wir  die  Ver- 
bessemngen  der  einzelnen  Winkel  mit  r, 
so  dass  z.  B.  v^^  gleich  der  Verbessemng 
des  Winkels  a^^  u.  s.  w.  die  aasgeglichenen 
Winkel  mit: 


X 


"18 
'S4 


'14 
"»4 


Dann  müssen  die  Gleichnngen  bestehen 


1)... 


*H  =  «1f  +  •ii 


a?S4  =   «84  +  *'84 


femer: 

2)  .  .  .         Xj,  -p  X„       X^^  :=  0 

^18    I    *84         ^14  ^^  ^ 

Es  wurde  aber  gefanden: 

3)   .   .   *  «H  +  «S8  —  «18   =   *^1 

«'U  +  «84  —  «14  =  ^t 
«18  +  «84  "-  «14  =  *^8 

Sabtrahieren  wir  die  Gleichangen  3)  von 
den  Gleichangen  2),  so  folgt,  wenn  man  be- 
achtet, dass: 

X,.  -—  CK,,  =  Vt9    U.  S.  W. 


'11 


'11 


11 


Ani^ben. 
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4)...  t^,8  +  «?„  —  «'is  =  — «'l 
«^u  +  «^«4  —  «^14  =  — «^a 
^n  +  «^»4  —  «^14  =  -  «'a 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  fordert 
aber,  dass: 

5)..,      Ä  =  ri,«  +  ^„2  +  t^i4« 

ZU  einem  Minimum  y  werde. 

Aus  den  Gleichungen  4)  findet  man  aber: 

6)  .  .  .  t?„  =  —  M^j  +  »„  —  ©„ 
«^14  =  +  «^a  +  «'u  —  «'i» 

«^84  =  —  «^4  +  «^14  —  «'iS 

Setzt  man  dieses  in  5)  ein,  so  folgt: 

Soll   diese  Funktion  ein  Minimum  sein, 

so  muss: 
1    du  ,  .         , 

YTö^^  «'u  +  *^x  — <'i8  +  «^u  +  «'j  — fi4  +  «'u  =  3t;i,-r„  — i;,4  +  (tt>,+ir,)  =  0 

Y  'd^  =  «'iS  —  »^1  +  «^18  —  «'iJ  +  «^8  —  «^14  +  «^18  =  8r„  —  f»i,  —  »14  +  («^a  —  «^i)  =  0 

1  5Ä 

y  "ä^  =  •'i*  —  «^a  +  «^14  —  ^1%  —  «^8  +  <^i4  —  «»18  =  3»!^  —  r„  —  r„  —  (IT,  +  «73)  =  0 


'14 


Eii[]*  285»    um   diese  Gldchungen  aufzu- 
lösen, addiere  man  alle  drei,  so  fol^: 

Sodann  wird: 

*<^11  -  («^12  +  «^18  +  «^14)  =  3»12  —  ^IZ  —  «^14 

=  4r„  =  —  («7,  +  «7,) 


also: 


analog  folgt: 


r,j  =  — -j-(ir, +  «7,) 


Qnd 


«"18  =  —  4-K  — «'l) 
1 

«^14  =   +  -4    K  +  ^d 


Sodann  wird: 

r„=  —  tt,^  +  «,^,_r„ 

1         ,1         ,1         ,1 


Man  hat  also  die  Gleichungen: 

öt'ia  —  <^t8  —  «^14  =^  — •  («^1  +  «^2) 

3  »18  —  ^X%  —  »14  =  —  K  —  «^1) 
3»U  —  »12  —  »18  =  +  i^t  +  «»2) 

Ihre  Auflösung  liefert  (vergl.  Erkl.  285): 


^2       »18 


14 


Die  Gleichungen  6)  geben  sodann: 


»28       »24       »84 


»12  =  —  -4-  («»1  +  «^2) 
»18  =   —    4-(»»8  — *»l) 


14 


=  +t(«»2  +  «^8) 


»28   =  —  -J-  (Stt'i  +  «^8  —  «^2) 

»*4  =  —  T  (^«'a  —  «^8  —  <»l) 


=  — -j-(2ir,  +  iP8  — «7,) 


und  analog: 


»84    >    »24 


»84  =  —  -4   (2«<'8  —  «^2  +  ^x) 

m 

Ein  Zahlenbeispiel  dürfte  überflüssig  sein. 


Aufgabe  100.  Man  hat  eine  Strecke 
mit  Kette,  Latte  und  Messband  ge- 
messen.    Die  dabei  erhaltenen  Zahlen 

sind: 

K^A  aa      eie  aa      ri>i   oa  Auflösung.    Man  darf  hier  nicht  einfach 

514.26,     515.00,     514-80  ^  ^.^^^1  l^\mf^n,   denn  die  Genauigkeit 

welches  ist  die  wahrscheinlichste  Länge  der  Kettenrechnung  ist  eine  andere  als  jene 
der  Strecke?  ^  des  Messbandes  und  der  Latte. 


d.  L: 


838  Vermessangakunde. 

Erkl.  236.    Man  hat:  Nach  Jordan  verhalten  sich  die  Genaaig- 

1 :  o; :  y  =  3 : 5  :  8  keiten: 

»l80  •  ,  „   .  Latte :  Stahlhand :  Kette  =  3:5:8 

1  •  X  =  3  •  5 
'     .  o  '  n  Setzt   man    demnach    das    Gewicht   der 

*  ~"    ^  ^  Latte  =  1 ,  80  werden  die  Gewichte  des 

3  3  Stahlbandes    eüie    Kette    sein    (vergleiche 

*  =  -R- »      y  =  -Q-  Erkl.  236) 

^  ®  8^3 

-=-  nnd  -q" 
Erkl.  287.    In  Bobecks  Lehrbneh  der  Ans-  ^  6 

gleichsrechnnng  wird  bewiesen,  dass  wenn:         so  dass  wir  also  haben  (vergl.  Erkl.  237) 

Pj   p^    p,  für  die  Länge  /: 

die  Gewichte  der  Beobaehtungen :  616.00XH-6U.80x|-  +  614.26x|- 

»1    *i    *8  ^ 2 5_ 

sind,  alsdann  das  Mittel  dnrch:  i  j.  ^  4.  ^ 

Pt-^-p^+Pi  d.h.: 

gegeben  ist.  l  =  514-80 

Wir  sehen,  dass  hier  znflUligerweise  die 
Messbandmessnng  mit  dem  wahrscheinlichsten 
Besoltat  übereinstimmt. 


Aufgabe  101.  Bei  der  Messung 
einer  Grösse  wurden  folgende  Werte 
gefunden.  Auflösung.     Bilden   wur   zonftchst   das 


d?j  =  723  arithmetische  Mittel,  so  folgt: 

«»  =  728  6.700  +  23  +  28  +  15  +  29+31+24 

OP,  =  716  *  = 6 

a?4  =  729  oder: 

Xq  =  724  '6 

Es  soll  sowohl  der  mittlere  Fehler       Bilden  wir  non  die  Abweichungen  vom 

einer  einzelnen  Beobachtung,  als  auch  Mittel,  so  ergibt  sich: 
der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  /^a?i  =  a?  —  a?j  =  +2 

bestimmt  wei-den  (vergleiche  Erkl.  238).  ^a;,  =  «  — x,  =  —  3 

A«8  =  *— ^S  =  +  10 

A*4  =  «  — a?4  =  — '^ 

Aar»  =  «— ar,  =  —6 

A«9  =  *  — ««  =  +1 
Wir  finden  zunächst: 

[Aa^]  =  o 

Erkl.  288.   Unter  dem  Fehler  des  arith-  wie  es  sein  soll,  dieses  ist  eine  kleine  Kon- 

metischen  Mittels  versteht  man  den  mitt-  trolle  der  Eechnung.    Bilden  wir  weiter: 

leren  Wert  der  Abweichung  des  arithmetischen  ta    »i       ^iöj_iAni_iÄ_iaÄ_Li  iah 

Mittels  von  der  gesuchten  Grösse.    Vergleiche  [A  o:«]  =  4  +  9  + 100  + 16  +  36  + 1  -  166 

die  Fragen  208  und  209.  Wir  haben  also  den  mittleren  Fehler  einer 

Beobachtung  gleich: 


m 


=  V-^  =  \^-T^  =  ±'''' 


und  den  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
(vergleiche  Erkl.  238). 


'■  =  Vir#^  =  Vw  =  ±^." 
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so  dasB  also  die  gesuchte  Grösse  gleick: 

725  ±  2,86 

zu  setzen  ist,  d.  h.  die  gesuchte  Grösse  kann 
sowohl: 

727,35 
als  auch: 

722,67 

oder  auch  einen  dazwischen  liegenden  Wert 
betragen. 


Aufgabe  102.  Ein  Winkel  wurde 
fünfiual  gemessen  und  dabei  ergaben 
sich  folgende  Resultate: 

x^  =  360  26'  16" 

OTj  =  35  26  20 

a?j  =  35  26  18 

a?4  =  35  26  26 

x^  =  35  26  15  Antwort.    Bilden  wir  das  arithmetische 

Es  ist  der  durchschnittliche  Fehler  Mittel   der   Beobachtungen,  indem  wir   es 
der   einzelnen  Messung    zu    berechnen  srleich: 
(yergleiche  Erkl.  239).  .  =  36»  26'  + 16"  +  20"  + 18"  +  25"  + 16" 

also: 

X  =  360  26'  +  ^  =  350  26'  18"  8 

o 

setzen,  so  ergeben  sich  folgende  Differenzen: 

x  —  x^  =  A«i  =  +2"8 

X  —  0?,  =  A  a:,  =  —  1,2 

Erkl«  2S9.     Der  dnrchschnittliclie  ^_-,_a^  o-o« 

Fehler  ist  der  Mittelwert  der  Fehler ,  wenn  Z  a       ~      « o 

diese  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  also  ab-  a?  —  0^4  —  /\  a?^  —  —  6,2 

8olut  ^nommen  werden.  a?  —  ar^  =  A  ar^  =  4-  3,8 

Seien  n  Beobachtungen  gegeben   und  dx  Die  absolute  Summe  der  Differenzen  ist: 

die  wahren  Übrig  bleibenden  Fehler  und  es  sei:  Ua)}  —  14"  8 

t^^]  also  ist: 

der  absolute  Wert  irgend  eines  Fehlers,  sowie :  14"  8 

[(dx)]  t  =  —^  =  2"9e 

ihre  Summe,    so    ist    der  Durchschnitts-        Zur  Probe  kann  man  die  Gleichung: 
fehler  t  eleich:  tai       n 

\(^x)^  [A]  =  0 

t  =  -i^^ — ^  benützen. 

Wollten  wir  noch   den  mittleren  Fehler 


n 


um  den  Durchschnittsfehler  zu  bilden,  be-  .       ■«.      1  v    v    u^        1.       1.  l  v 

rechne  man  aus  der  gegebenen  Beobachtung  einer  Einzelnbeobachtung  berechnen,  so  haben 

das  arithmetische  Mittel  und  bilde  hierauf  die  wir  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  bilden, 

Differenzen   A-     Sodann    erhält    man    einen  wir   erhalten  sodann  den    mittleren   Fehler 

Näherungswert    für    den    Durchschnittsfehler,  einer  Einzelnbeobachtung  gleich: 
einen  Näerungswert,  weil  die  wahren  Fehler  fRoan 

nicht  bekannt  sind.    Man  erhält  also:  m=zy  ^=^  =  + 1" 77 

KA)]  ^  "" 

^  =  — - —  und  den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen 

Mittels: 

Demnach  wird  das  Mittel  für  den  beob- 
achteten Winkel  selbst  gleich: 

X  =  350  26'  18"  8  +  1"  77 


240  VennMfliiiigskiinde. 

Aufgabe  103.     In   einem  Dreieck 
wurden  alle  Seiten,  nämlich: 

a',     h%    e' 

und  alle  Winkel,  d.  L:  a««««.««    tu*-  j    t>  .  i 

,  '  Anllosiing.   Zar  Besümmong  des  Dreiecks 

^    9^    r  sind  drei  Grössen  nötig.     Es  worden  sechs 

gemessen.    Wie  wird  das  Dreieck  ans-  gemessen,  also  sind  noch  drei  Bedingongs- 

geglichen?  gleichangen  aufzustellen. 

Diese  sind  offenbar: 

{«+/»+y  =  1800 
asin/f  —  bsin«  =  0 
e  —  a  coR/9  —  h  cos  «  =  0 
Es  wurde  gefunden: 
Erkl.  240.    Snbtrabieren  wir  die  erste  der  y «' -l  ^' -l  y'  —  1800-|-«» 

=  1800- (1800  +  «,  ^  Setzt  man: 

oder:  «  —  c'  =  Ja  u.  s.  w. 

^a-|-^/}-|-^y  = -.fTj  SO  mnss  nach  Elimination  der  Gleichangen 

Setzt  man  in  die  zweite  der  Gleichungen  1):  (vergleiche  Erkl.  240): 


a  =  a'  -|-  Ja 
n.  s.  w.,  so  folgt: 


Ja  +  .^^  -|-  ^y  +  «Fj  =  0 
z/a*8in/9' —  ./6*sina'-|--^^'0'cos/^ 

—  ^a*('cosa'-|~*^t  =  ^ 
Je  — .  fa' cos  ft'  —  ^6-cos«' 

+  Jßa'  sin  A'  +  Ja  h'  sin«' 

4-1^3  =  0 


(a'  +  Ja)Bin(ß*  +  Jfl) 

—  (V  +  ^6)sin(a'  +  ^«)  =  0  ö;  .  .  . 
Wird  nun  gesetzt: 
sin  (fi'  +  Jfi)  =  siniJ'  cos  Jß  +  cos/f'  sin  Jß 

und  darin:  ^^  Ausdruck: 

COBJß  =1 

sinz/^  =  ^Ä  4)  .  .  .   «.  =  (^a)2  +  (z/6)«  +  (z/c)2 

so  folgt :  +  (-^«)«  +  (-^/J)*  +  Ufyl^ 

sin  (/J'  +  Jß)  =  sin/J'  -}-  //^  cos/J'  ein  Minimum  werden, 

also  hat  man:  Dabei  wird  natürlich  vorausgesetzt,  dass 

(«'  +  Ja)  [sin/J'  +  Jß  cos/J']  ^®  Gewichte  aUe  gleich  seien. 

--(6'4-^ft)[8ina'4-^acosa']  =  0  ^^  ^^^  Gleichang  4)  setze  man  sodann 

oder  mit  Weglassung  der  kleinen  mit  Ja-Jß  ^®  Werte  für: 

und  Jb'Ja  multiplizierten  Glieder:  Ja^    Jß,    Je 

(«'sin^'  — 6'sina')  +  z/a-sin^'  — z/Ä-sina'  aus  den  Gleichungen  3)  ein.    Dann  wird  w 

+  Jß'a' Gosß' --Ja-b'QOBa*  z=  0  nur  die  Grössen: 

Nun  ist  aber:  Jy,    Jb,    Ja 

a'sin/J'  — fc'sina' =  iTj  enthalten.     Wird  w   nach    diesen  Grössen 

woraus    die  nebenstehende   Gleichung  2)  den  partiell  differenziert  also: 

Gleichungen  3)  folgt.  ß^ 

Analog  ist  auch  die  zweite  Gleichunir  zu  ~r~;~  =  0 

bilden.                                                    ^  ^^^^ 

dw 

^"^    =0 


dJa 

gebildet,  so  erhält  man  drei  Gleichungen  znr 
Bestimmung  der  Grössen: 

Jyj    Jbj    Ja 


•M/W»- 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfOhrliche  Prospekt  nnd  das  ansfOhrllche  Inlialts- 
rerzeiehnis  der  „yollständig  geldsten  Anfgabensanuiünng  Ton 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  Ton  jeder  finehhandlnng,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier. nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert,  um  den  Bolortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis isti  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
ftir  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzügUchste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


mSBSmS3SSä5S 

ingskuiide 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

~-  seiföt  ADhängen  ongelöster  Aafgabeo  Mr  den  Schal-  &  Selbstnoterricht  — 
Angabe  und  EntwlcUang  der  benatzten  Sätie,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Antworten 

erltüitert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

»DB   allen  Zweigen 

der  KeelieBkiuist,  der  nfederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  HphftriBcben 

Tricon o in etrie,  ajatheti sehen  Geometrie  etc.)  u.  Mheren  Mathtuiatik  (liShere  Analysig, 

Differential-  n.  Integral-Reclinniig,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  RaumeB  etc.);  — 

I  allen  Zweiten  de/PhfSlk,  Hechanik.  GraphoBtatik,  Obemte,  Geodftsle,  Naatlk, 


nathemat,  Geographie,  Astronomie;  des  MaBchinea-,  Strassen-,  Eiaeabahn-,  Wasser-, 

BrBeken-  u.  Hocbbau'§',  der  Eonatrnktionelehren  als:  dargtell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectlre,  Schatten konittnikt Ionen  etc.  etc. 

fQi 

Schuler.  studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 
zum  einzig  richtigen  und  erfoigreiclten 

Stndinm,   zur  ForthöUe  bei  Schularbeiten   and   zur  rationellen  Verwertting 

der  exakten  Wissenschafteo, 

herauBgegeben  von 

I>i'.  Adolph  Kleyer, 

HiLthem>tikci,  vsnldijtei  keolgl.  piBuii.  FeldmeiisT,  YCioldBtei  gcoiih.  heitlichor  OBometer  I.  K1»b(i 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 


TermeiSisaiig^isknode 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Läsks. 

Fortsetzung  von  Heft  1303.  —  Seite  1—16.    Mit  11  Figuren. 


Bio  Poljgooomolrie. 


Stuttgart  1894. 

Verlag  von   Julius   Maier. 


(  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnlicheg  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  aus  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehaniky  math«  Geographie^  Astronomie)  des  Maschinen-,  Strassen«,  Elsenbahn-, 
BrQeken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstäodig 
geldster  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  Eilil&rongen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntsten  Sätze,  Formein,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  class  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  angelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fdr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Ldsungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fdr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerseich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  fiber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord*,  gleich- 
berechtigten hSheren  Bflrgerschnlen,  Pritatachulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Sehullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkseholen, 
Gewerbeschalen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  ForstwissenBchaftsschoIen, 
Militärschulen,  Torbereitungä- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
wriUige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  ttberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  St&tie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten«  Lnst,  Liebe 
und  Yerbtändnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenien  reu,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruf^- 
zweigen  Torkomnicndcu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thuulichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlagshandlung^. 


Vermessungskunde 


(Geodäsie.) 


Zweiter  Teil. 


L&skt,  TennessQBgsknnde.    n. 
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1.  Die  Polygonometrie. 

1.  Einleitung. 

Frage  1.    Was  versteht  man  unter 
Polygonometrie?  Antwort   Unter  Polygonometrie  versteht 

man  die  Ldire  von  den  Eigenschaften  nnd 

Bemerkiing.      Das   Wort   Polygonometrie  ^^  Berechnung  der  Polygone  oder  Vielecke, 
stammt    vom    griechischen    „nolvs^    viel    nnd 
rrow""  „Winkel"',  „Enie*<,  „Ecke"",  daher  anch 
der  Name  „Vieleck".  


Fri^e  2«    Was  ist  ein  Polygon? 


Antwort.  Ein  Polygon  ist  eine  ge- 
schlossene, mehr  als  vierseitige,  gerad- 
linige oder  krommlinige  Figur.  Sind  die 
Seiten  nicht  gerade,  so  müssen  sie  einer 
bestimmten  Fläche  angehören.  Ist  diese 
Fläche  ein  Kreis,  so  spricht  man  von  sphä- 
rischer Polygonometrie,  ist  sie  ein  Ellip- 
soid,  dann  hat-  man  eine  sphäroidische  Poly- 
gonometrie u.  s.  w. 


Frage  8.     Welche  Arten  der  Poly- 
gone unterscheidet  man? 


Antwort  Man  unterscheidet  Flächen- 
und  Baumpolygone  (auch  windschiefe  Poly- 
gone genannt). 


Frage  4. 

polygon? 


Was   ist   ein   Flächen- 


Antwort.  Befinden  sich  sämtliche  Seiten 
auf  einer  Fläche,  so  spricht  man  von  einem 
Flächenpolygon.  So  sind  z.  B.  ein  ebenes  und 
ein  sphärisches  Polygon  Flächenpolygone. 


Frage   5.      Was   ist  ein   Raum- 
polygon? 

Bemerkiing.     Die  Baumpolygone  gehören 
der  Stereometrie  an. 


Antwort  Steht  ein  Polygon  in  keiner 
Beziehung  zu  irgend  einer  Mäche,  so  wird 
es  ein  Raumpolygon  genannt 


Bemerkung*  In  der  Folge  behandeln  wir  nur  ebene  Polygone,  üeber  die 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Polygone  vergleiche  auch  Sachs,  Lehrbuch  der  Planimetrie^ 
in.  Teil,  Seite  168  und  folgende. 

Die  regelmässigen  Polygone  findet  man  behandelt  in  Eleyers  Lehrbuch  der  Trigono- 
metrie, Seite  527. 


Vennessnngskiiiide. 


Figur  1. 
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Frage  6.   Wieviel  Diagonalen  lassen 

sich  von  einem  Eckpunkte  des  ?i-Ecks 

ziehen?  Antwort.    Nehmen  wir  drei  anfeinando' 

folgende  Eckpunkte  1,  2,  8  (vergl.  Figur  1), 
so  lässt  sich  von  1  bis  3  eine  Diagonale 
ziehen;  jeder  fernere  Punkt  liefert  wieder 
eine  Diagonale  bis  znm  Pankte  (n  —  1). 
Wir  baben  also  im  ganzen: 

n  — 2 

Diagonalen.  Durch  diese  Diagonalen  wird 
das  Vieleck  in: 

n  — 2 
Dreiecke  zerlegt 


Frage  7«   Wie  gross  ist  die  Summe 
aller  Innenwinkel  in  einem  n-Eck? 


Bemerkung.  Man  kann  diesen  Satz  noch 
anders  beweisen.  Zieht  man  von  einem  Punkte 
innerhalb  eines  n-Polygons  Verbindungslinien 
zu  den  einzelnen  Ecken,  dann  erh&lt  man  (vergl. 
Figur  1)  n-Dreiecke.  Die  Summe  aller  Winkel 
in  diesen  Dreiecken  beträgt: 

n.1800 
Yon  dieser  muss  aber: 

8600  =  2.180 
als  der  Betrag  aller  Winkel  an  den  Spitzen  in 
Abzug  gebracht  werden,  so  dass  man  wieder  hat: 
n.  1800— 2-1800  =  (n  — 2)180o 


Antwort  Nach  der  Antwort  zu  der 
vorhergehenden  Aufgabe  Iftsst  sich  ein  n-Eck 
in  n  —  2  Dreiecke  zerlegen.  Die  Summe 
aller  Innenwinkel  des  Vielecks  gleicht  aber 
der  Summe  aller  Winkel  dieser  Dreiecke, 
also  beträgt  sie: 

(n  — 2)-180<> 

Diese  Gleichung  nennt  man  die  erste 
Hauptgleichnng  der  Polygono- 
metrie. 


Einleitung  znr  Polygonometrie. 
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Frage  8.   Durch  wieviel  Stücke  ist 
ein  Polygon  eindeutig  bestimmt? 


Bemerkimg.  Dass  wenigstens  eine  Seite 
sich  daronter  befinden  mnss,  liegt  anf  der  Hand, 
denn  wäre  keine  gegeben,  so  könnte  man  auch 
keines  von  den  das  Vieleck  darstellenden  Drei- 
ecke konstruieren,  denn  aus  drei  Winkeln  lässt 
sieh  kein  Dreieck  eindeutig  bestimmen. 


Antwort.   Ein  Polygon  von  n  Seiten  ist 

^""'^  2«-3 

Stücke  bestimmt,  es  muss  sich  aber  min- 
destens eine  Seite  daronter  befinden.  Denn 
zerlegt  man  das  Vieleck  in  Dreiecke,  so  er- 
hält man 

n  — 2 

Dreiecke.  Das  erste  Dreieck  braucht  drei 
Bestimmungsstücke,  jedes  folgende  nur  zwei, 
also  haben  wir: 

3  +  [(w  — 2)  — lj-2  =  2n  — 3 

Bestimmungsstücke. 


Frage  9.    Wieviel  Stücke  dürfen  in 
einem  Polygon  höchstens  unbekannt  sein? 


Grkl«  1.  Ist  also  ein  Polygon  bis  auf  drei 
Seiten  bestimmt,  so  können  Se  letzteren  aus 
den  gegebenen  Stflcken  nieht  berechnet  werden. 


Antwort.  In  einem  Polygon  dürfen 
höchstens  drei  Stücke  unbekannt  sein, 
worunter  aber  höchstens  zwei  Seiten  sein 
dürfen  (vergL  Erkl.  1).  Denn  in  einem  Po- 
lygon von  n  Seiten  gibt  es  2  n  zu  berechnende 
Stücke,  nftmlich  n  Seiten  und  n  Winkel  Da 
aber  nach  der  vorhergehenden  Frage  ein 
Polygon  bestimmt  ist,  sobald 

2n  — 3 
Bestimmungsstücke  gegeben  sind,  so  bleiben 

^^^'  2n-(2n  — 3)  =  3 

Bestimmungsstücke  übrig.  Es  müssen  sich 
also  drei  Gleichungen  angeben  lassen,  welche 
diese  Stücke  bestimmen.  Die  eine  haben  wir 
in  Antwort  auf  Frage  7  kennen  gelernt.  Aus 
ihr  kann,  da  sie  keine  Seite  enthält,  nur  ein 
Winkel  berechnet  werden,  demnach  können 
die  drei  Stücke  nicht  zugleich  drei  Seiten  sein, 
weil  wir  nur  zwei  Bestimmungsgleiohungen 
haben,  in  welchen  die  Seiten  vorkommen 
können. 


Frs^e  10.   Was  versteht  man  unter 
der  Sichtung  der  Polygonseite? 

Figur  2. 


Antwort  Unter  der  Richtung  der  Po- 
lygonseite wird  jene  Bichtung  verstanden, 
die  ein  Punkt  einnimmt,  welcher  sich  auf  dem 
Umfange  des  Polygons,  ohne  seinen  Bewe- 
gungssinn zu  ändern,  bewegt  (vergleiche 
Figur  2).  Ist  nur  eine  einzige  Strecke  vor- 
handen, 80  ist  es  im  allgemeinen  gleichgültig, 
welche  Bichtung  man  ihr  zn8clu*eibt,  z.  6. 
von  0  nach  A  oder  A  nach  0  in  der  Figor  2. 
Wird  an  diese  eine  zweite  Strecke  angereiht, 
so  kann  sie  mit  der  erstem  gleich  oder  un- 
gleich gerichtet  sein. 


6 


VdrmeBsnngBkiuide. 


Bemerkung«  Man  hat  den  Begriff  der  Bichtnng  in  die  Polygonometrie  ans  dkono- 
mischen  Rttcksichten  eingeführt,  mit  seiner  Hilfe  lassen  sich  die  Sätze  viel  einfach»  aus- 
sprechen, als  es  sonst  mOglich  wäre. 


Frage  11.  Was  Iiat  man  als  Grund- 
satz bei  polygonometrischen  Rechnungen 
hinzunehmen? 

Bemerkung.  Dieser  Onindsatz  ist  des- 
wegen wichtig,  weü  er  die  Berechnung  des 
Polygons  wesentlich  erleichtert,  indem  er  die 
Einführung  der  Richtungswinkel  (siehe  nach- 
stehende Frage  12)  gestattet.  


Antwort  Es  gilt  als  Grundsatz  bei  poly- 
gonometrischen Rechnungen,  dass  man  alle 
Seiten  als  gleichgerichtet  betrachtet  (vergl. 
Figor  2  die  Richtung  der  Pfefle).  Kau  sagt, 
die  Seiten  seien  gleichgerichtet,  wenn  die 
Richtung  je  zwei  aufeinander  folgender  Seit^ 
dieselbe  ist 


Frage  12. 
zug? 


Was  ist  ein  Polygon- 


Antwort  Unter  einem  Polygonzug  yer- 
steht  man  die  Aneinanderreihung  mehrerer 
geraden  Linien  gleicher  Richtung.  Ein 
Polygonzng  braucht  nicht  geschlossen  zu 
sein.  Verbindet  man  aber  die  Endpunkte, 
so  erhält  man  ein  geschlossenes  Polygon. 


Frage  13. 

Winkel? 


Was  ist  ein  Richtungs- 


Antwort  Unter  einem  Richtungswinkel 
wird  deijenige  verstanden,  welcher  entsteht, 
wenn  man  eine  gegebene  Strecke  durch  eiDe 
Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  mit  einer 
fest  gegebenen  Richtung  zur  Deckung  bringt 

Dabei  ist  natürlich  die  Richtung  der 
Strecke  massgebend,  so  ist  z.  6.  für  die 
Richtung  Bä  ce  der  Richtungswinkel,  für 
die  Richtung  AB  dagegen  a'  (vergl.  Fig.  3, 
m  ist  die  feste  Richtung). 


m. 


Frage  14.  Welche  Beziehung  be- 
steht zwischen  den  zwei  möglichen  Rich- 
tungswinkeln einer  Strecke? 

Bemerkung.  In  der  Polygonometrie  wird 
gewohnlich  eine  Seite  für  die  feste  Richtung 
genommen.  Ihr  Richtungswinkel  ist  demnach 
0  oder  ISO«. 


Antwort  Da  die  Richtung  BÄ  dadurch 
entsteht,  dass  man  die  Richtung  AB  um 
180^  im  Sinne  des  Uhrzeigers  dreht,  so  wird: 

«'  =  180^  +  a 
Daraus  folgt: 

«'  — «  =  180<> 

d.  h.  die  Differenz  der  zwei  möglichen  Rich- 
tungswinkel beträgt  180^ 


Einleitiing  zur  Polygonometrie. 


Frage  15.  Man  habe  zwei  zu- 
sammenstossende  Strecken,  die  einen 
Winkel  ß  miteinander  bilden.  In  welcher 
Beziehung  steht  sodann  dieser  Winkel 
zn  den  !^chtnngswinkeln? 

Figur  4. 


^  TK/ 


^m 


m< 


Bemerkmig«  Nehmen  wir  an,  dass  a  =  0 
ist,  d.  h.  dass  die  Stre<^e  AB  die  die  Eichtnng 
angebende  ist,  dann  wird: 

S  +  «i  =  1800 

also: 

«,  =  1800  — /J 
demnach : 

a,  =  1800  — ^j  4- a, 

oder: 

a,  =  2.1800— (^4- /Jj) 

analog  erhalten  wir: 

«,  =  3.1800-08  +  /?,  +  ^^ 

nnd  allgemein: 

«^  =  n-8800-(^  +  /Ji+ ...  ^^_i) 

Wir  sind  also  im  stände  ans  den  Brechnngs- 
winkeln  immer  die  Richtungswinkel  zn  be- 
rechnen. 


Antwort  Um  die  Beziehung  zwischen 
dem  Bredinngswinkel  ß  und  den  Eichtungs- 
winkeln  zu  finden,  betrachten  wir  die  Fig.  4. 
Hier  wird: 

Da  aber: 

'^ABm  +  tt  =  1800 
80  wird: 

<^ABm=  1800  — « 

also: 

/J  + «1  +  1800  — 0  =  3600 
oder: 

/»  +  «!  —  «  =  1800 

Gehen  wir  nun  zum  nächsten  über,  so 
haben  wir: 

A  +  ««  +  <imCjB  =  8600 
oder  da: 

^mCB  =  180— «1 
auch: 

^1  +  «j  —  «1  =  1800 

Diese  Formel  gilt  ganz  allgemein.  Wir 
haben: 

A  +  «8  —  «2  =   180® 

A  +  «4  — «8  =  1800 

allgemein: 

^H  +  «n+i-«H  =  18^ 

Stellen  wir  die  Formeln  zusammen,  so 
gibt  sich: 

I.  Zur  Berechnung  des  Brechungs- 
winkels aus  den  Richtungswinkeln  die 
Formel: 

/>n  =  1800-K+,-irJ 

IL  Zur  Berechnung  des  Bichtungs- 
winkels  die  Formel: 

«^  =  1800-Of  +  ft+.../?^_,) 


Fra.ge  16.  Was  versteht  man  unter 
der  Horizontal-  und  was  unter  der 
Vertikalprojektion  einer  Strecke? 


Erkl.  2«    Sei  a  die  Strecke,  sowie  a  der 
Richtungswinkel,  so  wird: 

acosa  =  8 

die  Horiaontalprojektion : 

asin«  =  s' 

die  Vertikalprojektion  darstellen. 


Antwort.  Das  Produkt  aus  der  Strecken- 
länge in  den  Cosinus  des  Richtungswinkels 
wird  die  Horizontalprojektion  genannt  Analog 
wird  das  Produkt  der  Streckenlange  in  den 
Sinns  des  Richtungswinkels  die  Vertikal- 
projektion genannt  (vergl.  Erkl.  2). 

Beide  wollen  wir  allgemein  zugeordnete 
Projektionen  nennen. 


8  VermessimgBkimde. 

Frage  17.   Welche  Beziehungen  be- 
stehen zwischen  der  Strecke  und  ihren        .  ^ l    xxt'  ^   a     ä-  j-  tt^-:  ^«♦.i 

üwvi^ir*;^«..«  0  Antwort.    Wu*  fanden  für  die  Honzontal- 

Projektionen?  Projektion  den  Ausdruck: 

8  =  acoBa 
Erkl.  8.    Wir  haben:  und  für  die  Vertikalprojektion: 

*'«4-t2  =  aBin«a  +  a2c08«a  uuu  tut      ^      «         p    j 

.        ,  tf=  a  Bin« 

Nun  iat  abTr'^.S'meyer  Goniometrie  ""  ^,f  *"  *"^*"  Gleichung:«!  folgt  (yergl. 
Formel  18):  ErkL  3):  ^.,.,^.. 

alBo:  -*«  +  —!  ferner: 

w.  z.  b.  w.    Aebnlich  haben  wir:  ^,  , *     ^    .  ,  . 

^/        asina        sina  ^^^   ^^^    ^®   beiden  Projektionen  ge- 

—  =  =    ^^^  =  tgo  geben,  so  lässt  sich  nicht  nur  die  Lftnge 

KT-ni.  Vin^ato  an«?««^f«r  i?a««a1  07^  ^^^  Strcckc ,  sondern  aoch  ihr  Richtung«. 

Nach  Kleyers  Goniometrie,  Formel  27).  ^^^^^  bestimmen.     Wir  sagen,  dass  durch 

Erkl.  4.  Man  sieht  es  am  besten  ein,  wenn  ^^  Angabe  der  beiden  Projektionen  die 
man  sich  die  Projektionen  einer  Strecke  durch  Strecke  der  Länge  und  Kiehtnng  nach  ge- 
Koordinaten (siehe  Lehrbuch  der  analytischen  geben  ist,  nicht  aber  dem  Orte  nach  (vergL 
Geometrie  von  Cranz)  ausgedruckt  denkt.  ErkL  4). 


2.  Die  Beziehung  der  Projektionen  zn  der  Koordinaten- 
geometrie. 

Frage  18.   Wodurch  ist  eine  Strecke 

bestimmt?  Antwort   Eine  Strecke  ist  eindeutig  der 

Grösse  und  Richtung  nach  durch  ihre  End- 
Erkl.  5.    Soll  die  Strecke  auch  der  Rioh-  punkte  bestimmt  (vergleiche  Erid.  5). 
tung  im  obigen  Sinne  nach  bestimmt  sein,  so 
muss  man  angeben,  welcher  von  den  Endpunkten 
der  Anfangs-  und  welcher  der  Endpunkt  ist. 


Frage  19.   Was  versteht  man  unter 
den  Koordinaten  eines  Punktes?  Antwort.    Unter  den  Koordinaten  eines 

Punktes  versteht  man  die  Angabe  gewisser 

geometrischer  Gebilde,  welche  den  Ort  eines 

Bemerkung.     Man   vergleiche:  H.  Cranz,  Punktes  im  Räume  eindeutig  bestimmen. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.        ^^  der  Raum  drei  Dimensionen  hat,  so 

Daselbst  findet  man  die  nähere  Erörterung  dör  ^f  ^^"^  ^,  allgemeinen  drei  Grössen  nötig 

k;^,  ««-  «^v.^«i»^;  «^K,«««i.*««  Tj^««ff^  8®Jß»  ^^  die  Lage  emes  Punktes  zu  charak- 

hier  nur  nebenbei  gebrauchten  Begnne.  . ,'.^    _       i?«     j»^  -üv  j- 

^  ^  terisieren.     Für  die  Ebene,  die  von  zwei 

Dimensionen  ist,  gentigen  zwei  Grössen. 


Frage  20,    Welche  Art  der  Koor- 
dinaten kommt  in  der  Polygonometrie       Antwort   In  der  Polygonometrie  werden 
zur  Verwendung?  fitst  ausschliesslich  die  rechtwinkligen  Koor- 

dinaten der  Ebene  gebraucht 


Frage  21.    AVelches  ist  das  Wesen 
der  rechtwinkligen  ebenen  Koordinaten?       Antwort     Das  Wesen   der  rechtwink- 
ligen  ebenen  Koordlnatai   besteht  im   fol- 
genden: 


Die  Besiehang  der  Projektionen  sn  der  Koordinatengeometrie. 


Fignr  5. 


^1^.  ••  ...•—••_•••-••• 


^ 


,i+ 


B 


I 


^U_. 


^ 

kx 


IV 


Wir  nehmen  in  einer  Ebene  zwei  Senk- 
rechte Achsen  an  (XX^,  YY^  in  der  Fig.  5), 
die  sich  im  Punkte  O  schneiden.  Die  Bich- 
tnng  von  links  nach  rechts  sei  für  XX^ 
die  positive,  analog  der  Bichtong  von  unten 
hinauf  für  YY^.  Dann  kann  die  Lage  irgend 
eines  Punktes  der  Ebene  dadurch  dargestellt 
werden,  dass  wir  seine  Entfernung  von  der 
X-Ache  (Ordinate  y  genannt)  und  seine 
Entfernung  von  der  F- Achse  (Abscisse  x 
genannt)  angeben.  Diese  Grössen  sind  po- 
sitiv oder  negativ  in  gleicher  Weise  wie  die 
Achsen  selbst  (vergl.  Erkl.  6). 


b; 


•P. 


^ 


% 

Erkl.  6«  In  der  Figur  5  ist  fUr  den  Punkt: 

P  a?  =  -|-«        y  =  -j-6 

Pj  X  =  —a        y  =  -}-6 

P,  a?  =  —  a        y  =  —  h 

Pj  x  =  +a        y  =  — & 

Man  sagt  auch:  P liegt  im  ersten,  P^  im  zweiten, 
P,  im  dritten,  Pg  im  vierten  Quadranten. 


Fra^e  22.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  Koordinaten  zweier  End- 
punkte einer  Strecke  zu  dieser  selbst? 

Figur  6. 


B  ^A 


Antwort    Seien : 

^A      Va 

die  Koordinaten  der  Endpunkte  AB  einer 
Strecke  (vergi.  Figur  6),  welche  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissenachse  X 
einen  Winkel  a  einschliesst.    Dann  ist: 


Xj^  =  OM    Xß  =  ON 


also: 
1 
analog  ist: 


MN=AC=  ON^OM:=Xj^  —  Xj^ 


Erkl.  7. 

liaben  wir: 

femer  ist: 
und 


M  N 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  ABC 

BC 


y^  =  If  ui  =  NC 
tfj,  =  BN 

also  * 

BC=zBN--NCz^ys--y^ 

wir  haben  also  (vergl.  Erkl.  7): 

yB-VA 


tga  = 


BC 
«*"«  =  1^  = 

AC 

008  a  = = 

"  AB 


Vb 

-Va 

*B 

-"a 

Vb 

-Va 

a 

"b 

—  X^ 

^B        ^A 


und  wenn  die  Länge  AB  =:  a  gesetzt  wird: 

^B-yA 


a  ^ 
also  auch: 


sma 


cosa 


IfB  —  y^  +  asina 
Xß  =  Xj^-\-aco9a 
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Yeimeesiuigskiiiide. 


Beiii<ä*lniiig.     Unter   a   wird   immer   der  oder: 
Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Strecke  und  ^2?  —  y^  =  asina 

der  positiven  dr-Richtnng  verstanden,  d.  h.  n  x   ^x    =  acosa 

wird  von  0  bis  360o  gezahlt  von  der  positiven        n^^^i,  r^f^^     "*  j,         rn  «  u 
JC-Achse  ange&ngen  über  die  positive  y-Achse.  ^^t  ^  Gleichimgen  er- 

Wir  können   demnach    anch   sagen ,    die   Or-  nSt  —  (     __     \«  _l  /  xe 

dinatendifferenz  x^^x^^   ist    die  Horizontal-  ^  -^b     y^)  '^K^b-'^a) 

Projektion  der  Strecke  a  und  die  Abscissen- 
differenz  jr^  --  y^  ist  die  Vertikalprojektion  der 
Strecke  a. 


Frage  23,  Wie  wird  ein  gegebenes 
Dreieck  in  ein  Koordinatendreieck  ver- 
wandelt? 

Figur  7. 


Antwort  Um  ein  durch  alle  Seiten  und 
Winkel  gegebenes  Dreieck  in  ein  Koordinaten- 
dreieek  zu  verwandeln  (d.  h.  um  die  Koor- 
dinaten seiner  Endpunkte  angeben  zn  kön- 
nen), verfährt  man  wie  folgt  (vergleiche 
Figur  7). 

Zunächst  bestimmt  man  sich  den  Win- 
kel qp,  den  eine  Seite  mit  der  podtiven 
Richtung  der  gegebenen  Absciasenachse  ein- 
achliesst.  Sodann  müssen  die  Koordinaten 
eines  Eckpunktes  gegeben  sein,  also  etwa 


von  A^   so  dass 
trachten  haben: 


wir  als  gegeben  zn  be- 


Erkl.  8.  Die  Seite  BC  schliesst  mit  der 
+  ^-Hichtung  den  Winkel  DBC  ein,  also  den 
Winkel : 

y  +  (1800-^) 
nun  ist: 

sin (y  + 1800  — /J)  =  — sin(v  -/J) 
cos  {(p  4- 1800  —  ^)  =  —  cos  (y  —  ^) 


Bemerkung.  Wie  man  a^^y^  und  ip  be- 
stimmt, hängt  von  der  jeweiligen  Aul^abe  ab. 
In  der  Geodäsie  werden  z.  B.  die  Koordinaten 
von  Ä  durch  das  Pothenotsche  Problem  be- 
stimmt und  damit  auch  der  Winkel  9,  der  in 
der  Geodäsie  das  geodätische  Azimut  genannt 
wird.    Die  Grössen: 

a  ß  y 

a  h  c 

werden  in  der  Regel  direkt  gemessen. 


^A  Va  V 

a  h  e 

a  ß  Y 

Wir  haben  femer  nach  Frage  22: 
a?^  =  a?^  -f-  c  cos  tp 
yÄ  =  y^  +  «8iii9 

weiter  (vergl.  Erkl.  8) : 

a:^  =  a?^  — acos(<p  — ^) 

also:  a?^  =  iP^-j-ccosy  —  aoos(9>  —  ß) 

Damit  sind  die  fehlenden  Koordinaten 
bestimmt. 

Wir  bemerken  noch,  dass  wir  vom  Punkt 
C  wieder  auf  den  Punkt  Ä  kommen  können. 

Es    ist:  ,     .  ^  ryrs  M 

a^  =  a?^  +  ft  cos  <^  ECA 
Nun  ist  aber: 

^ECA  =  ECF'\'FCA 
Da  aber: 
-^ECF  :=.  DBC  =:<p  —  ß  +  lBQ^ 
so  wird: 

^  ^C^  =  (<y)  - /f  + 1800)  +  (1800 -.  y) 
oder: 

-^ECA^  2.1800  +  ^  — /J  — y 
da  nun: 

sin  (2.I8O04-  y  —  /J  —  y)  =  sin  (9  —  /J  —  y) 

cos  (2«1800-|-y--^  — y)  =  COS(y  — /J  — y) 


Die  Beziehung  der  Projektionen  zu  der  Eoordinatengeometrie.  H 

so  folgt: 
Erkl.  9.    Wir  haben:  ^^  =  *«+  ^ cos (y  —  /f  —  y) 

=  a?^  +  ccoßy-ac08(y- A)  g^^^^  ^.j.  ^^  ^^  ^^  ^^  ^^  ^^^j.  ^^ 

+  6  C08  (y  -  /J  —  y)  flmdenen  Außdruck  ein ,  so  wird''  (vergleiche 

hier  hebt  sich  Xj^  beiderseits  anf  und  wir  er-   Erkl.  9) : 

*^*®^*  0  ==  ccos^— -(1008(^  —  ^)4-^008(9 — A  — y) 

O  =  ceosy  — acoB(qp--^)  +  6co8(y  — ^  — y)  und  analog: 

0  =  o8in<^  —  asin  (y  --  /J)  +  ^  sin  (y  —  /J  —  y) 

Erkl.  10«    Beachtet  man,  dass:  Diese  Formeln  werden  besonders  einfiAch 

/i-|-y  =  1800  — «  wenn: 
nnd  (p  =  0 

sin  (1800  —  o)  =  sin«  wird.    Dann  ist: 

so  folgt  ans  der  zweiten  Formel:  c _  aeosß -f-  5 cos  (/9 -)- y)  =  0 

asin/?  — b8in«  =  0  a  sin/J  —  i  sin  (^  +  y)  =  0 

o  _  sin«  Wir  sehen,  dass  wir  so  zu  Sätzen  über 

y  *""  sin/3  das  Dreieck  gelangt  sind,  welche  das  Dreieck 

das  ist  aber  der  bekannte  Sinnssatz.  Der  erste  l>e«timmen,  wenn  noch  die  bekannte  Relation  t 

Satz  gibt  sodann:  «  +  /9  +  y  =  180© 

c  =  aco8/J  +  6sina  hinzugefügt  wird  (vergleiche  Erkl.  10). 

also  den  Cosinnssatz.  Analoge   Sätze  lassen  sich  offenbar  für 

jedes  geschlossene  Vieleck  entwickehi. 

Frage  24.     Wie  lautet  der  Iden- 
titätssatz  der  Koordinaten?  Antwort.    Es  seien: 

gegebene  Koordinaten,  dann  ist  offenbar: 

(^^  — ^b)  +  (^ä  — *c)  +  (^c  — ^i>)H («if-^jv)  +  (a?iv^— «j)  =  0 

analog  wird: 

Setzen  wir  nnn  die  Länge  zwischen  den 
Punkten: 

sowie   den  Winkel,   welchen   AD  mit  der 
oNBichtnng  einschliesst,  mit: 

so  folgt  nach  Frage  22: 
^ab^^^Vab  +  ^bc^^^Vbc-^ \-^mn^^^Vmn+*'na^^^Vna  =  ^ 

^AB^^VaB+^BC^^VbC-\ \-r^2f^VMN+^NA^^VKA  =  ^ 

Diese  sind  die  zwei  Identitätssätze  der 
Koordinatendifferenzen  und  im  Vereine  mit 
der  für  jedes  Vieleck  geltenden  Relation  fttr 
die  Winkelsamme  zugleich  die  drei  Haupt- 
sätze der  Polygonometrie. 


Frage  25.   In  welcher  Form  werden 
die  Identitätss&tze  angewendet?  Antwort.   Für  die  Anwendung  der  Iden- 

titätssätze wählt  man  gewöhnlich  eine  spezielle 


12 


Veimessuxigskimde. 


Figur  8. 


0        a 

Erkl.  11.    Es  ist: 

if^j^  =  CCD  =  CCC"  +  C*CD 

=  B'J9C-f  1800  — JPCD 

=  Vi,c+ieoo-y 

=  2.1800  -  (a +  /J)  + 1800  —  y 
=  3.1800  — («  +  /»  +  y) 


Form  der  Koordinaten.  Man  verlegt  die 
eine  Seite  OÄ  =  a  in  die  Bichtong  der  po- 
sitiven Z-Achae. 

Seien  aodann  a,  h,  c,  d-"  Seiten, 
at  ßt  y  "  -  Innenwinkel  eines  Polygons, 
80  hat  man: 

<J:  XäB  =  y^^  =  1800  _  a 

^B'BC=np^^=zB'BB"+B''BC 

=  BAX+ldO^-^^ABC) 

=  (1800 —«)-+- 1800  — /J 

also: 

^^^  =  2.1800 -(«  +  /!) 

analog  ist  (vergleiche  Erkl.  11): 

yc^  =  3.1800-(a  +  if  +  y) 

femer  würden  wir  erhalten: 

V^^  =  4.1800 -(a  +  /j  +  y  +  <r) 

Nun  ist  weiter: 

f  j  ft  —  c  u*  s*  w« 


II' 


III' 


80  dass  wir  also  haben: 
a  +  ftcos  (1800  —  «)  +  ccos  [2.180»  —  («  +  /J)]  +  dcos  [3-1800  ^(a  +  ß  +  y)] 

-feco8[4.1800  — («  +  /j4-y  +  <0]H =0 

&8in(l«00-a)  +  c8in[2.1800  — («  +  ^)]  +  (j8in[3.180O  — (a  +  ^  +  y)] 

+  fsin[4.1800  — (a4-/J  +  y  +  <r)]H =0 

V  1.1     •■£>        xT    u    m  r^    '  Diese    Sätze    lassen    sich    noch    anders 

FoÄSt  aÄin:^^'''"    ^'"'"'^"'^   «c^^^«-'  ^«  ^^  (vergL  Erkl.  12): 
8in(2r.l800-n)  =  -8iü«  sin  (1800  -  n)  =  sin  n 

C08(2r.l800-n)  =  +cosn  co8(1800-n)  =  -cos» 

sin[(2r  +  l)180o^n]-+«nf.  sin  (2- 1800  -  n)  = -sin« 

C08[(2r+l)1800-n]  =  -co8»  cos  (2-1800- n)  =  cos«  u.  s.  w. 

^^     ^  ^  demnach  wird: 

II  .  .  .  a  —  5  cos«  +  c  cos  (a  +  ^)  —  (i cos  (a  +  ^  +  y)  +  «  cos  (a  +  /J  4" y  +  <^)  +  •  • "  =0 
III  .  .  .  6  sin«  —  c  sin  («  -|- ^)  +  <i  sin  (a  -|- ^  +  y)  —  « sin  («  +  ^  -|- y  4" ')  +  •  •  •  =0 

Diese  nnd  die  vorstehenden  Formeln, 
deren  Bildongsgesetz  unmittelbar  ersichtlich 
ist,  sind  die  Grnndformeln  der  Poly- 
gonometrie.  Wir  werden  sie  in  der  Folge 
einfach  mit 

II    ir    m    III' 
bezeichnen. 


3.  In  und  um  einen  Kreis  beschriebene  Vielecke. 


Frage  26.    Wann  ist  ein  Vieleck 
in  einem  Kreise  eingeschrieben? 


Antwort.  Sind  alle  Seiten  eines  Viel- 
ecks zugleich  Sehnen  eines  nnd  desselben 
Kreises,  so  ist  dieses  Vieleck  einem  Kreise 
eingeschrieben. 


In  und  um  einen  Kreia  beschriebene  Vielecke. 
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Frage  27.  Welche  charakteristische 
Eigenschaft  besitzt  ein  solches  Vieleck? 


ifti^Ji 


f^f9,^r 


ErkL  13.    Ein  planimetrischer  Satz  lantet: 

Die  Snmme  je  zwei  gegenüber  liegender 
Winkel  in  einem  Kreisviereck  beträgt  ISQo. 
Da  nun  die  Snmme  aller  Winkel  im  Viereck 
2<180<'  beträgt,  so  hat  man  fttr  ein  Kreisviereck 
den  Satz: 

1+8=2+4 

SrU.  14.  Diese  Schlnssweise  heisst  der 
Schlnss  Yon  n  auf  n  + 1. 


Antwort  Bezeichnet  man  in  einem  Viel- 
eck von  gerader  Seitenzahl  die  Winkel  der 
Reihe  nach  mit  1,  2,  3,  4  •  -  •  2n,  so  ist  die 
Snmme  der  durch  ungerade  Zahlen  aus- 
gedrückten Winkel  gleich  der  Summe  der 
durch  gerade  Zahl  gegebenen,  also: 
l  +  3  +  6+..(2n— 1)  =  2  +  4  +  6+..  (2n) 

Um  dieses  zu  beweisen  nehmen  wir  an, 
der  Satz  gelte  für  ein  2n-Eck. 

Sodann  schneiden  wir  vom  (2n  +  2)-Eck 
durch  die  Diagonale  (l,2n)  (vergl.  Fig.  9) 
ein  2n-£ck  ab.  Für  dieses  gilt  der  Satz, 
also  haben  wir: 

«  +  3+--(2n— 1)  =  ^  +  2  +  4+..(2«-2) 

Nun  ist  aber  das  Viereck  (1,  2n  +  2, 
2n+l,  2n)  ein  Kreisviereck,  für  dieses 
gilt  (vergl.  Erkl.  13)  der  Satz: 

«'  +  (2n  +  l)  =  /J'  +  (2n  +  2) 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  der 
vorhergehenden  und  beachtet,  dass: 

«  +  «'  =  1 

/9  +  />'  =  2n 
so  folgt: 

1+8-j (2«  +  l)  =  2  +  4H (2» +  2) 

Es  gilt  also  der  Satz  fär  ein  (2n  +  2)-Eck, 
wenn  er  für  ein  2n-Eck  gUt.  Non  gilt  er 
aber  für  das  Viereck,  also  auch  für  das 
Sechseck,  Achteck  etc.,  d.  h.  allgemein  für 
ein  2n-Eck  (vergl.  Erkl.  14). 


Frage  28.  Wie  ergibt  sich  ein  ana- 
loger Satz  für  ein  Vieleck  von  ungerader 
Seitenzahl? 


Erkl.  15.    Ein  planimetrischer  Satz  lautet: 

Der  Peripherie  Winkel  (a')  ist  gleich  dem- 
jenigen Winkel  (n)  der  die  zu  ihm  gehörige 
Sehne  (2«  — 2,  2n— 1)  mit  der  Tangente (T) 
an  einem  Endpunkte  (2n  —  1)  hat. 


Erkl.  16.    Ein  planimetrischer  Satz  lautet: 

Die  Tangente  (T)   steht  auf  dem  Radius 
des  Kreises  (0,  2n  —  1)  senkrecht. 


Antwort.  Hat  man  ein  Vieleck  von  un- 
gerader Seitenzahl,  etwa  2n — 1,  so  ziehe 
man  an  eine  Ecke  etwa  2«e  —  1  die  Ejreis- 
tangente  (vergleiche  Figur  10)  dann  gilt  der 
Satz: 

1  +  8  +  6^ (-2n  — 3  +  ft' 

=  2  +  4  +  6-1 h2n  — 2  +  »»' 

Denn  verbindet  man  1  mit  (2n  —  2),  so 
hat  man  ein  •2n  —  2-Eck,  für  dieses   gut 
nach  vorhergehender  Frage  der  Satz: 
«  +  3H 2»  — 3  =  /J-+-2H 2n  — 4 

Zieht  man  in  (2n— 1)  die  Tangente  T, 
so  wird  (vergleiche  Erkl.  15): 

n  =  «' 
m  =  /J' 

also  da  (vergl.  Erkl.  16): 

n'  +  n  =  900 
m'  +  m  =  900 
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Yermeflsaiigskiuide. 


Figur  10. 


7  **-/ 


auch 

tt'H-«'=s90* 

woraoB 

folgt   Addiert  man  diesen  Satz  zom  obigen 
and  beachtet,  dass: 

«'  +  «  =  1 

/f-h/f  =  2»  — 2 
80  folgt: 

14-8  +  6H 2n  — 3  +  n' 

=  2 +  44-6  H 2n  — 24-m' 


-?Ä-J 


Frage  29.  Welche  EigeDtünüich- 
keit  zeigt  ein  dem  Erdse  umschriebenes 
än-£ck? 


Exkh  17*  Der  Beweis  wird  genan  so  ge- 
führt wie  beim  Viereck  in  Sachs,  Lehrbuch  der 
PUnimetrie,  worauf  hiemit  verwiesen  werden 
mag. 


Antwort  Fftr  ein  dem  Kreise  nmbe- 
schriebenes  3n-Eck  (d.h.  ein  2n-Eck,  dessen 
Seiten  Tangenten  an  einem  und  demselben 
Kreis  sind)  gilt  der  Satz: 

Die  Summe  der  Längen  ans  der  zweiten, 
vierten  •  •  -  2»  ten  Seite  ist  gleich  der  Summe 
der  Längen  ans  der  ersten,  Mtten  •  •  •  2n — 1 
Seite  (vergl.  Erkl.  17). 


4.  Verschiedene  Sätze  ttber  Polygone. 

Frage  30.   Wie  lautet  der  Satz  von 
Oauchy  über  eine  Vieleckteilung? 


Antwort  Man  habe  ein  Netz  von  a  Drei- 
ecken, b  Vierecken,  c  Fünfecken  etc.  in  der 
Ebene. 

Die  Anzahl  der  Verbindongslinien  sei  K, 
die  Anzahl  der  Punkte  sei  E^  die  Zahl  der 
Einzelfiguren  sei  5,  so  ist: 

(vergleiche  Erkl.  18). 

Sei  E'  und  K*  die  Zahl  der  am  Umfange 
der  Figur  liegenden  Punkte  und  Seiten 
(vergleiche  Erkl.  19)  und  E",  IC'  die  Zahl 
der  im  Innern,  so  ist  offenbar: 

E=  E  +  E' 

und  auch: 

K*  =  E 

weil  ein  n-Eck  n  Seiten  hat 


Verschiedene  Sfttce  ttber  Polygone. 
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Brkl.l8.     Hat  man  ein  Dreieck,  Viereck        Man  hat  femer: 
und  Fünfeck  wie  in  der  Fignr  11  angedeutet, 
80  hat  man: 


8=B 

d.h.    (ISd)    (2845)    (45678) 
ferner: 

nämlich: 

1,    2,    8,    4,    6,    6,    7,    8 
endlich: 

js:=io 

und  iwar: 

18,    12,    23,    24,    4,    5,    35 

48,    67,    78,    85 

Erkl.  19.    Also  ist  in  der  Fignr  11: 

BT  =  8 
K*  =  S 
denn  32  nnd  45  liegen  im  Innern. 

Brid«  20.    Denn  es  ist: 

a  +  2h  +  Se-^ =2^+iir'  — 2 

a-}-  h  -|-c  -|-...  z=:  S 
also: 

2ö  +  86  +  4cH z=z2E+K''-2  +  S 

Srkl.  21.    Wir  haben: 

J&=  ^  +  JB" 

also: 

BT*  =  E-  E* 
imd  da: 

E'  =zK' 
anch: 

£•'  =  E—K' 

Dann  wird: 

ajp'+ic— 2+5  =  2(j^^j:')+ä:'-~2+s' 

=  2JEr—  Z"  —  2  -f  5  =  K-j-  K"  —  5^ 
oder: 

2(^—1  +  5)  =  Ä'+Ä-'  +  üT" 

da  aber: 

auch: 

2(-E— l  +  S)  =  21i^ 
oder: 

E—l-tS^K 


8  =  a  +  ^  +  <?+  ••• 
Wir  haben  also: 

a  Dreiecke  =  8a  Seiten 

h  Vierecke  =  4&  Seiten  etc. 
also: 

(5)  =  8a  +  4ft  =  6<j-| 

dabei  wurden  die  inneren  Seiten  doppelt  ge- 
zählt,  also  ist: 

(S)  =  K'  +  2K"  =  K'  +  K"  +  K" 
oder: 

alao  int: 

2a  +  86  +  4tf  =  (8a  +  46  4.6cH ) 

—  («  +  ^  +  ^H — •) 

=  (fif)  — ÄrrJC+JT"  — S 

Bilden  wir  nnn  die  Sonune  aller  Winkel. 
Diese  ist  gleich: 

(a  +  26  +  8cH )-180^ 

Nnn  ist  die  Summe  am  Umfange: 
=  (JS:'--2).1800 
und  die  Sonune  im  Innern: 

=  2J^'.180o 

denn  um  jeden  Punkt  im  Innem  liegen  860^, 
also  haben  wir: 

a  +  26  +  8cH =  2JSr"H-Ä'  — 2 

demnach  (vergleiche  Erkl.  20): 

2a  +  86  +  4c4 =i2E" +  K' —  2  + S 

Wir  fanden  aber  oben: 

2a4-86  4-4cH =  JT+iT'  — iS 

also  wird: 

2E"  +  K'''2  +  8=  K+K^  —  S* 

woraus  weiter  (vergleiche  ErkL  21): 

E+8=iK+l 

folgt,  was  zu  beweisen  war. 

Dieser  Satz  kann  auch  auf  Polygone  aus- 
gedehnt werden,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen. 


Frage  81.  Wieviel  Verbindungs- 
linien können  zwischen  n  Punkten  ge- 
zogen werden? 


Antwort    Zwischen  n  Paukten  können 

Verbindungslinien  gezogen  werden,  denn 
zwischen  drei  Paukten  sind  nur  drei  mög- 
lich. Kommt  ein  vierter  dazu,  so  kann  er 
mit  jedem  der  vorhandenen  Punkte  ver- 
bunden werden,  wir  haben  also: 

8  +  3  =  6 


Iß  Venneflsiuigskiinde. 

Erkl.  22.    Wir  haben  kommt  noch  einer,  so  kann  er  wieder  mit 

für  2  Pnnkte    1  jedem  der  vier  verbunden  werden,  wir  haben 

„3       „         1  +  2  =  3  also: 

„4       „  3  +  3  =  6=1  +  2  +  3  6  +  4=10 

„6      „        6  +  4  =  1  +  2  +  3  +  4  =  10  bei  einem  weiteren: 
„6       „        10  +  5  =  1  +  2  +  3  +  4  +  5  10  +  ön.8.f. 

also  für  n.  Punkte:  allgemein  ein  nter  (vergleiche  ErkL  22): 
S^  =  1+2  +  3  +  4... +(n~l)  5^_i  +  ii-l  =  5. 

Die  Summe  dieser  Beihe  ist  aber:  wOiS*  die  Zahl  der  Verbindungen  für  n  Punkte 

S  =r  A  (n  —  1)  bezeichnet. 

^  Daraus  folgt: 


S^  —  S^    ,  =  n  -  1 


Um  dieses  einzusehen,  nehme  man  n  =  100,  

so  wird  man  die  Zahlen  zu  zwei  Gruppen  zu-  '^*      "^n—i 

sammenziehen  können:  also  (vergleiche  Erkl.  22): 

0  +  99  =  99  q   ^JL(   _n 

1  +  98  =  99  ^«—  2  ^"      ^ 

2  +  97  =  99 

also  wird:      4^  +  60  =  9^ 

100 
1+2  +  8H H  ^Ö  =  50-99  =  -i^  (100  — 1) 


Frage  32.   Wie  findet  man  die  all- 
gemeine Formel  ftr  den  Flächeninhalt       Antwort.     Um  eine  allgemeine  Formel 
eines  Polygons?  för  ^en   Flächeninhalt   eines  Polygons   zu 

V  VI  Oft     n    •  ^  finden,  betrachten  wir  zunächst  ein  Viereck 

£rU.88.    ES  ist:  ^^  ^^^  Winkeln: 

^^  .  +  ,  +  .  +  *  =  3600  .,    ,,    ^,    , 

a  +  ^+^  =  3600  ~<r  und  ziehen  die  Diagonale  ay,  dann  ist: 

demnach:  2J  =  a&sin^  +  cdsincT 

sin  («  +  /5  +  y)  =  sin  (360«  —  <r)  =  —  siniT  Man  hat  aber  (vergleiche  Erkl.  28): 

0  =  68iny  +  asin(y  +  ^)  +  (f  8in(a  +  /J  +  y)  =  5siny  +  asin(>'  +  /f)  — dsin^ 

also  wenn  diese  Gleichung  mit  e  multipli- 
ziert wird: 

edBUkd  =  &esiny  +  acs]n(/  +  /f) 

80  dass  also: 

2J  =  ahsmß      -{-beslay      +«c8in(^  +  y) 
Bemerkung.    Man  wird  aber  wohl  selten      .  ^ 

nach  diesen  FormeUi  rechnen.     Wir   werden        Analog  findet  man  för  ein  Fünfeck  mit 

später  viel  einfachere  Arten  der  Bereclmung  ([^n  Winkeln: 

kennen  lernen  an  einzelnen  Beispielen.     Wir  a,    fl^    y,    d,    c 

haben  den  nebenstehenden  Satz  blos  darum  be-  wenn  man  die  Diagonale  aö  zieht: 

wiesen,    um    die  Analogie    zu    der  einfachen  2«/^  =  absin/^  +  acsinOS  +  T^) 

Dreiecksformel :  -^-beamy-^-demni 

2J=  ahsmy  Nun  ist  aber: 

herzustellen.  0  =  c  sin  <r  +  6  sin  (<r  +  y) 

+  a  sin  ((f  +  y  +  /*)  —  <  8i°* 
also  wenn  diese  Gleichung  mit  d  multipli- 
ziert wird  und  man  sie  in  die  Vorhergehende 
einsetzt: 
2J  =z  ahamß  -{-hesiny  +c({ 

ac  sin  O  +  y)  +hd  sin  (y  +  <f) 

a(2sin(/9  +  y  +  <f) 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansfiUirliche  Inhalts- 
Ferzeichnls  der  „^ollBtändig  gelösten  Anfgabensammlnng  Ton 
Dr.  Ad.  Eleyer^'  kann  Ton  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — i  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  'kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbach 
znm  Selbststadiom,  das  vortrefflichste  Nachschlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druek  you  Carl  Uammur  iu  Stuttgart. 
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Vollstäu^g  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

-  nebst  Mäugen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  EntwicUung  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antvorten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln^ 

aus  allen  Zweigen 

der  Reehenknnst,  der  niederen  (Algebra^  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  £bene  u.  des  Raumes  etc.);  -^ 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

diirrh    iofffo    Riir.hhanHIiinn    hovnnAn    vifAi*flnn 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ahnlleheg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfg^aben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  MathenaUk»  Phjaik, 
Meobaoik^  math*  Geographie  ^  Astronomie  ^  des  Maschinen- ,  Strassen- ^  Eisenbahn-, 
Brileken-  nnd  Hochbanes,  des  konstmkliTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstäadig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figraren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benntaten  Sätze »  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsang 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelÖsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt.,  Inhaltsrerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschnlen  I«  nnd  11.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschnlen,  PriTatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bavgewerksehnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärsehulen,  Torbereltungd- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  OfAziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfeblbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttftangen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yer^tändnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fnchgcnossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  BernfB- 
zweigen  vorkomuicndcn  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebeo. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyor,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
^unliebst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Terlagshandlung. 
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Das  Bildongsgresetz  springt  sofort  in  die 
Angen  nnd  man  hat  allgemein  für  ein  n-£ck: 
2J  z=  absmß  -^hc sin y  -^  » " '■\- mn  sinv 

aesiniß  +  y)  +  6  c  sin  (y  -f-  d) 

adsm(ß  +  y+^)  + 

+  &n8in(y  +  <f  +  «4-^»«+v) 

an  sin (^  +  y  -j-  <F  +  «-}-•••  -|- »') 

Wollte  man  den  Beweis  allgemein  führen, 
so  kann  dieses  durch  den  Schloss  von  n  anf 
n  -f- 1  geschehen. 


Frage  33.   Was  versteht  man  unter 
dem  Punkt  der  mittleren  Entfer-       ^^^^^^   Unter  dem  Pankt  der  mittleren 
nun  gen  r  Entfemnogen    versteht    man  jenen   Punkt, 

dessen  Koordinaten  gegeben  sind  durch: 

y  =  — (yi  +  yj+ysH l-y„) 

Legt  man  durch  diesen  Punkt  die  Koordinatenachsen,  so  werden  die  Koordinaten  sein: 

Vi  'ia  •  •  •  Vn 

und  es  wird: 

ii  +  h-\ ^«  =  0 

»Ji+^iH —  ^w  =  0 

Führt  man  Polarkoordinaten  ein  durch  die  Gleichungen: 

^k  ==  9k  CO8  «* 

for  k  nacheinander: 

1,  2,  8  •••  n 
gesetzt,  so  hat  man: 

Qi  cos «,  -|-  0»  co8«j  +  •  •  •  ^„  cos a^  =  0 

Q^  sin  «1  +  ^j  sin  «j  -|-  •  •  •  ^^  sin  «^  =  0 

Zieht  man  nun  von  irgend  einem  Punkt,  der  vorher  durch  den  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen  gehenden  Achse  nach  allen  Punkten  Gerade: 

so  wird,  wenn  a  die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Punkt  der  mittleren  Entfernungen 

bezeichnet: 

tfj«  =  Pj2  _|_  a2  —  2pi  a  cos«i 

a,2  =  ^,«  4"  «*  ~  ^Q%  <*  ^03  <*? 

a^  =  ^^«  4-  o*  —  2^^  a  cos  o^ 
also  wenn  man  addiert: 

2(fi  :=  2^-\-2a!^  —  2a(pi  coscj  +  •  •  •  ?„cosa^) 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  aber  gleich  Null,  femer  ist: 

Man  hat  also: 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  in  der  Ebene 
eines  n-Eckes  von  dessen  n  Spitzen  ist  immer  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Ent- 
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femuDg^en  des  Punktes  der  mittleren  Entfernungen  von  den  n  Winkelspitzen  nebst  dem 
n  fachen  Quadrate  der  Entfernung*  des  ersten  Punktes  von  dem  Punkt  der  mittleren 
Entfernungen. 

Eine  unmittelbare  Folge  davon  ist,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernnngen 
von  dem  Mittelpunkt  ein  Minimum  ist. 


6.  Aufgaben  über  das  Dreieck  und  Viereck. 

Aufgabe  1.  "Wie  lauten  die  drei 
Grundgleichangen  für  das  Dreieck?  Anfldsnng.    Zunächst  hat  man  aus  I: 

a-j-ß  +  y=i  1800 
Erkl.  24.    Nach  Kleyers  Goniometrie  ist:  Dann  wird  aus  11': 

coB(180  —  «)  =  —  cosa  a  +  h  cos  (180  —  «)  -f  c  C08(2.180— ä  — /f)  =  0 

cos  (2. 180  —  a  —  ß)=z  cos  («  +  ß)  oder  (vergl.  Erkl.  24) : 

=  —  cos  [180  —  (a  +  ^)]  =  -cosy  a  — fccosa  — ccosy  =  0 

Endlich  folgt  aus  III: 
Figur  12.  h  sina—  e  siny  =  0 

So  dass  wir  also  die  drei  Gleiehung'en 
haben: 

a+ß  +  Y=  1800 

a  =  &  cos  o  -|-  c  cos  y 

dsina  =  csiny 

Vermittels  dieser  Gleichungen  lassen  sich 
alle  Aufgaben  über  das  Di*eieck  lösen. 

Natürlich  weicht  unsere  Bezeichnung  von 
der  sonst  üblichen  ab  (vergl.  Figur  12). 

Die  letztere  Gleichung: 

a  =  h  cos  a  -|-  c  cosy 

lässt  sich  durch  eine  andere  ersetzen.  Es  ist: 
Bemerkung.     Hier  möge  noch  angeführt  a«  =  (l>cosa  +  ccoBy)2  +  0« 

werden,  dass  es  sich  empfiehlt,  statt  des  gewöhn-        Setzt  man  • 

lieh  angewandten  Satzes: 0  =  (6  sin «  -  c  siny) 

a  =  V^ft«  -f.  c2  — -  2  6c  cos/J  so  folgt : 

(vergl.  Figur  12)  besser  zu  rechnen  ist  nach:         a^  =  (&  cosa  +  ü cosy)^  4-  (d  sina  —  c siny)^ 

„.     1  .  V        /i.   I     >    •     1   *  =  6«(C082a  +  8in8a) 

a  sm  -:r  (« —  y)  =:  (6  -4-  cl  sm  —  ß  ^  '  ' 

2^        /^       KTV^^^^  +2&c(cosacosy  — sinasiny) 

«^«  1  /  \        /i.        X        I   ^  +c2(cos2y  +  Bin2y) 

aco8^(«-y)  =  (6-e)co8-^/»  ßä  non: 

Man  erhalt  so  a  und  a  —  y,  während:  cos«  cosy  —  sina  sin y  =  cos(a  -f-  y) 

a  +  y  =  1800  — /J  =  cos(1800  — /J)  =  —  cos/f 

Man  beachte  aber,  dass  wir  hier  abweichende  und 

Winkelbezeichnung  eingeföhrt  haben,  um  mit  cos^c  +  sin^o  =  1 

unseren  polygonometrischen  Formeln  in  Einklang  cos«  y  +  sin«  y  =  1 

zu  bleiben.  so  ^^^S^'-  .«.„«. 

a«  =  hi  +  c^  —  2hecosß 

das  ist  aber  der  bekannte  Oamotsche  Satz. 


Aufgabe  2.     Von  einem  Punkt  Ä 
(vergl.  Figur  13)  wurden  bis  zum  Punkt 

i)  die  Strecken  ^fi  =  a,£C==  6,  (7Z>=(;,  Auflösung.  Wir  berechnen  zuerst  die 
sowie  die  Winkel  ABC  =  ß,  BCD  =  y  Richtungsvdnkel.  Wir  haben  für  den  Eich- 
gemessen.  tungswinkel  von  BC  gegen  ABi 
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Welchen  Winkel   scUiesst  AD  mit 
^5  ein  und  wie  lang  ist  die  Strecke  AD? 

Fignr  13. 


tgy  = 


o  =  1800  — /j 
sowie  für  den  Richtungswinkel  von  CD: 
«'  =  2.180- Ol +  y) 

Bezeichnen  wir  hierauf   die  unbekannte 

Entfernung: 

AD  mit  X 

sowie  ihren  Richtungswinkel: 

mAD  mit  (p 
so  haben  wir: 
a  +  &  cos  (1800  -.ß)^c  cos  (2  •  180  —  /J  —  y) 

-\- X  eoB  (p  -n  0 
sowie: 
h  sin  (1800  —  /?)  +  *  sin  (2-180  —  /9  —  y) 

4-«siny  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lässt  sich 
X  und  <p  leicht  berechnen.  Zunächst  haben 
wir,  wenn  wir  die  zweite  durch  die  erste 
dividieren: 

6  sin  (1800  — /8)  +  c  sin  (2-180  — /g  —  y) 


X  = 


Bemerkung«  Die  vorstehenden  Formeln  blei- 
ben ihrer  Gestalt  nach  bestehen,  wenn  der 
Polygonzug  beliebig  viele  Strecken  umfasst. 
Sie  werden  vorzugsweise  in  der  Vermessungs- 
kunde angewendet.  


a  +  b  cos (1800  —  /5)  4-  c  cos (2. 180  —  ^  —  y) 
sodann  ist: 

-g^[6sin(1800-/J)  +  c8in(2.180-/»-y)] 


Aufgabe  3.  In  einem  Viereck  sind 
drei  Seiten  und  die  zwei  zwischen  diesen 
liegenden  Winkel  gegeben,  gesucht  wer- 
den die  übrigen  Stflcke. 

Figur  14. 


Erkl.  25.    Man  hat: 

n   __       sin(180  — />) 
b   "~  sin  (a -f /?  — 1800) 
m_  _       sin  (180  —  g) 
b   ""  sin  (« -f /J  —  1800) 


AufLSsung.  Man  wendet  in  diesem  Falle 
nicht  die  aUgemeinen  Vielecksformeln  an, 
sondern  verfährt  wie  folgt: 

Seien  (vergl.  Figur  14)  a,  ft,  c  die  ge- 
gebenen Seiten,  sowie  a  und  ß  die  gegebenen 
Winkel.  Sodann  bezeichne  man  die  gesuchte 
Seite  fnit  x  und  die  gesuchten  Winkel  mit 
<p  und  yf. 

Ergänzt  man  sich  das  Viereck  zum  Drei- 
eck, so  lassen  sich  die  Seiten  m  und  n  des 
Ergänzungsdreieckes  leicht  berechnen  (vergL 
Erkl.  25). 

Sodann  hat  man  im  grossen  Dreieck: 
BiiLfp  a-|-n 


femer : 
wobei: 


y  -|-  V  =  1800  —  ^ 


^  =  («  +  /»  — 1800) 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Glei- 
chungen lässt  sich  (p  und  %j;  berechnen  (vergl. 
Erkl.  26).    Sodann  hat  man: 
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Erkl«  26*    Sei  also  gegeben: 
9  +  ^^  =  1800  —  ^ 
Bin ip  __  ».  _  g-H*^ 
Bim/^  ""  c-f-m 

Man  setze: 

sin  <p        .  - 

^  =  tgy  =  k 


oder: 


«=  (a  +  n) 


4:  =  (c  -f-  m) 


sm^ 
sin  4p 

sin^ 
sin  VI 


so  wird: 


sini^ 


sina -j-sim/i  __  tgy+1 


sin^  —  sin  V        tgy  —  1 
oder  [vergl.  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie, 
Formel  117)]: 

siny  +  Bini^^_ 

smy  — sinV' 
Nnn  ist  aber  nach  Eleyer,  Lehrbuch  der 
Goniometrie,  Formel  188): 

siny  +  Bin.;,  _   ^Y^»  +  »> 


Die  doppelte  Bereohnungsart  für  o;  kann 
als  Eontrolle  dienen. 

Die  Auflösung  nach  den  allgemeinen  Fo^ 
mein  der  Polygonometrie  würde  viel  kom- 
plizierter ausfallen.  Bei  einem  Viereck  em- 
pfiehlt sich  immer  die  Ergänzung  zu  einem 
Dreieck. 


sin(p  —  sinV' 


tgyCv  — V') 


also  wird: 

tg-g- (^ + V')  =  *«  (^ö** + y)  *«  Y  (»^  -  v) 

Da  aber: 

<f-^^i  sowie  y 
gegeben  sind,  l&sst  sich  aus  dieser  Gleichung: 

bestimmen. 


Aufgabe  4.  In  einem  Vierecke  seien 
alle  vier  Seiten  und  ein  Winkel  a  ge- 
geben.   Die  übrigen  Stücke  zu  finden. 

Figur  15. 


wobei: 


Erkl.  27.    Die  Gleichung: 

h e  cos iff-^  ad  cos  (jÄ  —  V)  =  * 


Ä  =  —  (a«  +  <l«  —  6«  —  c«) 


kann  wie  folgt  gelöst  werden. 


Auflösung.  Man  verfährt  am  bequemsten 
wie  folgt: 

Man  ziehe  die  Diagonale  m  (vergleiche 
Figur  15),  sodann  hat  man  nach  dem  Camot- 
schen  Satze  (vergl  Aufgabe  1  dieses  Teiles): 

62-|^a2  — 2a6cosa  =  m« 

d^  +  c'i'-2dccos<p  =  m« 
also: 

js-j-a»  — 2a6cosa  =  d«-fc«~  2decos<p 

so  dass: 


cos<p  = 


_  feg  +  pg  —  (rf«  +  c«) -- 2tt6 cos« 


üdc 


Denkt  man  sich  die  zweite  Diagonale 
gezogen  und  seien  \p  und  x  die  noch  un- 
bekannten Winkel,  so  hat  man: 

h*-\-c^  —  2bccos\lf  =  a«4-<^  — 2adco8;f 
also: 
2  (6c  cos  V'  + ad  cos/)  =  a«  +  d«  —  (6« -f  c«) 

Es  ist  aber: 

X  =  3600  _  a  —  y  —  ?/^ 
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Man  hat: 

cobQji  ^yi)  =  cos  V'  cos^  4'  ^^^V^  ^/^ 
also  wird: 
(dc-|-a<{cosp)cosV'-|-a(2  8in^*8in^  =  h 
Setst  man: 

^cosO  ==  ad  sin  fA 
so  wird: 

QBm(e  +  %lf)  =  h 
oder: 

8in(e  +  V')  =  4 


da  aber  ^  und  B  gegebene  Grössen  sindi  so  ^.^is^i, 
lässt  sich  hieraus  v  berechnen.  namiicn: 


also  wenn: 

3600  —  «  —  y  =  ^ 

gesetzt  wird: 

/  =  /*  —  V- 
Daraus  folgt: 

2[6ccos^+adco8(/i  — V)]  =  a«+d«— (5«+<j2) 
aus  dieser  Formel  berechnet  sich  (vergleiche 
Erkl.  27)  xfff  mit  diesem  ist  aber  wegen: 

auch  X  gegeben. 

Man  kann  die  Produkte  bc  etc.  auch  mit 
Hilfe    einer    Qaadrattafel    bilden.     Es   ist 


6  c  = -^  [  (6  +  c)«  —  ft«  —  c«] 
und  analog  bilden  sich  die  übrigen  Produkte. 


Aufgabe  5.  Es  seien  in  dem  Vier- 
eck ABCD  gegeben:  drei  Seiten  a,  6,  c 
nnd  die  Winkel  an  der  Seite  d,  ±  h. 
die  Winkel  a  und  d,  die  übrigen  Stücke 
sind  zu  berechnen. 


Bemerkung«    Die  Formel: 

.   .     ,   ^.        c8in«f  —  asina 
sm(a  +  Ä  = 1 


logarithmierbar  su  machen,  setse  man: 

sin  a  =  c  sin*  tp 
sin  <f  =  a  sin*  ^ 


80  wird: 


ae 


8in(a  +  rt  =  -^  (sins^ 


sin«  9) 


ae 


= ^  [sin  (y  +  if)  «in(<ip 


-V)l 


Auflösung.    Wir  haben  zunächst: 

^e  =  seoo-(a+fl  +  Y) 

also: 

sin<^  =  —  sin  (a  4-  />  +  y) 
Nun  ist  aber: 

0  =  asin«  +  b8in(«-|-/9-f  c8in(«4-/'  +  y) 
also  auch: 

0  =:  a  svaa -{-  h  Bm(a  -^ ß)  ^  c  fand 

so  dasB  also: 

.   ,     ,    ^.         csin<f  —  asina 
8m(a  +  ft  = g 

hat  man  a'{-ß  hieraus  bestimmt,  so  folgt: 

y  =  8600  — (a+/?)--«r 
und  auch: 

so   dass   alle   vier  Winkel   gegeben   sind. 
Um  d  ZQ  berechnen  hat  man: 

d=z  —  [a  cosa  -f-  5  cos  (a  4-/')  4~  ^  ^^s  (a-f-/J + y)] 

Man  hat  aber  auch  die  Formel: 
d  sind  =  h  siny  —  a  sin(/J  +  y) 
aus  welcher: 


sincT 


folgt  (vergl.  Erkl.  28). 


SrkL   28»     Diese  Formel  wird  genau  so 
wie  die  oben  angefahrte: 

0  =  a  sina  -f-  ^  sin  (a  -[-/?)  —  c  sin  d 

abgeleitet. 
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Aufgabe  6.  Ein  Grandstfick  ^£02) 
besteht  aus  Ackerfeld  AEOD  und  dem 
Wiesengelände  EBCG.  Von  jenem  soll 
die  Fläche: 

AEKL  =  f 

von  diesem  das  Stück: 

EBJK  =  w 

abgeschnitten  werden  und  es  sollen  dazu 
die  Strecken: 

xzzzAL 
z  =  BJ 

berechnet  werden.   Dabei  soll  die  Strecke 
EK  =  l  sein. 


AnflQfung.    Sei: 

AEz=m,    EB  =  n 

Bowie  /  der  Inhalt  von  EKBJ  und  to  der 

von  EKÄL^  80  hat  man  nach  Frage  32: 

2f  =  xm  sina  —  xl«ai(a  +  «)  +  mlstmi 

2w  =  /nsinc  — /«8m(c~^)-f-n2r8m/9 

Man  hat  also  ans  der  ersten  Oletchnng: 

2/"— m/Bin« 


X  =r 


Sodann: 


z  = 


m  sina  —  /  sm  (ff  4~  *) 

2fg--2w8ing 
n  sin^  —  /  Biii(€  — /Q 


Aufgabe  7.     Von    einem   Viereck 

seien  gegeben  die  vier  Seiten  a,  6,  c,  rf  Auflösung.   Bezeichnen  wir  die  von  den 

und  der  Flächeninhalt  J,  man  soll  die  Seiten  ab,  resp.  cd  elDgeschlossenen  Winkel 

übrigen  Stacke  berechnen.  mit  tp  und  v,  dann  ist  (vergL  ErkL  29): 

^  2«7  =  ab  sin^-l^cilsin^ 

Erkl.  29.  Nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Tri-  femer  ist  nach  Erkl.  30: 

gonometrie    ist  der  Inhalt  eineB  Dreiedw  ge-  a^+bi-2abcoBtp  =  c^  +  c?«-  2cc?co8Ur 
geben  durch  das  halbe  Produkt  zweier  Seiten  ,           .      ,      ^      ^   ' .         '^^«^"»v 
m  den  einge8chlo8senen  Winkel.    Die  neben-  ^®  ^^^  ^^^  ^"^  ^^  Bestimmung  der  un- 
stehende Vierecksformel  ergibt  sich,  wenn  das  bekannten  Winkel  q)  und  y»  die  Gleichungen 
Viereck  durch  eine  Diagonäe  in  zwei  Dreiecke  haben : 
zerlegt  gedacht  wird. 


Erkl«  80.  Beide  Seiten  drücken  das  Quadrat  wobei: 
der  Diagonale  aus. 


(ah  sin  (p-^-ed  sin  tif  =  2J 
\  ahcoBtp  —  eäcoBiff  ^=  N 


gesetzt  wurde. 

Quadriert  man  die  Gleichungen  1),  so  folgt: 
a«  62  Qijjfi  (^  -|-  2  a  &c  (2  sin  ^  sin  V'  -j~  c*^*  shi«  y/  =  4  J« 
a^h^coB^(p  —  2ahcdcoBfpcoByß-^e'^d^cotfltlf  =  Jf« 
also,  wenn  man  addiert: 
2a6cd(siny  sinV'  — co8<y)C08i/f)  =  AJ^-^N^  —  a^b^-^c^d^ 


Angaben  über  das  Fünfeck  nnd  Sechseck. 
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BrkL  81.    Es  ist  (yeigl.  Kleyer,  Lehrbuch 
der  Goniometrie): 
sin  ^  sini^r  —  cos  y  cos  i/^  =  —  cos  ((/)  +  tj*) 


Erkl.  82.    Es  ist: 

=  ab  BUitp  -^^  cd  siau  C09fp  —  crfcost^siny 
=  8incp[a&  —  cclco8«]-|-cösy'C(isinM 


Erkl.  88.    Es  ist: 
Q  cos  O  sin  <f»  +  p  sin  ö«  cos  <p  =  2  J 

=  Q  (cos  SBm<p'\-  cos  (p  sin  S) 
=  Qsm(ip-\-  ö) 


Darans  (vergl.  ErkL  31) : 

cos(y  +  V')= -^^^ -i- 

Ist  so  (jp-f-v  bestimmt,  dann  setze  man: 

V'  =  «  —  <p 

woranf  die  erste  der  Gl.  1)  sich  wie  folgt 
schreiben  lässt  (vergl.  Erkl.  32) : 

sin^(a&  —  cd aoBu)  -^ cos(p»ed Biau  =:  2J 

Setzt  man  nnn: 

^  cos  O  =  a5  —  cd  cosu 
^sinO  =  cisinu 
so  folgt  (vergl.  Erkl.  33) : 

QBin((p  +  9)  =  2J 

Da  nnn  q  nnd  e  bekannt  sind,  so  be- 
rechnet sich  hieraus  leicht  der  Winkel  ap. 


6.   Aufgaben  ttber  das  Fünfeck  und  Sechseck. 

Figur  18.  Bemerkung.    In  den  nachstehenden  Fünf- 

ecksaufgaben  bezeichnen  wir  die  Seiten   des 

Fünfecks  mit: 

a    h    c    d    e 

und  die  auf  sie  folgenden  Winkel  mit: 

a    ß    y    S    e 

Alle  Seiten  werden  gleichgerichtet  ange- 
nommen. 

Nach  Frage  8  müssen  immer  mindestens 
sieben  Stücke  gegeben  sein.  Die  drei  fehlen- 
den dürfen  nicht  zu  gleicher  Zeit  Seiten  sein« 

Dann    lauten   die   Fundamentalgleichungen 

auf  die  Richtung  der  Seite  a  bezogen: 

«  +  /J  +  y  +  (f  +  €  =  540« 

a  +  6cos  (1800  —  «)  +  c (2.1800  —«  —  /?) -|-  rfcos  (3-1800  —a  —  ß  —  y) 

+  «cos  (4-1800  ^a-'ß  —  y—^)  =  0 

b  sin  (1800  —  «)  +  c  sin  (2  •  1800  —  «  —  ^)  -f  d  sin  (3  •  1800  —  a  —  ^  —  y) 

-i-esin(4.1800--«  — /9  — y  — (T)  =  0 

Alle  Probleme,  die  ein  Fünfeck  liefert,  lassen 
sich  mit  Hilfe  dieser  Formeln  I5sen. 

Aufgabe  8.  Es  sei  in  einem  Fünf- 
eck eine  Seite  und  die  ihr  anliegenden 
Winkel  unbekannt.    Man  soll  dieselben 

aus   den    gegebenen    anderen    Stücken       Auflösung.   Da  die  Bezeichnung;  der  TJn- 
berechnen.  bekannten  Seite  gleichgültig  ist,  so  nennen 

wir  sie  a.    Dann  sind  die  beiden  Winkel  a 

und  6  zu  berechnen. 

Wir  haben  aus  I: 

«  +  «  =  5400  — /J  — y  — tf 


I 

II 

III 
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Ferner  ist  in  UI  (vergleiche  Erkl.  84): 

1)  .  .  .  &8m(1800  — a)  =^8ina 
C8in(2.1800  — o  — ^)  =  C8in[(2.1800  — ^)  —  o] 

=  esin(a'18O0 — /9)cosa^ccosf(2*180<>  — /})]sina  =  — csin/fcosa  —  ccoB^sina 

analog  wird: 
dsin  (3.1800  — « —  /j  -  y)  =  dsin  [(3.1800  — /f  —  y)  —  «] 

=  dBin  (3.180'»  —  /J  —  y)  cos«  —  dcos  (3.1800  — /8  —  y)  sina 
=  +  d9in  (p  -^^  y)  ^osa  -{-  dcoB  (ß  -^  y)  Bma 
endlich  erhiUt  man: 
(?8in(4.1800— «  — /9  — y  — <r)  =  «8m[(4.1800  — ^  — y  —  rf)  =  «] 

=  —  <;8in  (/9  -|-  y  -|-  <^)  cosa  —  C08  (^  -f-  y  -f-  <^)  sina 

Setzt  man  also: 
M  =  h  —  CC08  ß  -{-  dcos(fi  -{-  y)  —  ecoB  (ß  '■^'  y  +  S) 
A'=  — c8in/J  +  d8in(^  +  y)  — ^sinOJ-f-y  +  f) 
Erkl.  84.    Nach  Kleyers  Lehrbnch  der  Go-   »<>  ^olgt  ans  III : 
niometrie  ist :  Msina  —  ^cos«  =  0 

sin  (180  —  m)  =  +  ^^^^^  also  hat  man : 

cos  (180  —  w)  =  --  cos  m  to«     —  -^ 

sin  (2. 180  —  w)  =  —  sin m  ^"  ~  AT 

co8(2.180  — m)  =  4-<^o8'>>  Hat  man  hieraus  a  berechnet,  so  folgt 

sin(8.180  — m)  =  —  ainw  aus  I: 

cos  (3.180  —  ifi)  =  +  cosm  €  =  540  —  ^  —  y  —  (T  -  « 

sin  (4. 180  — m)  =  -i-sinw  ^^  *^®  ^^^^  ^  *'**  ^^^  Gleichung  II. 

cos  (4. 180  —  m)  =  —  cos  m 

Bemerkung.  Es  ist  klar,  dass  man  in  ana- 
loger Weise  zu  rerfahren  hat,  wenn  eine  Seite 
und  zwei  beliebige  Winkel  gesucht  werden. 


Aufgabe  9.  In  irgend  einem  Fünf- 
eck seien  zwei  Seiten  und  irgend  ein 
Winkel  unbekannt     Man  soll  sie  ans 

den    gegebenen    übrigen    Stücken    be-       Auflösung.    Den  unbekannten  Winkel  er- 
rechnen. ^^^  ™^^  ^^'  ^^^  ersten  Orundgleichnng: 

a  +  ß  +  y  +  ^  +  €=zb40f> 

Sodann  seien  a  und  etwa  c   die  unbe- 
kannten Seiten.    Dann  berechnet  sich  c  aas 
der  Grundgleichnng  m.    Es  wird  nämlich: 
_        6  sin  (1800 ^  «)  -j-  dsin  (3-1800  —  «  ~  />  —  y)  +  gsin  (4.1800  —  «  —  /;  —  y  —  <f) 
^  *"  sin  (2-1800  —  «  —  ^) 

und  a  aus  der  Orundgleichnng  II: 


Aufgabe   10.     In   einem   Fünfeck 
sind  alle  Stücke  bis  auf  drei  Winkel 

gegeben,  man  soU  die  drei  Winkel  be-       Auflösung.   Man  bestimmt  sichsunächBt 

rechnen.  einen  der  unbekannten  Winkel  aus  der  Glei- 
chung I: 

Bemerkung.    Die  nebenstehende  Aufgabe,        Seien  also: 
offenbar  die  komplizierteste  der  Polygonalauf-  «i    y^    i 

gaben,  sucht  man  in  der  Praxis  durch  geeignete  die  unbekannten  Winkel,  so  wird: 
Zerlegung  in  Dreiecke  zu  umgehen.   Oder  wenn  €  =  540  —  (a -\' ß -\- y -{- ^) 


Angaben  über  du  Pflnfeek  nnd  Secbseek. 
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dieses  nicht  angeht,  dadurch,  dass  man  eine 
Diagonale  zieht,  die  sich  berechnen  läast  nnd 
so  das  Fünfeck  in  ein  Dreieck  und  ein  Viereck 
zerlegt,  welches  wesentlich  einfacher  zn  be- 
handeln ist. 


Dieser  ist  also  als  gegeben  zu  betrachten, 
wenn  man  a  und  y  kennt 

Sodann  schreiben  wir  die  Gleichung  III 
wie  in  der  Aufgabe  8,  wo  gefunden  wurde: 


tg« 


Erkl.  85.    Aus  der  Gleichung: 
fntg'^Y  +  ntgy+p  =  0 

erhalten  wir  im  allgemeinen  zwei  Werte  für 
tg^.    Da  aber: 

tgy=:tg(1800  +  >.) 

so  haben  wir  vier  mögliche  Werte  für  tgy.   go  dass  also: 
Welcher  zu  nehmen  ist,  muss  aus  den  näheren 
Umständen  des  speziell  vorgelegten  Problems 
entschieden  werden. 


M' 


Behandelt  man  in  ähnlicher  Weise  die  Glei- 
chung II,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Glei- 
chung: 

tg«  = 


M 


oder: 


Bemerkung*    Für  die  numerische  Behand- 
lung empfehlen  wir  nachstehendes  Fünfeck: 


M* 

NM*  —  MN*  =  0 


a  =  486,0 
h  =  467,1 
e  =  894,2 
d  =  482,4 
e  =  137.8 


a  =  460  38' 
ß  =  1360  05' 
y  ==  380  51' 
cr  =  3020  21' 
€  =  160  5' 


Der  Inhalt  dieses  Fünfecks  ist  gleich  122833,5. 


Diese  Gleichung  enthält  kein  a  mehr 
und  auch  kein  «,  sondern  nur  eine  einzige 
Unbekannte,  nämlich  den  Winkel  /.  Man 
erhält  so  für  y  eine  Gleichung  yon  der  Form: 

tn  sin^y  +  n  siny  cos>^  -{-p  cos^y  =  0 

oder: 

mtg^y'\-ntgy-\-p  =  0 

Hier  sind  also  zwei  Lösungen  möglich 
(vergleiche  Erkl.  35). 


Aufgabe   11.     In   einem   Fünfeck 

(vergleiche   Figur   19)    sind   gemessen 

worden  die  Seiten   AB  =  aj  BC-=^h 

und  der  eingeschlossene  Winkel  ABC 

=  f4',  femer  die  vier  Winkel: 

AEB  =  « 
BED  =  y 
BDC  =  ß 
BDE=  d 

das  Fünfeck  ist  zu  berechnen. 


Auflösung.    Es  sei  (vergl.  Figur  19): 

<^BÄE=z  q> 

^BCD  =  V 

sodann  haben  wir,  da  die  Summe  aller  Winkel 
in  einem  Fünfeck: 

(5  —  2)  1800  =  3. 1800  =  SiO-) 

1  .  .  .  (p  +  ijß  =z  5400  — (a-f /J  +  y-f  cT+im) 

Sei  femer: 

BE=:m,    BD  =  n 

so  wird  im  AABE  resp.  im  ABDC: 

m 
sm  o)  =  sm  a  — 
^  a 

Biailß  =  sin/J-^ 

also: 

BVüif  sina     h    m 

amip  "~  sin/9    a    n 

Nun  ist  aber  im  AB  DE: 

m  sin<f 

n         siny 
also: 

...  sin^         sina     h    sinif 

11    .    .    .    — ; —  =  — ; — —• • — , 

smV'        Bvaß    a    smy 
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Durch  die  Gleichungen  I  und  11  ist  das 
Problem  gelöst. 

iUm  auch  numerisch  die  Bechnung  durch- 
zuführen schreibe  man: 

siutp  __  8in(y  +  V^  —  V^)  _  sin (y  -f'  v)  cos  ^  —  cos  (y  +  V*)  «iJ^ V* 

sinV'  ~~  sini^ 

wobei: 

sing    b    sintf 

sin/}  '  a    sin/ 


sini/^ 


If  = 


Man  hat  sodann  die  Gleichung: 
sin {(p'-['yf)ctg\fß  ^=  M-\-  cos(^  -f- 1^) 

oder: 

8in(y  +  i/;) 


in  . . .  tg  v^  = 


M^C03((p-\-(p) 


Aufgabe  12.  Von  einem  Fünfeck 
sind  aUe  Seiten  und  alle  Winkel  gegeben« 
Es  wird  der  Flächeninhalt  gesucht. 


Figur  SO. 


AuflSsung,    Seien: 

a,  bf  c,  dj  e 

Seiten  und 

«,  fl,  y,  &,  € 

Winkel  des  Fünfecks.    Wird  dasselbe  zum 

Dreieck  ergänst  (vergl.  Figur  20),  so  folgt: 

fp  ^  (180  —  <r)  =  « 

1/; -j- (180  —  ^)  =  a 

Damit  sind  die  Winkel  go  und  ^  bestimmt 
Femer  ist  im  Dreieck  I  nach  dem  Sinussatze: 


d,= 


und  im  Dreieck  II: 


BUkip 


smc 


c,  = 


smi/f 


sm« 


Erkl.  86.  Nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Tri- 
gonometriei  gilt  für  den  Inhalt  J  eines  Dreiecks 
aus  zwei  Seiten  m,  n  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel  /  der  Satz: 

2J  =  mn  siny 

Bemerkung*  In  der  Geodäsie  kommen  in 
der  Begel  nur  Vielecke  vor,  von  welchen  alle 
Seiten  und  alle  Winkel  gegeben  sind.  Die- 
selben sind  dann,  wenn  nicht  die  Koordinaten- 
rechnung bereits  ausgeführt  ist,  analog  zu  be- 
handeln. 


Sei  nun  i  der  Inhalt  des  grossen  Drei- 
ecks mit  den  Winkeln  /,  9,  \p,  sowie  j'i 

und  y^j  die  Inhalte  der  Dreiecke  I  und  n, 

so  folgt  (vergl,  Erkl.  36) : 

2t  =(d+d,)(c  +  <?i)siny 

^Jii  =.  be^  sin^ 

Dann  ist  der  Flächeninhalt  des  Fünfecks 
F  offenbar  gleich: 

»■  -  O'i  +  in) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Zur  Uebung  vdrd  empfohlen,  für  das  Vier- 
eck eine  analoge  Auflösung  durchzuführen. 


Aufgabe  13.  Eine  Basis  AB  ist 
gegeben,  ihre  Länge  sei  b.  Von  den 
Punkten  M,  N,  P  waren  ferner  folgende 
Winkel  gemesseu: 


Aufgaben  über  das  Fünfeck  und  Sechseck. 
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ÄMB^a,  BMF=::ri 
ANB=zß,  BNP^y 
MPN=8,     MFB  —  ^ 

Es  sollen  die  Punkte  M,  N^  P  be- 
stimmt werden  (vergl.  Figur  21). 


AuflSsung.    Wir  bezeichnen: 

MB  mit  n 
PB  mit  8 
NB  mit  q 

femer: 

<^  MAB  mit  (p 

^NÄB  mit  xj/ 
Dann  haben  wir  im  ^MÄB: 


1)  .  .  .  -^  = 


und  im  AMBF: 
2)  .  .  . 

femer  im  ANPB: 


n 


Biaa 
sin^ 

n  sincf 

8         flinij 


3)  ...  —  = 


8 
1 


smy 


8in(«f-|"*) 


und  endlich  im  ^ANB: 


4) 


h  — 


sin^ 
sin^ 


Bemerkungr«  Diese  Aufgabe  hat  eine  prak- 
tische Verwendung  in  der  Vermessungskunde. 
Seien  A  und  B  gegebene  Katastralpunkte,  dann 
kann  man  auf  Grund  der  Winkel  a,  ß,  y,  d,  c,  ^ 
die  drei  Punkte  if,  Nj  P  festsetsen.  Es  ist 
ein  Vorteil  gegen  die  sonst  angewendete  Me- 
thode der  Pothenotseben  Bestimmung,  dass  man 
nur  zweier  Katastralpunkte  bedarf,  analog  wie 
bei  der  nach  Hansen  genannten  Aufgabe. 


Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  1)  bis 
4)  miteinander,  so  folgt: 

-.  sin^  sin/?sini7  8in(<f4'^) 

sin  9  sin  a  sin  (f  sin  }^ 

Hier  sind  die  Winkel  9  und  tp  unbekannt. 
Wir  haben  ferner  im  Viereck  AB  PN: 

V^  =  8600  — (/?-|-y4-e  +  <r)  — <):^BP 

und  im  Viereck  ABPB: 

y  =  860o~.(Ä  +  ij  +  <r)  — -^^BP 

Subtrahiert    man    die    zweite   Gleichung 
von  der  ersten,  so  folgt: 

II .  .  .  </)  — 1//  =  («  +  fi)  —  (ß  +  y  +  ^) 
Dadurch  haben  wir  eine  zweite  Gleichung 
zur  Berechnung  der  Unbekannten  gp  und  yt 
erhalten.  Die  Lösung  kann  analog  der 
früheren  Aufgabe  durchgeführt  werden  (ver- 
gleiche jedoch  £rkl.  35). 


Angabe  14.  In  einem  Sechseck 
sind  alle  Seiten  und  alle  Winkel  bis 
auf  drei  gegeben.  Man  soll  das  Sechs- 
eck berechnen.  (Lösung  von  Dr.  Neil, 
Zeitschrift  für  Vennessnngswesen,  1893, 
15,  Sept.) 


Auflösung.  In  der  Figur  22  seien  etwa 
die  Winkel  C,  E^  F  unbekannt.  Man  ziehe 
die  Diagonalen  CF  und  CE^  sodann  ist  das 
Viereck  ABCF  und  das  Dreieck  CDE  voll- 
konunen  gegeben. 

Wir  haben  im  ersteren: 
^sin«  =  a  BinB  —  f  Bm(B  -^  A) 
gcosa  =  h  —  a  cobB  -^  f  gob(B  -{-  A) 
ßz=B6(y>  —  {B  +  A  +  a) 
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Figur  22. 


Vermessiingakiiiide* 


und  im  letzteren: 
Ä  Bin—  (y  —  <r)  =  (c  —  d)  cos  -5-  D 

ÄCO8  — (y  — d)  =(e  +  d)sm-^D 

i-(y+ir)  =  900~lD 

Damit  ist  endlich  anch  das  Dreieck 
FEC  bestimmt,  denn  die  dritte  Seite  c 
ist  bekannt. 


Bemerkung*    Als  Beispiel  sei  empfohlen: 

a  =    954-8 
b  =    481*0 


Ä=i  83044' 
B=  46044' 
C  =  2440  30' 
D=  800  24' 
e  =z    öa^-u  ^  =  2900  46' 

f=  1040-0  F=    230  62' 

Man  eriiält  im  allgemeinen  zwei  Lösongen.  Der  Leser  möge  jene  bestimmen,  die  nnseren 
Daten  entsprechen.  Man  ersieht  hierans,  dass,  sowie  es  bei  gewissen  Dreiecksanfgaben  iwei 
LOsnngen  gab,  anch  in  der  Polygonometrie  manchmal  mehrere  Lösungen  vorkommen  können. 


e  =  683.0 
d=  657.6 
624.0 


Aufgabe  15.  Es  soll  der  Inhalt 
eines  Sechsecks  ABCDEF  bestimmt 
werden,  wenn  alle  Seiten  and  Winkel 
bdutnnt  sind. 

Figur  23. 


AnflBsnng.  Man  ziehe  die  Diagonale  EB 
nnd  verlflngere  ED  sowie  ^C  bis  zam 
Schnittpunkt  N  und  ähnlich  EF  und  ^ii 
zum  Schnittpunkt  M,    Sei  sodann: 

DN=e^,    FMz=f^ 

sowie: 

<^  DNC  =%iß,  .^  FMA  =  (p 

80  wird: 

y  -|.(180  —  F)  +  (180  —  ^)  =  1800 

also: 

(p  =  ii  +  F— 1800 

analog  wird: 

V  =  I?  +  C— 1800 

Dann  ist  im  A  MFÄ: 


6,= 


a 


Bintp 

und  analog  im  AI^^^C: 

d 


%mA 
sinF 


«1  = 


e,  = 


smV' 

d 
sinV' 


sinZ) 


sinC 
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Bemerkung.  Man  beachte  hier  die  Leichtig-        Dann  hat  man  femer  fär  den  Flächen- 

keit  der  ganien  Rechnung.  inhalt  der  Dreiecke  (vergl.  Erkl.  37): 
um  f,  nnd  h^  zn  bestimmen  hat  man:  ^  i^ki         ^  ^  i.    • 

mit  ^"^  AEB...^(f+f,)(h  +  h,)Bmtl, 

üuA  resp.  sinF  ferner: 
zu  multiplizieren,  analog  einfach  bestimmt  sich  1 

c,  nndd,.  DNC...-^e,e,Bmtp 

Erkl.  87.    Man  hat  zwar :  JTiVB  . . .  --  (c  +  c^)  («  +  e^)  sin  y 


/ifrjSiny  =    .^     »sin^-   .^     sinF-siny  Nun  ist  aber  der  Inhalt  des  Sechsecks: 


2  '*  *       ^        sinip  sm^ 

**'     sin  -4  sin  F  +  {EB  N—DCN} 


2 
d 
ÄBCDEF=  (BEM—MÄF) 


o^  A  '   „  womit  die  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

a^sin^smF  °        ® 


""   8m(Ä  +  F) 

aber  es  empfiehlt  sich,  die  ganze  Rechnung  so 
durchznfELhren  wie  sie  abgeleitet  wurde. 


7.  Ueber  die  Behandlung  schwieriger  Probleme. 

Anmerkung  1.  Es  kommt  vor,  dass  man  Probleme  zu  lösen  hat,  die  sehr  schwierig 
zu  behandeln  sind  und  auf  höhere  Gleichungen  führen.  In  solchen  Fällen  benützt 
man  ein  Nähernngsverfahren ,  welches  gewöhnlich  sehr  rasch  zum  Ziele  fühi-t. 
Allgemeine  Regeln  lassen  sich  freilich  nicht  angeben,  doch  wird  man  sich  leicht 
in  allen  Fällen  zurechtfinden  können,  wenn  man  einige  durchgenommen  hat,  da  die 
Methode  stets  dieselbe  bleibt. 

Aufgabe  16.     Von  einem  Viereck 
AB  CD  (vergl.  Figur  24)  ist  die  Seite: 

AB  =  a 
j  j-^  TT7'  1    1         j      Tk«  1  j        Auflöning.   Die  direkte  Auflösung  führt 

und  die  Winkel  an  den  Diagonalen  und  ^^^  höhere  Öleichungen.    Man  hat  dimnacb 

^^^^-  zu  verfahren  wie  folgt: 

CAB=:a  ^ 

DBC=zfi  -^'  Lösung  durch  Konstruktion. 

ACD^=iy  Dieselbe    mnss    der   numerischen  immer 

j^DB^^,^  vorausgehen,  denn  sie  verschafft  nicht  nur 

,  -Tk       T7-        1        11    V        1.     X   eiiie  grate  Uebersicht  des  Ganzen,   sondern 

gegeben.     Das  Viereck  soU  berechnet  erleichtert  auch  die  Rechnung  resp.  macht 

werden.  ^ie  Berechnung  nach  der  folgenden  Methode 

möglich,  indem  sie  Näherungswerte  der  zu 
berechnenden  Grössen  liefert. 

Man  zeichne  über  der  gegebenen  Seite 
a  =  AB  einen  Kreis  mit  dem  Peripherie- 
winkel ö  und  trage  mit  der  Spitze  in  A 
den  Winkel  a  =  BAC  auf.  Auf  der  Ge- 
raden A  C  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt 
C  an,  trage  den  Winkel  ACD'  =  y  auf 
und  verbinde  D'  mit  A  und  B.  Sodann 
sollte  ^D*BC  =  ß  sein,  was  aber  im  all- 
gemeinen nicht  der  Fall  sein  wird,  indem 
man  einen  anderen  WinkeL/S'  erhält.  Ebenso- 
ergibt sich  aus  der  Wahl  eines  anderen 
Punktes  0"  der  Winkel  j3". 
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Figur  24. 


Figur  26. 


C 


Bemerkung*  Das  hier  auseiuandergesetste 
Verfahren  ist  nichts  anderes  als  die  geometrische 
Begula  falsi.  Man  vergleiche  hierüber  jene 
Teile  der  Eleyerschen  Encyklopädie,  die  über 
die  höheren  Gleichungen  handeln. 

Figur  26. 

C 


um  nun  einen  genaueren  Wert  für  den 
Punkt  C  zu  finden  messe  man  auf  dem 
Papier  die  Längen  ÄC,  ÄC*  ab  und  be- 
stimme AC  aus  der  Gleichung: 

ÄC  =  AC"  +  ^^rf'^,  MC  -  AC) 

dabei  sind  ß  in  Qrade  auszudrücken. 

Dieses  Verfahren  wird  aber  nur  dann 
genau,  wenn  die  Winkel  ß*  und  ß*'  nahe  an 
ß  liegen.  Die  obige  Oleichung  für  ^C  er- 
gibt sich  aus  nachstehender  Betrachtung: 

Denkt  man  sich  von  0  aus  (vergl.  Fig.  25) 
in  der  Richtung  0^  die  Winkel: 

ß"  =  OA** 
ß*  =  OA' 
ß^OA 

wobei  man  etwa  1  mm  =  1®  setzen  kann, 
und  senkrecht  in  ui"  die  Strecke: 

A"a*  =  AC'' 

analog  in  A*\ 

A'C  =  Aa 

aufgetragen  und  die  Punkte  CC"  durch 
eine  Gerade  verbunden,  so  wird  unter  der 
Annahme  linearer  Unabhängigkeit  die  in  ^ 
errichtete  Senkrechte  AC  den  genäherte 
Wert  dieser  Grösse  bestimmen.  Nun  kann 
man  in  der  Nähe  dieses  Punktes  einen  neuen 
Pankt  wählen  und  die  Konstruktion  wieder- 
holen. Dieses  wird  so  lange  fortgesetzt, 
als  es  die  konstruktive  Genauigkeit  erlaubt. 

n.  Strenge  Lösung  durch  Berechnung. 

Es  sei  die  Diagonale: 

AC  ^m 
und  die  Seite: 

ADz=i  n 

Dann  ist  im  AABCi 

__  ^  sin(g  +  ^) 

:  a ; — 

wnß 
wobei  der  Winkel  GAB  =  x  gesetzt  wurde. 

Femer  ist  im  AABD: 

sina 
sm  (a  -|-  a  -|-  x) 
md  Im  AADC  (vergl.  Erkl.  38): 
^_^  sin(y -«  —  «-*) 


1) 


m 


sin  (« -f-  x  —  y) 

sin«  8in(y  —  a  —  x  —  S) 


A  €L  B 

3)  .  .  •  sin(a:4-Äßin(<f +  C  +  «) 


also  auch: 

"~      sin(d-|-a-|-a:)sin(a  +  a?  — y) 

Durch  Gleichsetzung  der  Gl.  1)  und  2) 
folgt  weiter: 

sin(«  4"  *  —  y)  =  ^^^^  ^ß  8in(y  —  a  —  «  —  <f) 

Diese  Gleichung   muss   durch  Versuche 

gelöst  werden.    Einen  Näherungswert  kann 


Fehlertheorie  der  Polygone.  31 

Erkl.  88«    Es  ist:  man    sich    durch  obige  geometrische  Eon- 

<J:  CDA  =  y  +  (1800  —  «  _  ar  —  J)  struktion  verschaffen. 

=  1800 ^Y-^a  —  x  —  S  Wir  gehen  nicht  weiter.    Han  übersieht 

und  sofort,  dass  sich  die  Gl.  3)  anf  die  Form: 
^DCA  =  1800  — <r— Ci>^  lf8ina:4-JVcosa?4-P8in3«  +  öcoB8«  =  0 

=  1800  — <r  — 1800  — y  +  o  +  a?  +  ir  bringen  lässt. 


8.  Fehlertheorie  der  Polygone. 

Frage  34.  Was  bezweckt  die  Fehler- 
theorie der  Polygone?  Antwort,  Die  Fehlertheorie  der  Polygone 

beschäftigt  sich  mit  zweierlei  Problemen. 
Einmal  hat  sie  zur  Aufgabe,  die  begangenen 
Fehler  zu  entdecken  und  sodann  gibt  sie 
Bechenschaft  über  den  Einfluss  der  Fehler 
auf  das  Resultat  der  Rechnung. 


Frage  35,    Welche  Fehler  können 
durch  Rechnung  entdeckt  werden?  Antwort.    Nur  solche  Fehler,  die  sich 

nicht  auf  mehrere  Elemente  der  Rechnung 
beziehen,  können  rechnerisch  entdeckt  werden. 
Wird  also  in  einem  Polygon  nur  eine  Seite 
oder  nur  ein  Winkel  falsch  angegeben  resp. 
gemessen,  so  kann  der  Fehler  berechnet 
werden.  Natürlich  handelt  es  sich  dabei 
nur  um  grobe  Fehler. 


Frage  36.     Wie   wird   ein  grober 
Winkelfehler  bestimmt?  Antwort   Um  einen  groben  Winkelfehler 

zu    entdecken  stellen  wir  folgende  üeber- 
legung   an:    Es    seien    die   richtigen   Glei- 
chungen eines  Vierecks: 
0-5  cos«  +  e  cos(«  -\-ß)  —  d  co8(a  +  /J  +  y)  =  0 
ftsin«  — c8in(«  +  ft  +  <^s™(a  +  /8  +  y)  =  0 
Nehmen  wir  nun  an,  wir  hätten  statt  ß: 

ß  +  Jß 
wobei  ^ß  ein  grober  Fehler  ist.  Dann  wird: 

a  —  fe  coBcf  -f  c cos(a  +  /*  +  ^ß)  —  d cos (a  -{-/'  +  ^i*  H"  y)  =  A 
&  sin «  —  c  sin («  +  i*  +  ^ß)  -^  d  Bm(^a  +  ß  +  J ß -\- y)  =  f^ 
wobei  /i  und  /,  die  durch  den  Fehler  jß  ent- 
standenen üeberschüsse  über  Null  bezeichnen. 
Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 
a  —  &  cosa  +  C08Z//9 [c  C08(«  -\- ß)  —  d  cos(a  +/*  +  /)] 

—  8in^/»[csin(r4-/')  —  dBm(a  -^  ß  +  yy\  =  fi 
und  aus  der  zweiten: 

bsina  —  cos^)9[csin(a4"i')  —  '^  sin  («+/*  + y)] 

—  BmJß[c  cos  («  +  /S)  —  d  cos(a  +  /?  +  y)]  =  /i 

Nun  ist  aber: 
c  sin  («  +  /J)  —  dam{a-{-ß-\-y)  =  6  siny 
c  cos(a  -\-  ß)  —  d  C08(a  -^  ß  -\-  y)  =  h  cos«  —  c 
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ErkL  89.    Man  hat: 

^(l  —  tos  Jt€f)  —  Jf  sin  Jw  =  f^ 

Nsin^w  -f-  M(\  —  cos  z/ fr)  =  f^ 

also  wenn  die  erste  Gleichung  mit: 

1  —  cosJw 

die  zweite  mit: 

sin  ^/ IT 

multipliziert  wird  und  man  hernach  beide  Glei- 
chungen addiert: 

N  [(1  —  cos  Jw)*  4-  sin«  Jw] 

=  /*!  (1  —  cosz/fo)  -|-  /",  sin  Jic 
oder: 

2i^(l  —  cos^tr)  =  /;  (1  —  cosJw)  +  /;  sin^«^ 

oder  weiter: 

V  —  -L  f  _L  ^  ^       sin  Jw 
2  ^^^"T^*  1-coa./«; 
Nun  ist  aber: 
sin  ^iw 


1) 


1  —  cos^/m'  ^  2 


also  wird: 


^=YA+y/;ctgl./«. 


analog  findet  man: 


-»^=■2  A  — y  A  ctg— ^«^ 


also  wird  sein: 

(a  —  6  cos  «)  (1  —  cos  z/^)  —  b  sina*  sin  ^ß  =  f^ 

(a  —  &  cos  «)  sin  Jß -■{•})  sin  «  (1  —  cos  -^/f)  =  /", 

Hier  haben  wir  zwei  Gleichnngen  und 
nur  eine  Unbekannte.  Trotzdem  genfigt  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  dieser  Unbekann- 
ten nicht.  Denn  wir  haben  vorausgesetzt, 
dass  der  Fehler  im  Winkel  ß  liegt 

Demnach  müssen  wir  allgemeiner  schreiben: 

J  ^(1  —  cos^ir)  —  IT  sin^ir  =  f^ 

\  N  sin  Jto  +  MiX  —  cosz/flr)  =  /, 

Darin  bezeichnen  N  resp.  M  die  ersten 
Glieder  der  Beihen: 

a  —  6  cos  «  -|-  c  cos  (« -|-  Ä  +  •  •  •  i^) 
5  sin  «  —  c  sin  (o  +  /?)-)-••  •  {M) 

bis  zum  fehlerhaften  Winkel  tr. 

Was  den  Betrag  des  fehlerhaften  Winkels 
anbetrifft,  so  bilde  man  die  Summe  S  aller 
Winkel.  Dieselbe  wird  ein  bestimmtes  Viel- 
fache von  180^  der  Ueberschnss  fiber  diese 
Zahl  gibt  den  Fehler  Jß.  Man  hat  also 
flir  ein  n-£ck: 

fif=(n  — 2)1800  +  z//f 

Damit  ist  Jß  bestimmt  und  man  kann 
nun  aus  den  Gleichungen  1)  die  Grössen  M 
und  N  direkt  berechnen  (vergl.  Erkl.  39). 
Man  hat: 

Dadurch  ist  M  und  N  bestimmt. 
Nun  weiss  man  ja,  dass: 

N  =.  a  —  6  cos« 4* ^ cos (« -)- ^)  •  •  • 
3f  =  6  sin  «  —  c  sin  (o  +  /?)  -|-  •  •  • 

und  zwai*  gehen  die  Glieder  bis  zu  jenem, 
in  welchem  der  fehlerhafte  Winkel  vorkommt 
Da  nun  alles  bekannt  ist,  so  bildet  man  die 
einzelnen  Summen: 

Äj  =  a 

iSi  :=  a  —  h  cos  a 

5,  =:  a  —  6  cos  «  -|-  c  cos(o  +  /l) 
und  so  weiter  bis  man  zur  Summe  S^  gelangt, 
welche  gleich  N  ist.    Sei  diese  z.  B.: 
a  —  beosa-^-c  cos(«  +  Ä  —  d  cos  («  +  /*  +  y) 
so  weiss  man,  dass  der  Winkel  ö  fehler- 
haft ist. 


Frage  37.     Wie  wird 
Seitenfehler  entdeckt? 


ein  grober 

Antwort.     Sei  c-^-jc  die  fehlerhafte, 
c  die  richtige  Seite,  dann  ist: 
a  ~  ft  cos«  +  (c  +  ^<0  cos(«  -|- /»)  —  d  cos («  +  ^  -j- y)  =  A 
5  sin  «  —  (c  +  Je)  sin  («  -|-  /»)  +  d  sin  («  -)-  /J  -f  y)  =  A 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausfllhrllche  Inhalts- 
yenselchnls  der  ,,Yollstandig  gelösten  Anfgabensanmünng  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer^^  kann  yon  jeder  Bnchliandlniig,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
,  den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtUch,  ohnejede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Bas  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  P^xaminatoren,  das  Torsüglichste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  BuchhandluDgen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  voli$tändige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  vou  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Preis    {     Yermessungskni^de 

des  Heftes 


/i 


(Geodäsie).    / 

Zweiter  Teil- 

Forts.  \  Heft  1305.  — Seite  33-48. 

Mit  13  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Mängen  ungelöster  Aufgaben,  fdr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

in^be  und  EntwicUimg  der  benutzten  Sätze,  Pormeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  Uthograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Rechenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ephäriscben 
TrigoDometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  a.  höheren  Mathemfttik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  alien  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  €hemie,  <}leodäsie,  Nautik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Jcann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881> 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hathematil^,  Phjsilk, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  ElseniMihn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstmktlTen  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollatindig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabo  und  Entwlekelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Begeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teilo  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungolüaten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  lahaltSTorzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch^natorwissen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realaehnlen  I«  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  FriTatsehnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polyteclinikeu,  Teehnikei ,  Baugewerksebulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn*  Torberettnngssehulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UniTorsitäten,  Land-  und  Forstwls8enschaftS8€hulen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aUer  Arten  als  z.  B.  fiir  das  El^JährigsrFrei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfhng^n  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten,  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  alien  Bemfb- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreff en,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagsbandliiiig^. 
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also  anch: 

f^  =  z/<?COB(a  +  /J) 

—  f^  =  Je  8in(«  -j-  ß) 
Man  hat  also: 


tg(«  +  «  =  -^ 
Damit  ist  aber  der  dieser  Seite  zugehörige 


Bemerkung«  Man  beachte,  dass  man  nicht 
nur  die  Grösse  des  Fehlers,  sondern  anch  die 
Grösse  selbst  bestimmen  mnss,  die  fehlerhaft 
ist  Damm  kann  man  die  Fehler  nicht  bestimmen, 
wenn  zwei  Elemente  angleich  fehlerhaft  sind.  Winkel  bestimmt.    Der  Fehler  selbst  ist: 

oder: 

Je  = ^ = f^ 

cos  (a  -j-  ß)  sin  («  +  ß) 


9.  Ueber  die  Zahl  der  Bestimmnngsstücke  in  Punktpolygonen. 


Frage  38.   Was  versteht  man  unter 
einem  Punktpolygon? 

Fignr  27. 


Antwort.  Unter  einem  Ponktpolygon  ver- 
steht man  ein  durch  die  Verhindangslinien 
einer  Anzahl  von  Punkten  bestimmtes  Poly- 
gon. Wurden  alle  Paukte  mit  einander  ver- 
bunden, so  sagen  wir,  das  Polygon  sei  voll- 
ständig (vergl.  Figur  27). 


Frage  39.  Durch  wieviel  Bestim- 
mungsstücke  wird  ein  n-Punktpolygon 
bestimmt? 

£rkl«  40.    Sei  p  =  8,  dann  haben  wir: 

2-3  — 8  =3  Stücke. 
Sei  j9  =  4,  80  haben  wir : 

2.4  —  3  =  5  Stücke, 

also  ist  ein  Viereck  im  allgemeinen  dnrch  5  Stücke 
bestimmt  (yerfi^l.  Frage  9).  In  der  Fignr  27 
haben  wir  fünf  Punkte,  also  sind  zu  ihrer  Fest- 
stellung : 

2.5  —  3  =  7 

Angaben  nötig.  Es  möge  hier  noch  einmal 
daran  erinnert  werden,  dass  unter  diesen 
Stücken  sich  mindestens  eine  Seite  vorfinden  mnss. 

Bemerkung«  In  der  praktischen  Anwendung  der  Polygonometrie ,  insbesondere  in  der 
Vermessungskunde,  werden  in  der  Regel  mehr  Seiten  und  Winkel  gemessen,  als  absolut  not- 
wendig ist.  Nachdem  sich  nun  die  überzähligen  Stücke  aus  den  notwendigen  herleiten  lassen, 
wird  es  gewisse  Gleichungen  geben,  denen  einige  oder  alle  gegebene  Grössen  genügen  müssen. 
Diese  werden  Bedingungsgleichungen  genannt. 


Antwort  Nehmen  wir  an,  wir  haben 
eine  Seite  gegeben«  Dann  bedürfen  wir  zur 
Feststellung  eines  dritten  Punktes  zweier 
weiteren  Angaben  (Seiten  oder  Winkel). 
Gehen  wir  zum  nächsten  Punkte,  so  können 
wir  die  eine  Dreiecksseite  benützen,  so  dass 
zu  seiner  Feststellung  nur  noch  zwei  weitere 
Grössen  erforderlich  werden.  So  fortfahrend 
sehen  wir  ein,  dass  wenn  wir  zu  zwei  ge- 
gebenen Punkten  (p  —  2)  neue  bestimmen, 
hiezu : 

8-j-(i?--8).2  =  2^)  — 3 

Stücke  notwendig  werden  (vergl.  Erkl.  40). 


L&8ka,  Yermessnngskande.    II. 
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VennessTUigskande. 


Frage  40.    Welche  Arten  der  Be- 
dinffungsrfeichungen  unterscheidet  man?       Antwort.    Man  unterscheidet  Winkel 

und  Seitengleichungen. 


Frage  41. 

gleichung? 


V 


Was  ist  eine  Winkel- 


Figur  28. 


Antwort  Unter  einer  Winkelgleichimg 
wird  eine  Relation  verstanden,  welcher  die 
Winkel  einer  Figur  genügen  mfissen.  Z.  B. 
die  drei  Winkel  a,  ß^  y  eines  Dreieckes  ge- 
nügen der  Gleichung: 

a  +  /5  +  y  =  1800 

Die  vier  zasammenstossenden  Winkel  der 
Figur  28a  genügen  der  Gleichung: 

«+^+y  +  <^  =  36oo 

Femer  bat  man  für  die  drei  Winkel  der 
Figur  28b  die  Relation: 

«  +  /*  — r  =  0 


b) 


Frage  42.   Was  versteht  man  unter 
einer  Seitengleichung?  Antwort.  Unter  einer  Seitengleichung  ver- 

steht man  einen,  im  allgemeinen  aus  Seiten 

^        ^  ^.       ,         .jT^/s--      ^^^^  Winkeln  zusammengesetzten  Ausdruck, 

Bemerkung.    Die  nebenstehende  Definition  ^^^    ^^^.^^   die   Gleichstellung   zweier    ver- 
Är  ^''*''''  ^'^  ^''  m^^^^^  Angabe  auf-  g^hiedenen  Berechnunggarten  einer  und  der- 


geklärt. 


selben  Grösse  (Seite)  entsteht 


Aufgaben  Über  die  Bedingungsgleichungen. 

Aufgabe   17.     Man    soll    ffll*    die 

Figur  29  eine  Seitengleichung  aufstellen,        .^,.  ..      ,^.     ,,.»^       . 

,^2^«  ^^«»««r,/.«  ^r^^Är.^  c.\^^A\^  Q^i^\^^l        Auflosung,    Mau  hat  im  ^ABC  nach 
wenn  gemessen  worden  sind  die  Seite  a  ^^^  sinussatee: 

sin  (3) 


und  die  Winkel  1  bis  8. 

Figur  29. 


I  .  .  .  &  =  a    ,    .Q. 

sin  (8) 

andererseits  ist  im  /\ADC: 

sin  (6) 


1)  ...  6  =  CD- 
und  im  /SCDB: 


2)  .  .  .  CD  =  CB 
und  endlich  im  /\ÄBC: 


sin(l) 
8ln(4) 


sin(6  +  6) 


'  Sin  (8) 

Durch  Multiplikation  der  Gl.  1)  bis  3)  folgt: 
_      8in(6)8in(4)sin(l+2) 
sin(l)8in(5  +  6)sin{8)" 


Einleitung. 
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Bemerkung«  Man  kann  noch  andere  Seiten- 
gleichnngen  entwickeln;  so  ergibt  sich  z.  B.  fQr 
die  Fignr  29  anch: 

sin(3)sin(5)8in(7  4-8)    _ 
sin  (3 +  4)  sin  (6)  sin  (8)   ^ 
Mit  Hilfe  der  in  der  nächsten  Aufgabe  an- 
gegebenen   Winkelgleichungen    können    beide 
Formen  ineinander  tibergeführt  werden.  


Durch  Gleichsetzung  der  61.  1)  und  2) 
folgt: 

8in(6)8in(4)8in(l  +  2)  __ 

sin  (1)  sin  (5 +  6)  sin  (3)  "" 

welches  die  verlangte  Seitengleichung  ist. 

Wird  dieser  Bedingungsgleichung  nicht 
genügt,  so  lägst  sich  aus  den  gegebenen 
Grössen  kein  Polygon  konstruieren. 


Aufgabe  18.  Es  soU  die  Figur  29 
in  Bezug  auf  die  Bedingungsgleichungen 
genauer  diskutiert  werden. 

Bemerkung.  Es  sind  scheinbar  5  Punkte 
vorhanden,  aber  E  ist  kein  selbständiger  Punkt, 
sondern  nur  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AD 
nnd  BC. 

Bemerkung.  Die  vierte  noch  mögliche 
Gleichung: 

(2)  +  (3)  +  (4)  +  (5)  =  1800 

entsteht,  wenn  von  der  Summe  der  beiden  ersten 
die  dritte  subtrahiert  wird;  sie  ist  also  keine 
nnabhängige  Gleichung  mehr. 


Auflösung.  In  der  Figur  29  haben  wir 
4  Punkte,  also  sind  zu  ihrer  Festlegung: 

2.4  —  3  =  5 
Grössen  nötig.    Da  nun  9  Grössen  gemessen 
wurden,  so  müssen: 

9  —  5  =  4 
Bedingungsgleichungen  stattfinden.   Zunächst 
haben  wir: 

(8)  +  (1)  +  (2)  +  (3)  =  1800 
(4)  +  (6)  +  (6)  +  (7)  =  1800 
(1)  + (6) +  (7) +  (8)  =  1800 

Da  dadurch  die  Winkelgleichungen  er- 
schöpft sind,  so  kann  nur  noch  eine  Seiten- 
gleichung aufgestellt  werden,  was  durch  die 
vorhergehende  Aufgabe  geschehen  ist. 


■>»  'hytüi'  »■<>' 


II.  Die  Koordinatenaufnahme. 

1.  Einleitung. 

Anmerkung  2.    Die  Grundideen  der  Koordinaten  haben  wir  bereits  im  I.  Teil  in  den 
Fragen  151  bis  154  dieses  Werkes  auseinandergesetzt. 

Frage  43.  Wodurch  wird  die  Lage 
«Ines  Punktes  bei  der  Feld-  oder  Land- 
aufnahme festgestellt? 

Figur  30. 


Nord 


West 


-Y 


(S> 


+1/ 


+Y 


Antwort.  Die  Lage  eines  Punktes  wird 
bei  der  Feld-  oder  Landaufnahme  durch  seine 
Koordinaten  festgestellt. 

Dabei    ist    zu   bemerken,    dass   in 
Deutschland  die 

+  X  nach  Norden 
und  die 

+  Y  nach  Osten 

gezählt  wird,  während  man  in  0  est  er- 
reich und  Baden 

-|-  X  nach  Süden 


+jr 


zählt. 


-j-  Y  nach  Westen 


Süd 
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Vennessmigskande. 


Frage  44.  Was  versteht  man  unter 
dem  geodätischen  Azimnt  einer  Richtung? 

Figur  31. 


Antwort.  Unter  Azimat  einer  Bichtong 
wh*d  jener  Winkel  verstanden,  welcher  diese 
Richtung  mit  der  positiven  J^-Achse  ein- 
sohliesst  (in  der  Figur  31  ist  a  Azimut  der 
Richtung  von  A  nach  B),  Eine  jede  Gerade 
hat  also  je  nach  dem  Sinne,  in  welchem  sie 
genommen  wird,  zwei  Azimute,  die  sich  um 
180^  unterscheiden  (Azimut  der  Richtung  B 
nach  Ä  ist  180® +  a). 


Anmerkung  3.  Das  geodätische  Koordinatensystem  unterscheidet  sich  vom  analytischen 
wesentlich.  1)  Die  Anfangsachse  ist  im  geodätischen  System  parallel  dem  Meridian, 
im  analytischen  senkrecht  darauf.  2)  Der  Drehungssinn  von  -f  X  zu  -f-  T  geschieht 
beim  geodätischen  System  im  Sinne  des  Uhrzeigers  (positive  Drehung),  während 
beim  analytischen  eine  negative  Drehung  (entgegengesetzt  dem  Smne  des  Uhrzeigers) 
gebräuchlich  ist  Nebenbei  sei  bemerkt  dass  auch  die  TeUung  der  Winkelinstrnmente 
eine  positive  ist. 


Man  erhält  also  nachstehende  Systeme: 
Deutschland 


IV 


Oesterreich  und  Baden 


W 


n 


0 


w 


m 


0 


III 


II 


s 

Nord  bis  Ost         I  Quadrant 
Ost      „    Süd       II 
Süd      „    West  III         „ 
West   „    Nord   IV 


IV 


n 


0^ 
180» 


90« 
180« 
270« 
360« 


S 


Süd    bis  West     I  Quadrant 


West 
Nord 
Ost 


n 


Nord  II 
Ost  III 
Süd     IV 


Frage  45.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  rechwinkligen  Koordinaten 
zweier  Punkte  zu  dem  Azimut  der  sie 
verbindenden  Strecke? 


Antwort. 


Seien : 


Einieitung. 
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Bemerknngr«  Man  beachte,  dass  das  Axiinnt 
entgegengesetst,  d.  h.: 

von  der  Differenz: 

bezeichnet  ist,  d.  h.  um  das  Acimat  der  Bich- 
tosg  Ton  A  nach  B  zu  erhalten,  mass  man  die 
Koordinaten  von  B  von  denen  yon  A  abziehen. 
Die  Nichtbeachtung  dieser  Bemerkung  kann  bei 
den  polygonometrischen  Bechnungen  viele  Un- 
annehmlichkeiten zur  Folge  haben. 


die  Koordinaten  zweier  Punkte,  dann  ist 
nach  Antwort  auf  Frage  22 : 

n  .  .  .  o;^  —  Xj^  =  acosuj^g 

dabei  bezeichnet  a^^  das  Azimut  der  Rich- 
tung von  A  gegen  B  und  a  die  Entfernung 
der  beiden  Punkte. 

Durch  Division  der  beiden  Gleichungen 
ergibt  sich: 

TTT       ♦«         yß-yA 

III  ..  .  tg«^^  =  -——- 
femer  hat  man  nach  der  Frage  22: 


IV  .  .  .  o  = 


»B-^A 


^B-^A 


sma 


AB 


cosa 


AB 


Frage  46.  Welche  allgemeine  Be- 
merkimg ist  zur  Beredmong  des  Azimuts 
aus  den  Koordinaten  zu  machen? 


Erkl.  41.    Aus  den  Grundlehren  der  Tri- 
gonometrie ist  bekannt,  dass: 


tg«  = 


sing 
cos« 


nehmen  wir  an,  es  seien  sina  und  cosa  gleich 
beseichnet,  was  dann  geschehen  kann,  wenn  er 
im  I.  oder  III.  Quadranten  liegt,  dann  bekommen 
wir  fdr  tga  immer  einen  positiven  Wert. 

Ist  also  nur  der  Wert  fUr  tga  gegeben,  und 
ist  dieser  positiv,  so  kann  man  nicht  entscheiden, 
ob  der  Winkel  im  I.  oder  im  III.  Quadranten 
liegt,  d.  h.  ob  man  den  Winkel  a  oder  ISQO  ~|-  a 
zu  nehmen  hat.  Sind  aber  sin  a  und  cos  a  dem 
Vorzeichen  nach  gegeben,  dann  liegt « im  I.  Qua- 
dranten, wenn  diese  Werte  beide  zugleich  positiv 
sind,  und  im  III.,  wenn  sie  beide  zugleich 
negativ  sind. 


Antwort.  Es  ist  bekannt,  dass  zu  der 
Gleichung: 

tgaz=p 

zwei  Winkelwerte  gehören: 

a  und  1800  -|_  « 

denn  wir  haben  schon  früher  gezeigt,  dass 
eine  Strecke  im  allgemeinen  je  nach  ihrer 
Eichtung  zwei  um  180^  verschiedene  Azimute 
haben  kann  (vergl.  Erkl.  41). 

In  der  Vermessungskunde  ist  aber  in 
dem  spezieUen  Falle,  den  wir  im  Auge  haben, 
das  Vorzeichen  des  Sinus  und  des  Cosinus 
bekannt,  denn  sina^^  hat  das  Vorzeichen  von: 

»B-lfA 
und  cosa^^  hat  das  Vorzeichen  von: 

danach  kann  leicht  entschieden  werden,  in 
welchem  Quadranten  der  Winkel  liegt. 

Bezeichnen  wir  mit  a^^^  den  absoluten 

Weit  (ohne  Rücksicht  auf  den  für  das  Vor- 
zeichen genommenen  Wert),  der  zu  tga^^ 

gehört,  dann  haben  wir  folgendes  Schema: 


»B-tfA 

*J-*^ 

Azimut 

Quadrant 

+ 

+ 

« 

I 

+ 



1800—« 

n 

1800  +  a 

in 

— 

+ 

360»  —  a 

IV 

38  Venuesanngsknnde. 

Frage  47.    Gibt  es  irgend  welche 

Eontrollformel  für  die  Berechnung  des 

Ji2iamt&?  ^    Antwort  Es  gibt  eine  beqaeme  Eontroll- 

formal  für  die  Berechnung  des  Azimuts,  die 
wie  folgt  abgeleitet  werden  kann. 
Es  ist  (vergl.  Erkl.  42) : 
Erkl*  42.     Seist  man  in  der  allgemeinen  l4-t?a 

Formel:  tg(45  +  «)=  t^Zl 

tff(m  +  n)  =  ^^^—^ —  Setzt  man  nnn: 

tgm  =  1,  d.  h.  m  =  45o,  so  wird:  tg«^ 5  = 

tg(460j-n)=  }|g;  80  folgt: 


nnd  dieses  ist  die  verlangte  Formel. 


Frage  48.  Welche  wichtige  Be- 
merkung ist  zu  der  vorhergehenden 
Formel  zu  machen^  Antwort    Die  voriiergehende  Formel: 

kontrolliert  zwar  den  Winkel  a,  nicht  aber 
die  Richtigkeit  der  Differenzen: 

Bemerkung.   Es  ist  allgemein  zu  bemerken,  ^       ^ 

dass    durch    eine  jede  Kontrolle  nur    die  ^b'^Va 

Klchtigkeit  der  Rechnung,  nicht  aber  die  Rieh*  welche  die  Grundlage  der  Rechnung  bilden, 

tigkeit  derGrundlagenkontrolliertwird.  Auf  die  Berechnung  dieser  Differenzen  ist 

Dieses  gilt  für  alle  Eontrollen  der  Rechenkunst,  besondere  Sorgfalt  zu  verwenden, 
welche   insgesamt    auf  Transformationen    der        ^^n  kann  auch  nach  Jordan  die  Formel 

Reohnungsformeln  beruhen.  *o  berechnen: 

dann  erhält  man  eine  vollends  genügende 
Kontrolle,  vorausgesetzt,  dass  nicht  etwa 
zwei  entgegengesetzte  Fehler  gemacht  wer- 
den, was  sehr  unwahrscheinlich  ist 


2.  Aufgaben  über  Koordinaten. 

Aufgabe  19.    Es  seien  die  Koordi- 
naten zweier  Punkte  gegeben:  Auflösung.     Man    hat   nach    GL  UI, 


*  y  Frage  45: 

Ä  —141028.77    —    713-12 

B  -  140477.95    —  156477  ^^ab  = 


^b     ^a 


Man  soll  die  Entfernung  AB,  sowie  ^^^^^  ^^  ^^  ^^j^^,          ^,^  ^  ^^^  p 

das  Azimut  der  Richtung:  ,.      ^     «j  .j 

,    ^  ®  bekannt.    Sodann  wird: 


«^^=1800  +  «^^ 


A  nach  B 

sowie : 

B  nach  Ä  nnd  man  hat  für  die  Entfernung: 

bestimmen.  ab  z=za 


Aufgaben  über  Koordinaten. 
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die  Oleichnngen: 


Bemerkung.     Man  achte  auf  das  Schema 
der  Rechnung. 


a  = 


yh-VA 


sina 


AB 


womit  das  Problem  gelöst  ist. 


A 

y 

—  713-19 

X 

141028.77 

logtg 

«^^=■0.1892  655^ 

B 

—  1664.77 

—  140  477.95 

«^^  =  3600  — 570  6' 24" 

Vb-Va 

—  861.65 

""b-^a 

+  650.82 

=  3020  53'  36" 

log(yB-jf^) 

2.130  262^ 

log(a:^-a:^) 

2.741007 

«^^  =  4820  53' 86" 

log  sin  «^^ 

9.924116,, 

log  cos  «^^ 

1.734  861 

=  1220  53'  36" 

loga 

3.006146 

3.006146 

Bemerkungen«    Es  war  y^  —  y^^  negativ,  x^ — Xj^  positiv,  also  liegt  a^^  im  vierten 
Quadranten.    Da  zu  logtg«  =  9*1  892  565  der  absolute  Wert  670  6'24''  gehOrt,  bat  man: 


Damit  wird: 


o^  ß  =  3600  —  670  6'  24" 


«^,  =  1800  +  «^^, 

=  3600  +  1220  53'  33" 


so  wird  das  Azimut: 


sowie  die  Entfernung: 


Aufgabe  mit  Resultat. 

18152.94 
21902.76 


ar^  =  — 115  651.17 


arj  =  — 112  753.60 


«  .  =3070  41' 38"  6 
«.=  1270  41' 38"  6 

o  a 


log(a6)  =  3.6  756  764 


Aufgabe  20.   Die  Koordinaten  des 
Punktes : 

X  y 

A  — 141028-77    —713.12  Auflösung.    Wir  rechnen  hier  nach  den 

sind  gegeben,  sowie  die  Entfernung  a  Formeln:         _       ,      ^„ 
durch:  ^ij-^^i-«co8«^^ 

loga  =  3.006  146  Vb  =  ^^  +  «»»«^5 

und  das  Azimut:  welche  unmittelbar  aus: 


«^^  =  3020  53'  36" 


bezüglich  des  Punktes  JB.    Welche  sind 

die  Koordinaten  dieses  Punktes?  folgen. 


log  sin  «^^ 

log« 

log  cos  «^3 


9.924 116^    loga  ein  «^^  =  2-930  262, 
3-006  146  a  sin  «^  ^  =  —  851 .  65 

9.734  861  ^4  =  —713.12 


a?^  — a?^  =  acosa^^ 
Vb  —  Va  =  «"«lö^B 


log  a  coso^^  =  2-741  007 
a  cos«^^  =  +  650.90 
a?^  =  141  028-77 


y^  =  —1564.77 


«^  =  —140  477.97 


Bemerkung»  Von  der  vorstehenden  Angabe,  welche  eine  der  wichtigsten  in  der  Ver- 
messungskunde ist,  werden  wir  später  bei  der  Berechnung  der  Polygone  einen  ausgiebigen 
Gebrauch  machen  (vergl.  Aufgabe  26). 
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Man  findet: 


Aufgabe  mit  Resultat. 

y^  =  —20926.11  *a  =  —  109  657.72 

loga=:  3.8198  924 
«  .  =  335«^  10'  12"  0 

a  o 


n 


=  — 18  152.94 


ar^  =  — 115661.17 


Aufgabe  2i.    Es  seien  die  Koordi- 
naten zweier  Punkte: 

y         a? 
C  =  —  712.120  —  141  028.770 
5  =  _  1  564.771  —  140  477.954 

sowie  die  Winkel: 

«  =  BGA  =  80''3'59" 
«  =  ^50=650 19' 28" 

gegeben,  gesucht  werden  die  Koordinaten 
des  Punktes  C. 


Anfl9ftmg.    Wir  berechnen  zunächst  den 
Winkel  y  nach: 


y  =  1800— (a-f^) 


80  dass  also: 


Erg. 

zu  90« 

a  =  80-»  3' 
/J  =  65  19 

59" 

28 

33 

9 

24 

56   1 
40  32 

y  =  34  36 

Figur  32. 


+Y 


+X 


KontroUe   360o   0'    0" 

Bemerknng. 

9'>56'1"  =  90'J  — 800  3'69 

Sodann  rechnen  wir  die  Seiten: 

a 


b  = 


sma 
a 


8iny 


sma 
nachdem  wir  uns  aas: 

yc-yß 


*g««.:  = 


und 


^c      ^B 


a  = 


Vc—yB 


sma, 


^C'~'^B 

cos«, 


Bemerkung«     Wir   fanden    schon    in   der 
Au%abe  19: 

loga=:  3.006  146 


"BC  ^^"'^BC 

a  berechnet  haben  (vergl.  Bemerkung). 
Die  Kechnung  stellt  sich  wie  folgt: 
log  a  =  3 .  006  146    log  8in/9     9 .  958414 

log  Bin  /J  =  9 .  993  440   log     * 


3.012  706 


«^.^  =  3020  53'  36" 


Nebenrechnnng: 

y=    340  36' 33" 
a^^  =  302  53  36 

180»~/g=r  114  40  32 
«^.^=:  2680  17'    3" 

a^^  =  188  13    4 


sina 

log  sin y  9.754329 
logd  =  2.971120 
logc  =  2.767036 

Nun  bedürfen  wir  der  Azimute.  Ueber 
diese  muss  ans  der  Situation  entschieden 
werden.    Für  uusern  Fall  haben  wir: 


'BA 


=  «^„-(180-Ä 


also  (vergl.  Nebenrechnnng): 
«^,^  =  2680 17' 3" 


a^^  =  1880  13' 4" 


Aufgaben  über  Koordinaten. 
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Va  =yc+^8ina^^ 


Nun  wird  gerechnet  nach  den  Formeln: 

^A  —  ^B  +  ^^^^'^BA 

yA  =  yB  +  ^^^^'^BA 

Die  Doppelrechnimg  gibt  zugleich  eine 
Kontrolle.  Man  hat  also  nachstehendes 
Schema: 


log  sin  «^^  —  9  -  999  805„ 

log  5  =  2-971 120 
log  coa«^^  =  8-476  288^ 

log  sin  0^^  —  9-166  141^ 

loga  =  2.767  036 
log  cos «^^  =  9-996  617^ 

log  ip^A  —  x^z^l^AAn  408^ 
log(y^  —  yc>~  2-970 926„ 

log(«^— Ä^^)  —  2-762  662^ 
log(y^~y^)      1.922 176„ 

-935-244                —83-694 
—  713-120            —1664771 

—  28-016               -678.831 
—  141 028  -  770        —  140  477  -  964 

—  1648-364            -1648- 366 

—  141  056  -  786        —  141  056  -  786 

Die  Koordinaten  des  Pnnktes  sind  also: 
«  =  —  141 056- 786  m 
y  =  —  1648-364  m 


Aufgabe  22.    Die  Koordinaten  des 
Punktes  C: 

y  =  —  713-120        a?  =  — 141 028-770 

sind   gegeben,   ferner   die  Entfernung 
zweier  Punkte  AB  durch: 

log,4B  =  2-075  474 

und  das  Azimut: 


/  Q// 


^AB  —  81®  10' 3 

sowie  die  Winkel: 

/J  =  -4BC  =  290  22' 9" 
o  =  BAC  =  hX^   3' 2" 

Es  sollen  die  Koordinaten  der  beiden 
Punkte  A  und  B  berechnet  werden. 

Figur  33. 
B 


I.  Auflösung.    Mit  Hilfe  des  gegebenen 
Azimuts    leiten   wir  zunächst  die  Azimute 
der  Seiten  AC  und  BC  ab.    Wir  finden: 
a^^=    300  r    1" 

o^^  =  2900  32'  12" 

Diese  Azimute  werden  am  besten  auf 
Grund  einer  vorhandenen  Skizze  abgeleitet. 
Denn  wie  Figur  83  zeigt,  liegt  hier  eine 
zweifache  Lösung  vor. 

Dann  werden  die  beiden  Seiten  AC  und 
BC  bestimmt  durch  die  Formel: 

AC  =  — : — smÄ 
smy 

BC  =  —. —  sm« 
sm;^ 

Dadurch  sind  aber  Enttemungen  und 
Azimute  bekannt,  so  dass  nunmehr  die  Auf- 
gabe 22  vorliegt. 

Das  nachstehende  Schema  gibt  die  Einzel- 
heiten der  Bechnung. 
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y^- 


log^B  =  2-075474 
logsiny  =  9-993  900 

log8ma^^=  9.70.602 

log  u4C=  1.772155 
log  cos  «^^=  9.987  010 

log(y^-yc)  =  1-472  667 
log(a?^  — a:^  =  1-709174 

A 
—  713.120 

+  29.693 


—  141028.770 
+  61 . 189 


log  sin  a  = 

log  ^B:  sin  ^^  = 

log  sin^  = 

log8ina^^  = 

log5C  = 
logcosa^^  = 

B 

—  713.120 

—  87.877 


:  9-890  809 
:  2.081  574 
:  9. 690 581 

9.971  491 

1-972383 
9. 545  011 

1.943  874 
1.517  394 

—  141028.770 
+  32.915 


y^  =  —  683-427    «^  =  — 140977.591 


Figur  84. 


Y^lx 


^B-^A 


yj  =  — 800.997    a?^  = —140995.856 

Zar  Kontrolle  könnte  man  ans  diesen 
beiden  Werten  ihre  Entfernung  und  ihr 
Azimut  bestimmen. 

n.  AuflSiong.  Man  kann  rechnen  wie 
folgt:  Zunächst  wird  berechnet : 

.  yB-yA 

*B       *A 

Dann  wird: 

*c  =  «^  +  -^-E?=  x^  +  x 

yc-yA+^^=yÄ+y 

Man  hat  aber,  wenn  ABC  die  Winkel 
an  den  Punkten  ^,  ^,  C  im  /\ABC  be- 
zeichnen: 

smC  ^^        ' 


^AB 


^B'^^A    sinÄ 


cos  et 


also: 


AB 


smC       ^  AB        f 


cosa 


AB 


Erkl.  48.    Man  hat: 

y  =  ^C8in(o^^  — ^) 

femer  ist  im  ^ABC\ 

sinB 


Analog  ergibt  sich  (vergl.  Erkl.  48): 

^^^B-yA^-^c) 


AC  =  AB 


und  im  /\,ABD: 
BD 
BmBAD 


=z  AB  = 


sinC 

yB-yA 


8ma^j5 


sm«^^ 
Ist  diese  berechnet,  so  folgt: 

yc  =  yA+y 

Man  kann  diese  Formeln  zur  eventuellen 
Kontrolle  verwenden. 


Beispiel  zur  Uebung. 


X  y 

A    —18  755.73    —1123  709.6 
B    —18152.94       —115  651.17 
C    —21902.76       —112  753.60 

a  =  930  28'  50" 

ß  —  ^l   53  35 

y  =  44  47  35 


loga  =  36  756  764 
logl»  =  3.5010871 
logc=:  3.5  231 128 

^CB  =  1270  41'  38"  6 


Aufgaben  ttber  Koordinaten. 
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Ans  diesen  lassen  sich  (vergl.  Erkl.  44) 

Erkl.  44.    Subtrahieren  wir  die  zweite  von  ^c  "^^  ^c  berechnen, 
der  ersten,  so  folgt: 


Pc(^« 


AC 


—  ^%<^BC>-tfA—yB 


Damit  wird: 

yA-Vß 


^c  = 


<««^c-tg« 


AB 


Wir  könnten  diese  Aufgabe  noch  dadurch 
lösen,  dass  wir  zuerst  die  Entfernung  AB 
berechnen,  sodann  mit  Hilfe  des  Azimuts 
—  ^A^'^Ac^^B^'^AB  AB  und  der  gegebenen  Azimute  -4(7  und 

BC  die  Winkel  bei  A  und  B  im  Dreieck 
ABC.  Wir  überlassen  die  Ausführung  dieser 
Andeutungen  dem  Leser. 

Die  vorstehende  Auflösung  wird  dann  mit 
Vorteil  angewendet,  wenn  der  Punkt  C  nicht 
aus  zwei,  sondern  aus  mehreren  bestimmt 
werden  soll,  weil  die  letzten  Gleichungen 
für  die  Auflösung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  sehr  bequem  sind.  Wir 
kommen  auf  dieses  Problem  noch  zurück. 


^A^^'^AC  —  ^B^'^AB 


tg«^^-.tg«^5 

Aus  x^  folgt  leicht: 

yc=  yA-^^A^'^AC  —  ^C^S'^AC 


Aufgabe  23.     Es  seien  A,  B,  C 
gegebene  Punkte  (vergl.  Figur  35). 
Ferner  sind  die  Winkel: 

ÄBO  =  ß 
ACO  =  y 

gemessen    worden.     Welche    sind    die 
Koordinaten  des  Punktes  0? 

Figur  35. 


Auflösung.    Hier  berechnen  wir  aus  den 
gegebenen  Punkten  zunächst  die  Azimute  aus: 

_  yc-yA 


t««^B  = 


C       "^A 

yB-yA 

^B       ^A 


und  mit  diesen  und  den  gegebenen  Winkeln 
j3,  y  die  Azimute: 


«OC  ^»^    «OB 


Dann  haben  wir  analog  der  vorhergehen- 
den Aufgabe: 

yo-^o^^^oB  =  yB-^^B^'^OB 

yo—^o^^oc  =  yc-'^c^^^oc 

Bezüglich   dieser  Aufgabe    gilt  das   bei 
der  vorigen  Gesagte. 


Aufgabe  24.  Es  soll  ein  verloren 
gegangener  Dreieckspunkt,  dessen  Ko- 
ordinaten X  und  y  gegeben  sind,  wieder 
bestimmt  werden.  Seine  ungefähre  Lage 
ist  auf  ±  20  m  im  Umkreise  bekannt. 

Bemerkung.  In  Oesterreich  wurden  viele 
Katastralpunkte  in  nachstehender  Weise  fest- 
gelegt. Man  grub  eine  etwa  2  m  tiefe  Stolle, 
ftlllte  dieselbe  mit  Glasscherben  etwa  1  bis  2  dm 
hoch  bei  einer  Breite  von  3  bis  4  dm.  Auf 
diese  kam  ein  mit  eingemeisseltem  E  V  (d.  h. 
Katastralvermessung)  und  oben  mit  einem  X 
versehener  Stein,  der  wieder  mit  Erde  ver- 
schüttet wurde,    Ueber  das  Ganze  wurde  ein 


Auflösung.  Man  stellt  sich  in  der  Nähe 
des  zu  suchenden  Panktes  (also  A  in  der 
Figur  36)  auf  und  bestimmt  die  Koordinaten 
des  Endpunktes  (etwa  nach  Pothenot  aus  drei 
bekannten  Punkten  M^  N,  P  oder  in  anderer 
darch  Umstände  gegebener  Weise,  z.  B.  von 
M  uni  N  aus  dnrch  die  Messung  der  Winkel 
a,  ß  eventuell  auch  /).  Die  Koordinaten  des 
Punktes  A  seien  Xj^  und  F^. 

Der  gesuchte  Punkte  wird  bestimmt  sein, 
wenn  die  Entfernung  BA  =  a,  femer  der 
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1  bis  2  m  hoher  Hügel  enriehtet.  Derselbe  ver- 
schwand mit  der  Zeit  und  so  ist  man  ge- 
zwungen, die  Pnnkte  zn  suchen.  Eine  recht 
unerquickliche  Arbeit,  nachdem  sich  niemand 
durch  yoUe  30  Jahre  um  die  Eatastralpunkte 
gekümmert  hatte. 

Figur  86. 


Winkel  d  =  BÄM  bekannt  sein  i^ird.   Wir 
rechnen: 


*»«^3f  = 

Ym- 

-^A 

tg 

«^Ä  = 

Yb- 

^B- 

Ya 

^A 

Dann  ist: 

<r 

=  «^B 

—  "ax 

femer  wird 

• 
• 

a  — 

sin 

.    ^B-^A 

\^i*ri1     ^1 

tfiAr 

vnn     \ 

1/    Ana 

mit    TTIIfA    ^Afi 

Theodolits  die  Bichtung  AB  abgesteckt  nnd 
auf  dieser  die  Länge  a  abgemessen,  so  trifft 
man  den  gesuchten  Punkt. 


Aufgabe  25.  Für  zwei  Packte,  die 
auf  zwei  verschiedenen  Sektionsblättern 
liegen;  soll  der  Bandpunkt  (M  in  der 
Figur  37)  der  verbindenden  Geraden 
bestimmt  werden. 


AuflSsung.    Seien : 

y  =  « 

die  Koordinaten  des  Sektionsrandes  der  ein- 
zelnen Detailblätter  I  und  II  und  Ä  und  B 
(vergl.  Figur  37)  die  gegebenen  Punkte. 

Dann  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken 
AMM^ABP: 

OM:PA=zBO:BP 


Figur  37. 


+X 


tY^ 


cc*m 


Angaben  ttber  Koordinaten. 
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Bemerknngr*    ^^^  hat  gewöhnlich  die  Azi- 
mate,  dann  wird  wegen: 

auch: 

^Jf  -  *B  =  ^"^  "^BA  (~  -  Vb) 


oder  da: 
anch: 

A —      B 
1)  •    •   •    ^M'~'^B  =     xr    _  jr      i^  —  yß) 

A  B 


Nun  ist  aber: 

Im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  besagt    ^^  —  ^0+OM  =  {Xß-m)  +  {Xj^^x^) 

also: 

2)  .  .  .  i?  3f  =  X  «•  —  w 


diese  Gleichung,  dass  die  drei  Punkte  ÄMB 
anf  einer  Geraden  liegen. 


Ans  der  61.  1)  berechnet  man  sich  Xj^ 

und  ans  der  61.  2)  BM,  wodnrch  derPankt 
M  bestimmt  ist. 

Analog  verfährt  man  in  dem  Falle,  wo 
der  Punkt  M  auf  die  Ordinate  zu  liegen 
kommt. 


Aufgabe  26.  Bei  einer  Yermessang 
wurden  zwei  trigonometrisch  festgelegte 
Punkte : 

Ä    —17  398.38    —112  069.97 
B    —18196.35    —11194805 

durch    einen    Polygonzng    miteinander 
verbunden,  welcher  fiinf  Punkte  nmfasste. 
Das  Azimut  von  Ä  bis  1  ward  ge- 
funden : 

2690  0'  25" 

die  Brechungswinkel  und  Seitenlängen 
waren: 

1)  2040 15' 10"  (^1)  r=  162.53  m 

2)  1930  46'   8"  (12)  =  139-82  m 

3)  1890  57'  7"  (23)  =  152-13  m 
4)1490  46'  5"  (34)  =  138.24  m 
6)  153010'   2"  (5P)  r=  136. 33  m 

Es  sollen  die  Koordinaten  der  ein- 
zelnen Punkte  bestimmt  werden. 


Auflosung.     Wir    haben    zunächst    die 
Azimute  der  einzelnen  Seiten  zu  berechnen. 
Das  Anfangsazimut: 
A 1  =  2590  0'  25" 

Brechungswinkel  1 


Azimut  12 
Brechungswinkel  2 


204 

15  10 

463 

15  35 

180 

283 

15  35 

193 

45  8 

477 

0  43 

180 

297 

0  43 

189 

57  7 

486 

57  50 

—  180 

306 

57  59 

149 

45  5 

456 

42  55 

180 

276 

42  55 

153 

10  2 

429 

52  57 

180 

Azimut  23 
Brechungswinkel  3 


Azimut  34 
Brechungswinkel  4 


Azimut  45 
Brechungswinkel  6 


2490  52' 57"   Azimut  hB 
Auf  diese  Weise  haben  wir  die  Azimute 
erhalten. 


46 


VermessQxigBkiinde. 


Bemerkung«  Um  das  Azimut  ^  1  zu  erhal- 
ten stellt  man  sich  in  A  auf  und  visiert  einen 
gegebenen  Punkt ,  etwa  M,  und  bestimmt  zu- 
gleich den  Winkel  MAI.    Dann  hat  man: 


^M  "  ^A 


und 


«^i  =  ^AJif±^^^l 


Dieses  wird  gewöhnlich  sofort  bei  der  Be- 
stimmung des  Punktes  A  absolviert. 


Dann  wird  gerechnet  nach  den  Formeln: 
a?!  =  »^  -|-  (A 1)  cos«^ Y 

aj,  =  a:j  +  (12)coso,, 
y»  =yi  +  (12)sin«i, 

U.   8.   W. 

wobei  (^1)  die  Entfernung  A  von  1,  also 
162  •  53  m  bezeichnet,  analog  (12)  =  139  •  82  m 
u.  B.  w.  Nachstehendes  Schema  gibt  den 
Gang  der  Rechnung. 


Berechnung  des  Polygonzuges. 


Azimut 

1)  2590  0'  25" 
2040 16' 10" 

2)  2830  16'  35" 
1930  45' 8" 

3)  2970  0'  43" 
1890  57'  7" 

4)  3060  57'  60" 
1490  45'  5" 


Seitenlänge 
162.53 


139-82 


152.13 


138.24 


9.99  196„ 
2. 21 093 
9. 28  033. 

9.98  826^ 
2  •  14  557 
9. 36  053 

9.94  983 
2.18  221 
9.65  722 

9. 90  255^ 
2.14  063 
9.77  910 


^y 


Jz 


2.20289^ 

1-49126     —169.55    —30.99 


2.13  383^ 

1.50  610     —136.09    -t- 32-07 

2-13  204„ 

1-83  943     —13553    +69-09 

2.04  318,, 

1-91978     —110.45    +83.13 


5)  2760  42'  65" 

1530  10'  2" 


130.44 


6) 


2490  62'  57" 


135.33 


r  9.99  701„ 
I  2.11541 
[  9. 06  795 

r  9.97  266„ 
I  213  139 
[  9.53  650^ 

Dieser  Zug  tührte  von  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  wai^en: 

y^  =—17  398.38  a-^  =  —112  069. 97 

bis  zum  Punkte: 

y^  =  — 18  196.35  a?^  =  —  Hl  978.05 

Beide  Punkte  waren  trigonometrifich   bestimmt  und  ausgeglichen.    Man  hat  nun 
nachstehende  Eechnung: 


2.11242 

1.18  836     —129. 54    +15-25 

2.10  405^ 

1-66  789,^    ^127.07     —46.55 


y^  =  —  17  398.38 
—  159. 55 


x^  =—112  069.97 
—  30. 99 


1) 

—  17557.93    +0.04 

112100.96 

—  O.Ol 

—  136.09 

+  32.07 

2) 

—  17  694.02    +0.08 

-112  068.89 

-0-02 

—  135.53 

+  69.09 

3) 

—  17  829.55    +0.13 

—  112  999.80 

—  0-04 

110.45 

+  83.13 

4) 

—  17  940.00   +0.17 

—  111916.67 

-0-05 

129-54 

+  15.25 

5) 

—  18  069.54   +0.21 

-111901.42 

—  006 

—  127.07 

46. 55 

(y^)     —18196.61    +0.26 
Statt  j^^      —18196.35 


(x^)    —111947.97    —  0. 
Statt  x^      —111948.05 


08 


Aufgaben  über  Koordinaten. 
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Wir  haben  demnach  Unterschiede: 

Diese  wollen  wir  gleichmässig  verteilen,  also  da  6  Punkte  sind: 

—  0.08 


±^  =  +0.04 


6 


=  —0.01 


Die  Eeste: 

—  0.02  —0.02 

wollen  wir  wie  folgt  verteilen: 

6:2  =  3  6:2  =  3 

also  wollen  wir  immer  den  dritten  Punkt  um  -j-O-Oö  resp.  — 0-02  statt  +004  resp. 
—  0-01  korrigieren.  Diese  Korrektionen  schreiben  wir  neben  die  Koordinaten  in  der 
obigen  Berechnung: 

So  dass  wir  nachstehende  Koordinaten  der  Punkte  erhalten: 


y 

—  17  557.89 

—  17  693.96 

—  17  829.42 

—  17  939.83 

—  18  069.33 


X 

—  112100.97 

—  112  068.91 

—  111999.84 

—  111916.72 

—  111901.48 


Bemerkung.    Die  gleichmässige  Verteilung  der  Fehler  dürfte  sich  für  die  Praxis ,  wo 
man  keine  weitläufigen  theoretischen  Berechnungen  ausführen  kann,  am  besten  empfehlen. 


Aufgabe  27.  Auf  der  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte,  deren  Koordinaten 
gegeben  sind,  befindet  sich  ein  Punkt, 
dessen  Abstände  von  beiden  Punkten 
gegeben  sind. 

Welche  sind  seine  Koordinaten? 

Figur  38. 


^B-^A 


Auflösung.    Es  seien  x^y^  und  x^y^ 
die  gegebenen  Koordinaten  und 

(vergl.  Figur  38)  die  gegebenen  Entfernungen. 
Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes 
0  mit  x^y^y  dann  ist: 

yo-yA''P-yB—yA-p^^ 

also  haben  wir: 

yo  =  yA+-^j^^B-yjd 

p 


=  ^A  + 


P  +  9. 


i^B  —  ^a) 


Aufgabe  28.    Es  seien  wieder  die 
Punkte  Ä,  B,  C  wie  in  der  vorigen 

Aufgabe  bestimmt.   Es  gehe  von  0  aus  ^t   ,.:.        j.    tt     :»    x 

ein  Strahl  OP  von  der  Länge  r  unter       Auflösung.     Nachdem    die  Koordinaten 
einem  Neigungswinkel  y  gegen  die  Rieh-  ^«^  ^  ß^^«^^^  «^^^'  hat  man: 
tung  AB.  Welche  sind  die  Koordinaten  ^^     ^^ 

des  Punktes  P? 


^g''AB  = 


Xd—X 


J 
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Erkl.  45.    Es  ist: 

COB(«op)  =  C08(C^^  +  900) 

und 
sin  («o  p)  =  sin  («^  ^  +  900) 


=  —  sin« 


+  COS«^^ 


ferner: 

Dann  ist  aber: 

yp— ^0  =  »*  sin  a^p 
Sei  y  =  90®,  dann  wird : 


reosttQpZ^ — rsin«^^  = 


^B       ^A 


nnd  analog: 

OP  pJ^q 

also  wenn  wir  diese  nnd  die  obigen  Formeln 
vereinigen : 


(a?^  — «J  — 


(jifß — y  J 


*p-*^+^^^    v-Z.        -A'  p^_^ 


Anfgabe  29.  Die  Eoordinaten  zweier 
Punkte  A  nnd  B  seien  gegeben.  Es 
werden  die  Koordinaten  eines  Punktes  C 
gesucht,  der  von  A  um  die  Strecke  h 

und  von  B  um  die  Strecke  a  absteht       AnflSrang.     Man   kann    diese  Aufgabe 

auf  die  vorige  reduzieren. 
Es  ist  (vergl.  Figur  39): 

«2  =  r«  +  2« 
also: 

lli  —  a*  =  ^2  —  5«  =  (p  +  g)  (p  —  g) 
da  nun: 

p-^qz=c 

80  wird: 

1%  _  a«         6«  —  a« 
P  — ff  = 

also: 


P  +  9. 


_   1    cg  +  &8  — g« 


^  =  ¥ 


Bemerkung*    Hat  man: 

r  =  yb2_j,2 

auszurechnen,  so  schreibe  man: 


und 


1   c«  — fe2  +  a2 

«  =  T T^^ 

und  endlich:  

r  =  \/6«  —  p2  =  /a«  —  j« 
zugleich  als  Probe. 


logr  =  y  log  (ft  +  g)  +  —  log  (6  +  2) 


3.  Das  Pothenotsche  Problem. 

Anmerkung  4.  Die  nachstehende  wichtige  Anfgabe  wird  allgemein  nach  einem  franzö- 
sischen Mathematiker  Pothenot  (Laurent,  Professor  der  Mathematik  zu  Paris) 
benannt,  der  im  Jahre  1692  eine  Lösung  dieser  ursprünglich  schon  von  Ptolemaens 
gelösten  Aufgabe  gegeben  hat.  Wegen  ihrer  emment  praktischen  Bedeutung  he* 
schäftigen  wir  uns  mit  ihr  hier  eingehender. 


in  Frankfurt  a*  M.  1881. 


Der  ansfillirliGhe  Prospekt  und  das  ansfHIirliche  In- 

haltsrerzeichnis  der  „yolktändig  gelosten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^  kann  von  jeder  Buchliandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschoitten  und  gnt  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&ningen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBO  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht^  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren» 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Tor2Üglichste  Lehrbuch 
snm  Selbststudium»  das.  Tortrefflichste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.* 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeiehnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Haibjlhrlich  erscheinen  NachtrSge  Dber  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drutk  von  Carl  Hammer  in  Stattgart. 


(EiasaSiBSBSaB&BBHaSSSEUnBSiäSSi^^ 

i      ^^^^      ww^        I    Preis    6     Vermessüngskniide     | 


1311.  Heft.  I  *"■!_""       zÄÄi, '^ 

i   Forts.  V.Heft  1310.  — Seite 4^-64.    1= 


Ter  meiSisang^  Sekunde 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Laska. 

Fortsetzung  von  Heft  1310.  —  Seite  49—64.    Mit  5  Figuren. 

Inhalt: 

Bm  PothODot'Bche  Problem.  —  Das  Hansen^Bche  Problem«  —  üeber  die  Auffindung  der  Fehler  in  Polygon- 
zügen. —  Aufgaben  Ober  Fehler  in  Polygonzügen.  --  Beispiel  eines  Katastralsystems.  —  Die  Koordinaten 
Oeflterreichs.  —  Eataatrale   Systeme    Deutschlands.  —  Die   Koordinatenaufnahme.  —  Von   der   Ausführung 

eines  Koordinatennetzes. 


Zweiter  TeiU  '  II 

Bftl310.  — S 

Hit  5  Figuren. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iniabe  und  EntwlcUnng  der  benntztsn  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 

der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&riBchen  c 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis,  || 
Diflerential-  n.  Integral-Kechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  —  ^ 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik ^  Oraphostatik,  Chemie,  (ileodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Awtronomie ;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brileken-  n.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darsteil.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadiiim     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung      0 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Hr.  Adolph  BJleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  prenss.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geometer  ^  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


c 


-I. 
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Stuttgart  1894.  | 

Verlag  von  Julius  Maier.  | 

Blljyffl^lü^HlDlniBfl^alnjg^i^ig^iWlnfümni^lltiIntg[ra 

Das  voHständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezoaen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  menatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Heebanfky  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbiihn-, 
BrQeken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiien  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindig 
gel(kiter  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwiekelung  der 
benntaten  Sitae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezaglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltaTeraeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erl&nternde  Erklftmngen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtlgrten  höheren  Btirgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünifersitäten,  Land-  nnd  ForstwlsaensclutftMichnlen, 
Militärschnlen ,  Torbereitnngs- Anstalten  aUer  Arten  als  z.  B.  für  das  Eiijfthrlg-Frei- 
willige-  nnd  Offtaiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfiftangen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  TorgefOhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  fär  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  lu  15sen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  yerwerten«  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffk'is^hnng  der  erworbenen  und  yielleicht  yergeasenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  BemDs- 
zwelgen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
yerbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fisch erfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägshandlimg. 


Das  Pothenotsche  Problem. 
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Frage  49.    Worin  besteht  das  Po< 
thenotsche  Problem? 


Bemerknngr«    Es  liegen  4  Pnnkte  Ä^  B,  C, 

0  ?or,  also  sind  zu  ihrer  Bestimmong  (vergl. 

Frage  9): 

2.4  —  3  =  5 

GrOssenangaben  nötig,  d.  h.: 

»»  t,  yi  «»  fl- 
Die  ftbngen  Stücke  lassen  sich  berechnen. 


Antwort  Das  Pothenotsche  Problem 
bestimmt  durch  blosse  Winkelmessungen 
die  Lage  irgend  eines  Standpunktes,  wenn 
drei  sichtbare,  ihrer  Lage  nach  gegebene 
Punkte  vorliegen.  Seien  also  (vergl.  Fig.  40) 
die  drei  Pnnkte  A,  B,  C  gegeben  und  zwar 
ihrer  Lage  nach  (d.  h.  durch  ihre  Koordi- 
naten), dann  kennen  wir  die  Längen: 

ÄBz=ia,  BC=b 

und  den  Whikel: 

ABC=y 

Nehmen  wir  weiter  an,  wir  hätten  vom 
Punkte  0  die  Punkte  A,  B^  C  anvisiert,  dann 
kennen  wir  auch  die  Winkel: 

AGB  =z  a 

BOC  =  ß 

Durch  diese  Grössen  lassen  sich  die  noch 
unbekannten  Entfernungen: 

OA  =  « 


OB=zst 


berechnen. 


Frage  50.  Wie  werden  die  Grössen : 


8 


a 


H     ^c 


der  Frage  49  erhalten? 


Erkl.  46.     Die  Summe  aller  Winkel  im 
Viereck  beträgt  3600,  also  ist: 

woraus  die  nebenstehende  Formel  folgt. 


ErkL  47.    Wir  haben  zunächst 


sm<p 
sinic 


,  sinV' 
=  0 


woraus: 


folgt 


sm^ 


«aap  ___ 
siui^ 


h    sina 
a    sin/9 


L&Bka,  Vermessangskande.    II. 


Antwort.    Um  die  Grössen: 


», 


berechnen  zu  können,  führen  wir  zwei  Winkel 

<^BAO=.  <p 

<^BCO=:xfß 

ein,  sodann  wird  (vergl.  Erkl.  46): 

I  .  .  .  ^  +  1^  =  3600  — («  +  ^  +  y) 

Sodann  haben  wir  nach  dem  Sinussatze 
im  AABO: 

sino) 
8*  =<»    ■  ^ 


sincc 


und  analog  im  ^OBC: 


^i^^ijkiff 


8^=h 


am/} 


also    durch    Oleichsetzung   beider  Formeln 
(vergl.  Erkl.  47): 

TT  siny  a    sin  a 

sm  V;         h    sm  ß 

Durch  die  Gleichungen  I  und  11   ist    das 
Problem  gelöst,  denn  dann  wird: 

4 


1 
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III  ...  8^  =  —. sin  ((p  +  a) 

I V  .  .  .  «^  =  —T—r-  sin  (\it  +  ß) 

wähi*end  wir  oben: 

a       ,        '         h 
. Sin  a>  =:  — r-  ^ 

fanden.     . 


TT  **  ^'  U  , 

V  .  .  .  «^  =   ^^  ■  Sin  (p  s=:   ^.^  ^  sin  v/ 


Fra^e  51*   In  welcher  Weise  werden 

die  Gleichungen  I  und  II  am  bequemsten  Antwort.    Um  die  Gleichungen  I  nnd  II 

aufgelöst.  am  bequemsten  auflösen  tu  können,  wendet 

man  folgendes  Verfahren  an: 
Man  setzt: 

Erkl.  48.    Setzt  man :  a  sin  /?  _          _  sin  ip 

tgi,  =  il5^  TsmT  ""  *^ '^  "  "siäV 

•"^*^  sodann  wird  (vergl.  Erkl.  48): 

BD  Wird:  .      ^       .               ^    \ 

l±tg^  =  l+-j^  siny  +  sinv^   -  1  +  tg^ 

also:  Nun  ist  aber: 

1   I  i.             sin  o)  +  sin  V  .             .     .       o  •    V  —  V'         V  +  V' 

l  +  tgM  = -^ -^  sm«)  — smur  =  2 sm      ^       cos  ■     '  ^ 

*  ^^              sintp  -TT                   2                 2 

-       .             sin  o)  —  siniif  _        cp  —  U»    .    v  +  V 

1  — tgii  = ~ —  sm«)  — smv/  =  2coB  ^  ^       sin— -tt-^ 

^'^              smy  -TT                    2                 2 

Wird  die  letste  der  beiden  Gleichungen  durch  Also: 

die  erste  dividiert,  so  folgt :  sin  tp  —  sin  \fß  (p  —  ^         <P  +  V 

1  — tg^  _  siny—siny;  sin </)  +  sin i^  "^  ^       2       *^       2 

t  +  tg  ^        sin  <p  -e  sin  v/  Femer  ist  (vergl.  Erkl.  49) : 

lr^  =  tg(46o  +  ^) 

Erkl.  49.     Setzt  man  in  der  allgemeinen  ~r  *«  r 

Formel:  so  dass  wir  also  erhalten: 

tH  =45^  also  tgmr=  1  so  folgt  die  benutzte  Da  nun  9  +  V^  und  ft  bekannt,  so  be- 

Gleichung.  rechnet  man  leicht  aus  dieser  Gleichung  ff- 

nnd  ^. 


FvAge  52.    Zu  welchen  Folgerungen 
führt  die  Formel  VI?  Antwort.    Aus  der  Formel  VI  folgt,  dass 

das  Pothenotsche  Problem    nicht  aUgemem 
lösbar  ist.    Ist  nämlich: 

Bemerkung.    Ist  (p-j-ip  =.  180»,  dann  ist  also : 
das  Viereck  ein  Kreisviereck.  Die  beiden  Kreise,  sin  ^  =:  sin  i^ 

welche  wir  im  I.  Teile  Seite  98  zur  konstruk-   d.  h.: 

tiven  Lösung  dieses  Problems  angewandt  haben,  <^g^  =  1  oder  ^  =  45« 

fallen  zusammen,  d.  h.  der  gesuchte  Standpunkt  also  auch : 
ist  unbestimmbar  (nicht  aber  unbestimmt).  45o-(-^  90o 

dann  haben  wir: 

tg  -^-^  =  tg  90o.ctg  900 
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Bemerkung*     Ueber    die  Art    der    Unbe-   oder: 
stimmtheit  des  Ausdruckes:  *«.  V  —  V'  a       ^ 

tflT  -^ — =^ — - —  =:  00*0  =  — 

^'  'T  d.  h.   unbestimmt.    Dieser  Fall  wird  wobl 

vergleiche  Eleyers  Lehrbuch  der  Differential-  selten  in  der  Praxis  vorkommen ,  aber  auch 
rechnung.  ^ft^"^»  wenn: 

Bemerkung.    Es  lassen  sich  wohl  Regeln  »**^®  ^  1^0«  sind,  Hefert  die  obige  Formel 

aufstellen ,  nach  welchen  man  ohne  Figur  das  ^e^ger  genaue  ^sultate. 
^  , ,      ,'       ,          TiT-     .  u                •  Der  besagten  Formel  haftet  jedoch  noch 

Problem  lösen  kann    Wir  ziehen  es  vor,  immer  ^^^    ^^^  Unbestimmtheit    an.      Es    ist 

auf  Grund  einer  kleinen  Skizze  zu  rechnen,  ni^nilich: 

weil  man  damit  schneller  vorwärts  kommt  und  tp  —  x  f  ip^x  \ 

man    schon    bei    der  Konstruktion    auf  einen  ^^  — 2 —  ~  ^  \ — § —  ~  ^^  w 

etwaigen  Ausnahmefall  O-oo  aufmerksam  wird.  ^Iso  muss  man  am  besten  ans  der  Figur  ent- 
scheiden, welcher  Wert  zu  nehmen  ist. 


Aufgabe. 

Es  sind  die  Koordinaten  dieser  Punkte  gegeben: 


X 

!f 

A 

—  141028.77 

—   713.12 

B 

—  141864.38 

—  6408.34 

C 

—  146661.»! 

4-3929*26 

femer  zwei  von  einem  Standpunkte  0  gemessene  Winkel: 

a  =  760  9'  34" 

i»  =  440  46'  18" 

Es  sollen  die  Koordinaten  des  Standpunktes  0  bestimmt  werden.  Wir  müssen  zu- 
nächst die  Längen  a  und  b  sowie  den  Winkel  y  an  der  Spitze  bestimmen. 

Dazu  rechnen  wir: 

Xß  X^  Xfy  Xß 

Sodann  ist: 

yB—VA  ,      vc-vb 

a  =.  ; 6  =  ; 

sm«^^  sma^ß 

und 

y  =  ^ÄB^^BC 

oder: 

180  y  =  ft^B—^Bc 
Welcher  von  beiden  Fällen  stattfindet,  lässt  sich  leicht  einer  Skizze  entnehmen, 
anf  welcher  man,  nach  aufgetragenen  Koordinaten,  die  geometrische  Konstruktion  aus- 
geführt hat.  Vergleiche  Figur  41,  welche  unserem  Falle  entspricht.  Bemerkt  mag  noch 
werden,  dass  es  sich  in  unserem  Beispiel  um  einen  trigonometrischen  Punkt  der  Stadt 
Pisek  in  Böhmen  handelt,  daher  die  österreichische  Zählweise  der  Azimute. 

Sind  diese  Grössen  bestimmt,  so  wird  wie  in  der  Frage  50  weiter  gerechnet,  wo- 
durch man  die  Grössen: 

«a  H  h  . 

erhält.    Damit  sind  Entfernungen  und  Azimute  bekannt  und  man  kann  nach  Frage  50 
die  Koordinaten  des  Punktes  0  dreifach  berechnen. 

Wir  geben  im  nachfolgenden  die  Eechnung  schematisch  mit  den  notwendigen 
Formeln  voran.  Die  fundamentale  Wichtigkeit  dieser  Aufgabe  möge  die  Ausführlichkeit 
entschuldigen,  mit  welcher  wir  sie  behandeln. 
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Figur  41. 


' 


X'-l'tOOOO 


w- 


1-10,000 


N 


Y 


A 

Pa 

^A 

a 

B 

yß 

^B 

ß 

C 

yc 

'c 

VB-lfA 

vc-yß 

^B-^A 

^C       ^B 

^''ab 
oder: 

a 


yß—yA 


yß-yA 


am  ff 


AB 


*fif«i9c  =  ini 


5  = 


y<7- 

-yß 

^c 

-'ß 

yc 

-yß 

=  ff  .  •» —  a 


y-'^AB 


BC 


>  NB. 


Bina 


BC 


y  =  lÖÖ^— «^u— «ÄC 


tg^ 


aBin/f 


y  +  Vr  =  86ao-(o  +  /j  +  y) 


t«Y(V  +  V)  =  tg-(v  +  V^)ctg(460  +  ^) 


5-  = 


Bina 


8m(y +  «) 


«..  = 


sin« 


sin  9 


sin^ 


Bin^ 


"       sind 


fiin(i//  +  ^) 


Das  Pothenotsdie  Problem.  53 


) 


Dann  ist: 

=  *i9+  «6  <508«^0  =  y^+  «6  sin  «ÄO 

=  *C  +  *c  «>S  «CO  =  yc  +  *c  ^^  ^CO 

Dort  wo  sin  NB.  steht,  muss  die  Figur  entscheiden.  Mit  Hilfe  dieser  Formeln- 
zusammenstellnng  dfirfte  das  nachfolgende  Schema  flir  die  Rechnung  sofort  verstanden 
werden.  Die  drei  Punkte  A  =  Pisek,  B  =  Nepozdrice,  C  =»  Cizova,  in  der  Vermessung 
der  königlichen  Stadt  Pisek  in  Böhmen. 

X  y 

A  —718.12  —141028.77 

B  +5408-34  —141864.38 

C  +3929-25  —145561.91 

a  =  760   9'  34" 
/J  =  440  46'  18" 

y3—y^+ 6121.46  y^  —  y^— 1479.09 


Xß—  Xj^    - 

-835.61 

^C~"*B"~ 

4697.53 

iogy^-y^ 

3.786  855 

logjfc— y^ 

3.169  995^ 

log  sin  «^^ 

9.995991 

log  sin  a^^ 

9.477  600^ 

^^%^ß—^A 

2.922  004^ 

logx^—a:^ 

3.671870^ 

10«<««-4B 

0.864851 

log  t«  ^BC 

9-498125 

loga 

8.790  864 

log  6 

3.692195 

log  sin  a 

9.987  204 

log  sin /f 

9.847  748 

n. 

0  =    970  46'  23 

u 

«^^=197  28  39 

y=  80  17  44  =1800  +  «^^-«^^ 
a  +  ^=  110  55  52 
a  +  ^  +  y  =  201  13  36 
y  +  1/f  =  158  46  24 

log-A-  =  3.803  660  u  =  420 18'  1 

^  SM«  ^ 

log-T^  =  3.844647  u  +  450  =  87  18    1 

log  tg/i  =  9.959 013  4-  (y  +  V)  =  79  23  12 

logctg(^  +  450)  =  8.673618  -i-(v-V)  =  l^     7  29 

logtg4-(9  +  ^)  =  0-727263  9  =  93  30  41 

logtgi-(y  —  ,/^)  =  9.400781  V  =  Ö5  15  43 

Eontrolle: 

y  +  «  =  1690  40'  15" 
i//  +  /f  =  110    2    1 
y  =    80  17  44 


ii 


3600   0'    0" 
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log -^=3.803660  log-;^  =  3.803660 
®  sma  sin« 

logsin(9)+a)=  9-253592  logsrntp  =  9*999184 

logs^  =  3057252       log«^  =  3-602844 


log-A-:  =  3.844647  *        log-^  =4-844647 

log sinv;  =  9.958196  log8m(^-f /9)  =  9-772893 

log«  =3-817540 


log«.  =  3.802843 


«^^  =    970  46' 23" 


«^^=  1910  ir   4" 


y  —  93  30  41 

«  =  76  9  34 

«^^  =  191  17  4 

«^^  =  267  26  38 

Jrro 

«3^=  1970  38' 39"     „^^  = 

1800  —  ^  =  114  44  17      —ß  = 
«^^  =  312  12  56      «ö^  = 


2670  26'  38" 
87  26' 38" 


13212  56 

—  444618 
87  26  38 


log«^  =  3-057  252 

log  sin  «^^  =  9-291  546^ 

log(yo-y^)  =  2-348  798^ 


180'   0'    0" 
log«^  =  3-057  252 
log  cos  a^^  =  9.991  522^ 
log(xo-x^)  =  3.048  774^ 
log  6^=  3-817  540 
log8in«^^  =  9-869  597, 
log(yo-yc)  =  8-ÖÖ7137 


logfc^  = 
log  cos  «^o  = 


y^  —  y^  =  — 223-26    o:^— 3?^=     —111886  :  y^—y^= —4866.61 


y^  =  ~  713-12 


«^  =  —  141028.77 


y^  =  4.3929.25 


3-817  540 
9-9  829  319 
3-644859 

+  4114-27 
-14656191 


a?^  =  — 142147-63 


y^  =  — 936-87 

Demnach  sind  die  Koordinaten  von  0: 

yQ=  —  936-37  m 


yo=   —936-36 


*o  = 


—  14214764 


x^z=  —142  147-63  m 


womit  die  Berechnung  vollendet  ist. 


4.  Das  Hansensche  Problem. 

Anmerkung  6.  Das  nachstehende  Problem  wird  in  der  Praxis  seltener  angewendet,  und 
zwar  ans  dem  Grande,  weil  die  Berechnang  nicht  so  schematisch  ausgeführt  werden 
kann  wie  bei  dem  von  Pothenot  und  auch  wohl  deswegen,  weil  Visuren  an  beiden 
Bestimmungspdlikten  notwendig  sind.  Den  Namen  hat  dieses  Problem  nach  dem 
bertthmten  Geodäten  nnd  Astronomen  Hansen. 

Frage  53.   Wie  lautet  das  Hansen- 
sehe  Problem?  Antwort    Es  sind  aus  zwei  gegebenen 

Punkten  0  und  P  (vergL  Figur  42)  vermittels 
der  Winkel: 

a,    ß,    y,    <f 

die  Koordinaten  der  Standpunkte  A  und  B 
zu  berechnen. 

Sei  die  Situation  wie  in  der  Figur  42 
angezeigt.    Dann  hat  man: 

''op^ 

Sodann  wird: 


^p  —  *o 


D  =  0P=: 


__  Vp  —  Vo   _  ^p  —  ^ 


o 


sma. 


cosv. 


*0P  «"--op 

Femer  liefert  die  Figur  unmittelbar: 

I . . .  (p  +  tff  =  ß  +  r 


Das  Hansensohe  Problem. 
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Erkl.  50.    Wir  haben  im  A  OPB: 

sin  (f  • 

feraer  im  ^OFA: 

sin« 
smv  =  w — y^ — 

so  dass  al84>: 

^.  Bintp         ^sincT 

sinv        wsin« 

wird.    NüH  ist  aber  im  /\ABP: 

sin/? 


2)  .  .  .  g  =  rf 
und  im  /\ABO: 

sin  («  + /S -H  y) 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  1) 
so  folgt  die  Gleichung  II. 


sinf/J  +  y-J-J) 
siny 


ErkL  51.    Aus  dem  /\OPÄ  folgt: 

sincp   p 

sinv         m 

und  ist  im  A  OAB: 

sind 
p  ^=.  d 

und  im  /^OAB: 


m  r=z  d 


sinOJ  +  (T) 
siny 


und  (vergl.  Erkl.  50) : 
-.-  siny  _  sin^  sin/?  sin  {a-^-ß-^-Y) 


siny         siny  sinasin(y  +  <^H"Ä 
Setzt  man  also: 

sino) 
.   ^  =  ctgu 

Binv 


ctg  (450—^) 


so  wird  (vergl,  Frage  51): 

dabei  ist: 

._  sin/>sin/?8in(g  +  ^  +  y) 

^'^        8inysinysin(y  +  <f +  /S) 

Die  Situation  kann  aber  auch  wie  in  der 
Figur  43  ausfallen.    Dann  haben  wir: 
I  .  .  .  ip-\-xp  —  1800  — («  +  /?) 

ferner  (vergl.  Erkl.  51): 

siny   sin (a  -f- y)  sin«? 

sin  \p  ""  sin  (/?  +  ^)  si^  Y 
Man  hat  hier  also: 

sin<f  sin  (a  +  y) 
ctgu  =     .   v^  ,  V   . 
^^        sm(/J  +  a)siny 

zu  setzen  und  erhält  dann: 


tg 


=  tg-5^i:^ctg(^  +  450) 


2        ""  "^        2 

Dadurch  ist  aber  die  ganze  Figur  gegeben^ 
denn  man  kennt  alle  Winkel.  Dann  können 
die  einzelnen  Seiten  und  ihre  Azimute  be- 
rechnet werden, 

Figur  44. 


sin  («  +  y) 
woraus  die  nebenstehende  Gleichung  folgt. 

Bemerkung.    Wir  geben  nachstehend  ein  Beispiel  zur  Figur  44,  welches  nach   den 
Auseinandersetzungen  bei  dem  Problem  von  Pothenot  ohne  weiteres  verständlichj^ist. 

(Oesterreichische  Koordinaten.) 
0    y  =  — 713.12  «=—141028.77 

P    y  =  — 2306-46  a:  =  — 141  112.31 

«=    450  23' 11" 
ß  =  128  49     1 
y  =    62     8     3 
iT  =  112  34  19 


1 
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log(yp-yc>)  =  »-202036^ 
log:{«^-aro)  =  1-921894^ 
logtg«po  =  1.280142 
«^  p  =  262o  59'  41" 

logÖTp  -  y^)  =  8-  202  036^  log(a?^  -  x^)  =  1  -921 894^ 

logsina^p  =  9.999408^  logcoaa^p  =  8.719261^ 

log  JP=:3»202ft38  logD  =  3-202  638 

a-l-v  =  174012*12"  1 


/}  -f  d  =  174  42    2  2 

<r4-j^  =  241  23  20  2 

<y>-|-i^   =    61  23  20  2 


<r  +  j.  =  241   23  20  1   /      I      ^  X     Q  on 

^^  —  (y  +  V')=    5     8  29 


y  =  35  60    9 

V  =  25  23  11 

log  sin/f  =  9.946  474  log  sin  {d  +  y)  =  0-948  440 

logflm(«  +  y)  =  8.904691  logD  =  3.202  633 

S  =  8.950  165  log  8in(a  +  ß)  =  9-979  351 

logsina  =  9.852456  logsin^  =  9.767501 

log  sinO?  +  <r)  =  8.966035  log  Ji  =  3.269  191 

5=8.818  491  logsm^'  =  9.634826 

log  8m(v  +  r)  =  9.709  903  m  =^  J^  sin v  \  ^  _  /> 

log^,  =  3. 223382  n  z=:  J^  sintp  )     *  "   nn(^  +  y) 

log  8in(y  +  0  =  9.822  328  p  =  ^,  8m(<^  +  «)  \       _ 


^1  = 


g  =  /i,  sinCv^  +  r)  /    »        Bin(a  +  ß) 

ctg^  =  0.132  674  m  =  3.026  694 

fi  =  360  22'  53"  «  =  2. 894  019 

^+450  =  81  22  53  jp=:  3.045  610 

ctg(^  +  450)  =  9. 180  607  g  =  2.933  186 

tgy(y  +  V')  =  9.773  512 

tgy(9-V)  =  8.954119 
Nun  werden  die  Koordinaten  gerechnet: 


A 

B 

Ä 

B 

2660  69'  41" 

2920  32'  52" 

860  59' 41" 

510  9' 32" 

25  83  11 

6  17  38 

—  35  50    9 

—  5  47  18 

2920  32'  52" 

2970  50'   0" 

510   9' 32" 

45«  22'  14" 

logCOB 

9.586  713 

9.669  226 

9.797  381 

9-846  657 

3.026  694 

3-045  610 

2.894  019 

2-933  185 

log  sin 

9.965  465.. 

9.946  604.. 

9.891  475 

9-852276 

log^y 

2.992159.. 

2.992  2U 

2.785  494 

2-785461 

logJ^ 

2. 610  407 

2.714  835 

2.691494 

2.779  842 

^y 

—  982.11 

—  982. 23 

+  610-23 

+  610.18 

y 

—  713.12 

—  713.12 

—  2305.46 

—  2305.46 

y 

—  1695.23 

—  1695.36 

—  1695.23 

~  1695.28 

^x 

+  407.76 

+  518.60 

+  491.36 

+  602.34 

o; 

—  141028.77 

—  141028.77 

—  141112.31 

—  141112.31 

d? 

t 

—  140  621.01 

—  140510.17 

—  140  620-95 

—  140509.97 
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Die  Koordinaten  der  beiden  gesuchten  Punkte  sind  also  im  Mittel: 

A    —1695-28  —140620.98 

B    —1695.31  —140510.07 

Bemerkung.    Auch  hier  kann  es  eintreten,  dass  die  Formel: 

tg^-^  =  tg*±^ctg(^  +  450) 

unbestimmt  wird,  d.  h.  von  der  Form: 

0*00 

dann  kann  offenbar  die  Lage  der  beiden  Punkte  auf  diese  Art  nicht  bestimmt  werden.    Solche 
Punkte  muss  man  in  der  Praxis  zu  umgehen  trachten. 


5.  lieber  die  Anffindnng  der  Felder  in  Polygonztigen. 

Frage  54.    Wie  wird  ein  Längen- 
fehler  in  den  Koordinaten  gefanden?  Antwort.    Um  einen  Längenfehler  in  den 

Koordinaten  zu  entdecken,  nehmen  wir  an, 

Bemerknng.  Wir  setzen  in  den  nachstehen-  dass  die  Summe  der  Koordinatenunterschiede: 

den  Betrachtungen  voraus,  dass  ein  einziger  [^/x]  sin  [z/y] 

Fehler  im  Polygon  existiert  und  dass  derselbe  nicht  0,   sondern  beträchtlich  über  0   ist. 

weit  ausserhalb   der  Grenzen   der   möglichen  Dann  gibt  es  einen  Winkel  a  für  den: 

Fehler  liegt  {jy\ 

ErkL  52.    Denn  sei  l  die  richtige,  l-^-Jl       ,,.    ^,,    ,-,    q  :.    l  .     .     ..     . 
die  fehlerhafte  Länge  und  ihr  Azimut,  sowie:  ^nd  die  fehlerhafte  Seite  hat  ein  Azimut: 

Ä^  die  Summe  aUer  /tx  •  «  oder  ISOO-f« 

A   die  Summe  aller  z/y  Diese  Seite  muss  nun  von  neuem  gemessen 

diejenige  Differenz  mit  fehlerhaftem  /  ausge-  werden  (vergl.  Erkl.  52). 

nommen.    Damit  ist:  I>er  Fehlerbetrag  wird  sein: 


-4„  +  (?  +  z/r)co8«  =  [JJC) 


sm  «  cos  a 


^  .,    ,  ^  .  Während   die  Existenz  eines  Winkel- 

®^      ^'  j    I  7  •      _  A  fehlers  sofort  erkannt  wird,  wenn  man  die 

^y  +  /  sm  «  -  0  Winkelsumme  büdet,  bleibt  der  Längenfehler 

^^-f/cosa  =  0  bis  zur  Koordinatenberechnnng  verborgen. 


so  muss: 


also: 


^/sina  =  [z/y] 
z/Zcosa  =  [^x) 

Bemerkung.  Da  die  Existenz  der  Winkelfehler  bei  den  Koordinaten  schon  vor  ihrer 
Berechnung  hervortreten  muss,  so  behandeln  wir  dieselbe  nicht  mehr,  indem  wir  auf  Frage  167 
des  I.  und  Frage  35  dieses  II.  Teils  verweisen,  wo  dieses  Problem  geometrisch  und  rechnerisch 
behandelt  wird. 


6.  Aufgaben  über  Fehler  in  Polygonzügen, 

Aufgabe  30«    Bei  der  Bildung  der 
Summe  der  Winkel  in  einem  Polygon 

bemerkt  man,  dass  ein  Fehler  von  1^       Auflösung.     Wenden  wir  die  Bezeich- 
bei  irgend  einem  Winkel  gemacht  wurde,  nungen  der  Erkl.  53  an,  so  ist: 
Es  soll  dieser  Winkel  gefunden  werden.  ^y  +  /  sin  («  +  z/a)  =  [Jp] 

A  +  Zcos  («  +  Ja)  =  [Jx] 
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und  zugleich: 

A  -\' l  sin  a  =z  0 

-4jp+/C08a  =  0 

Erkl.  58.    Man  hat :  Werden  die  letzten  Gleichungen  von  den 

2  1  enteren  sabtrahiert,  so  folgt: 

in«  — siny  =r  28in-7r-(a:  — y)co8-jr(«  +  if)  tr  •    /     i    >  \        •      t       r#i 

cos:c-cosy  =  a8in-i-(y~x)ain-i-(:c  +  y)  ^  [cos  («  +  ^«)  -  cos  «]  =  [^ar] 

Da  nun:  <>*ß'  ^^ß^^-  ^^"-  ö^' 

y   =    „  2?8m-^C08 X =    [^y] 


am 


so  folgt: 


1  ,         .       Ja  also  durch  DiTision: 

-2  (*-«')  = -2" 


«(-+4=)  =  - 


Man  weiss  nan,  dass: 

also  wird: 
Bemerkung.    Man  beachte,  dass  die  neben-  Ja  __  ^^^ 

stehende  Rechnung  nur  dann  angewendet  werden  2    '~ 

kann,  wenn  man  einen  bestimmten  Fehler  vor-        ^jj.^  ^^g  ^^^  vorhergehenden  Gleichung 

aussetzt.    Sind  mehrere  Winkel  nahezu  gleich,  ^er  Winkel: 

was  freilich  oft  vorkommt,  so  ist  diese  Methode  ja 

nicht  anwendbar.  ""»     2 

berechnet,  so  wird  das  Azimut  des  fehler- 
haften Winkels: 


(«  +  4^)-80' 


Aufgabe  31.  Bei  der  Bildung  der 
Grössen  \/ly\  sin  \Joc\  ergeben  sich  grosse 
Fehler,  jedoch  so,  dass: 

\Jy\  +  \Jx\ 

nahe  an  0  ist    Welches  war  die  Ur- 
sache des  Fehlers ,  vorausgesetzt  dass       Antwort.    Man  hat  offenbar  zwei  Koor- 
kein  Rechenfehler  vorliegt?  dinaten  verwechselt. 

Denn  sei: 

A^^-J^^lJy\ 

A^+Jy  =  [Jx] 

Bemerkung.    Man  hat:  so  wird,  da  richtig  genommen: 
Jx^Jff^lJy]  A^  +  Jy  =  0 

also  es  ist  die  Differenz  der  verwechselten  Eoor-  a  -j-  ^^  =  0 

dinaten  gegeben,  was  ihre  Auffindung  erleichtem  auch : 
kann.  [Jy]  +  [Jx]  =  0 

sein  müssen.  Sind  daher  [//y]  sin  [^x]  sehr 
gross  und  ist  [Jy]  +  [^x]  gleich  nahe  an  0, 
so  hat  man  nachzusehen,  ob  nicht  zwei  Koor- 
dinaten verwechselt  wurden. 


Au^ben  über  Fehler  in  Polygonxügen. 
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Beispiel. 


Fehlerhaft 


Kichtig. 


+  ^y 

-Jf 

+  Jx 

—  Jx 

—  148. 27 

+   12.85 

+  4.75 

—  272.82 

—   12. 72 

—  166.07 

—   20.34 

+  282.20 

+  15.80 

+  294.96 

+  ./y 

^Jy 

+  Jx 

—  /Ix 

+  12.35 

—  148-27 

+  4.75 

—  272.82 

—  12-72 

156.07 

—  20.34 

+  282.20 

+  15-80 

+  294-76 

+  20.56 


181. 33 
160-78 


+  589.61     -428-89 
{Jxl  =  +  160-62 


+  32-90 

[^y]  = 


33-06 
0.16 


+  676-96 


677.16 
0.20 


Aufgabe  32.    In  dem  Fall  wie  yor- 
hin  hat  man  gefunden  zwar: 

nahe  Oj  dafür  war  aber: 

zu  gross.  Wo  liegt  der  mögliche  Fehler? 


Bemerkung.  Diese  beiden  letstbehandelten 
Fehler  sind  insbesondere  beim  Anfänger  häufig 
anzatreffen,  der  mit  Winkehi  über  W^  noch 
nicht  genügend  sicher  zu  rechnen  weiss. 


Fehlerha 

ft. 

+  Jx 

—  ./o: 

—  12.35 

+  4.75 

-12.72 

—  20.34 

+  16.80 

-1-20.65 

45.41 

iJx-]  - 

—  24.86 

^  [^^^]  = 

—  12.46 

Antwort  Hier  kann  man  annehmen,  dass 
ein  /ix  ein  falsches  Vorzeichen  hat.  Sei  also 
jx  jenes  mit  falschem  VorzeicheUi  so  wird: 

i4^  +  z/a:  =  0 
dagegen: 

Ä^  —  /Ixz=:  [Jx] 

also: 

2Jx  =  [Jx] 

Hat  man  also  ein  grosses  [^x]  und  be- 
merkt, dass: 

irgend  einer  Grösse  Jx  gleich  ist,  so  hat 
man  nachzusehen,  ob  nicht  hei  derselben 
Grösse  ein  Zeichenfehler  vorgekommen. 


Richtig. 


-h  12.36 

+   4.75 

-12.72 

20.34 

-[-15.80 

+  32-90 

—  38.06 

[Jx] 

—  —    0.16 

also  wahrscheinlich: 

—  12.35  statt  +12.35 
geschrieben. 


Bemerkung«  Sind  wie  hier  zwei  nahe- 
liegende Werte  vorhanden: 

—  12.35  nnd  —12.72 
so  moss  bei  beiden  nachgesehen  werden,   ob 
man  nicht  bei  der  Berechnung  das  +  mit  — 
verwechselt  hat. 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,  dann  kann  es  ge- 
schehen, dass  man  einen  Decimalpnnkt  nicht 
richtig  gesetzt  hat.  Hat  man  z.  B.  ein  Jx 
zehnmal  zn  gross  genommen,  dann  ist: 

Jx-.-^^ 
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Erkl«  54«    Man  hat  richtig :  hat  man  es  sehnmal  za  klein  genommen,  so  wird: 

falsch :  ^a:  — g-  i^x\ 

A^  +  10'Jx=  [dx]  vergl.  Erkl.  54. 

also  wenn  man  die  entere  Gleichung  von  der        Diese  Sätze  können  oft  von  Nnteen  sein, 

letzteren  subtrahiert,  so  wird:  wenn  ein  Polygon  von  vielen  Seiten  vorliegt 

9  jdx  =  [/:lx]  und  man  schnell  den  Fehler  auffinden  will. 
Analog  folgt  aus: 


^.+  10^^  = 

=  [Jx] 

Jxz 

--     lot^'l 

Fehlerha 

Lft. 

+  12.35 

+  47.50 

—  12.72 

+  15.80 

—  20.34 

+  75.65 

—  33.06 

[Jx]  : 
o         —     1 

=  +42.59 
4. 73 

Beispiel. 


Richtig. 
+  12.35 
+  4.75 


+  15.80 


—  12.72 

—  20.34 


+  3290  —33.06 

[z/ar]  =  —   0.16 

Die  eben  angeführten  Fehler  sind  die  wich- 
tigsten, die  in  der  Praxis  vorkommen  können. 

Bemerkung.    Man  hat  in  neuerer  Zeit  eine  recht  praktische  Bezeichnungsweise  ein- 
geführt.   Statt  der  negativen  Zahlen  wird  ihre  dekadische  Ergänzung  angeschrieben: 
also  statt  —12.72  schreibt  man  XX  87.28  (      X  ^^  —   1^ 

statt  —20.84  schreibt  man  XX  7966  \  XX  ^^r  — 100 

Das  obige  Beispiel  würde  dann  lauten: 

+  12.35 

+  4.75 

XX  87.28 

XX  79.66 

lß_l8?_ 

199.84    —  200  =  —  0. 16  =  [Jx] 
man  erhält  also  sofort  das  [Jx],  indem  man  die  Zahl  der  Ergänzungen  (hier  XX  +  XX  =  ^^) 
von  der  Summe  subtrahiert.  Man  erspart  dadurch  die  Doppelkolonne.  Indessen  wird  von  dieser 
Schreibweise  bis  jetzt  nur  beim  Nivellieren  Gebrauch  gemacht. 


7.  Beispiel  eines  Eatastralsystems.  - 

Die  Koordinaten  Oesterreichs. 

Anmerkung  6.     Vom  historischen   Standpunkte  ist  näheres  in  den  Mitteilungen   des 
k.  k.  militärgeographischen  Instituts  in  Wien,  Jahrg.  1887  und  1888,  zu  fahren. 

Gesetzliche  Bestimmungen  sind  enthalten  in  der  Instruktion  zur  Ausführung 
der  trigonometrischen  und  polygonometrischen  Vermessungen  behufs  Herstellung 
neuer  Pläne  für  die  Zwecke  des  Grundsteuerkatasters,  Wien  1887. 

Anfragen  sind  zu  richten  und  trigonometrische  Punkte  zu  verlangen  (2  fl.  für 
1  Punkt,  wenn  mindestens  5  begehrt  werden,  sonst  10  fl.  für  beliebige  Punkte 
unter  5)  an  das  Kalkulburean  des  Grundsteuerkatasters  in  Wien:  Finanzministeriam. 


Beispiel  eines  Eatastralsystems. 
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Nullpunkte  der  k.  k.  österreichisehen  Honarehle. 


! 

1 
Nullpunkt 

Geographische 

Ausdehnung  de 

r 
chten 

Länder 

Eolonnen 

Schii 

Länge 

Breite 

West 

Ost 

von 

bis 

1)  Unter-Oesterreich 

2)  Mähren 

3)  Schlesien 

4)  Dalmatien 

1 

St.  Stephans- 
dom in  Wien 

340  2' 21"  60 

1 

1 

480 12'  32"  76 

XX 

XII 

XII 

'  XIX 

j 

VII 
XXVI 
XXVI 
XXX 

;  1 
1 

1 

1 

1 

24 
27 
27 
41 

5)  Ober-Oesterreich 

6)  Salzburg 

7)  Böhmen 

Gusterberg 

bei 

Kremsmttnster 

340  48'   9"  17 

480   2' 20"  50 

XXI 
XXI 
XX 

IX 

IX 

XXVI 

3 
3 

1 

29 
29 
38 

8)  Steyr 

Schäckelsberg 

bei  Graz 

1 

330   7' 54"  49 

470  11' 56"  36 

XIX 

IX 

1 
0 

29 

9)  Kärnten 

10)  Krain 

11)  Istrien 

1 

Erimberg 

bei 

Agram 

320   8' 11"  26 

450  56'  44"  51 

XIX 
XIX 
XIX 

1 

xin 

XIII 
XIII 

1 
1 
1 

40 
40 
40 

12)  Tyrol  nnd  Vorarl- 
berg 

Südturm 

der  Pfarrkirche 

in  Innsbruck 

290   3' 25"  90 

470 16'  14"  10 

1 

XIX 

XVI 

1 

32 

13)  Qaliaen 

Löwenberg  in 
Lemberg 

410  42'  32"  50 

490  60'  66"  50 

XTJX 

XXIV 

2 

48 

14)  Bukowina 

Westende  der 

Radautschen 

Basis 

430  28'  53"  86 

470  64'  23"  18 

IX 

i 

VII 

1 

23 

Die  Koordinatensysteme  sind  schon  so  gewählt,  dass  man  auf  die  Erdkrämmnng 
bei  Detailvermessung  keine  Rücksicht  zu  nehmen  braucht. 
Bemerkt  mag  noch  werden,  dass: 

+  Z  =  Sttd  -  X  =  Nord 

+  r  =  West  —  r  =  Ost 

also  ist  die  Zählung  eine  andere  als  in  Deutschland. 

Was  die  Detailverteilang  anbelangt,  so  gilt  nachstehendes: 

I.  Die  ältere  (noch  im  Gebrauch  stehende)  Verteilung. 

Parallel  zu  den  Hauptachsen  wurde  das  Gebiet  in  Vierecke  von  1 D  Meile  (7586  m) 
zerlegt  (Kolonnen  und  Schichten). 

Die  Kolonnen  werden  vom  Hauptmeridian  nach  beiden  Bichtungen  mit  römischen 
Ziffern  bezeichnet  nach  dem  Schema: 

...n    I    0    I    II.. 

Die  Schichten  mit  arabischen  Ziffern,  von  den  nördlichen  angefangen.  Für  die 
DetaüvermessuDg  wurde  noch  jede  Kolonne  in  vier  und  jede  Schichte  in  fü^  Teile  geteilt 
und  bezeichnet: 

die  Kolonne  von  Ost  gegen  West  mit  a,  6,  c,  d 

die  Schichte  von  Nord  gegen  Sfld  mit  e,  f,  g^  A,  i 
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VermemmgBkiinde. 


Das  Weitere  ergibt  sich  aas  der  nadutehenden  bildliehen  DarsteUang: 

N 


m 


W 


II 


II 


o- 


d 

e 

b      a 

1 
1 

1 

1 

1 
• 

D\ 

\ 

1           1 

f 

9 
h 


ni 


2 


Damach  schreibt  man  für  die  Lage  des  Ponktes  D: 

BOllibg 

Auf  dieser  Verteitnng  beruhen  die  im  Verhältnis  1 :  2880  (1  Wiener  Zoll  =  40  Wiener 
Klafter)  ausgeführten  österreichischen  Eatastralkarten. 

IL  Nene  Einteilung. 

Aus  Anlass  der  im  Jahre  1853  stattgefundenen  Beratungen  zum  Zwecke  der  Ein- 
fUhrung  des  Metermasses  in  den  verschiedenen  Zweigen  des  öffentlichen  Dienstes  wurde 
für  die  Neuvermessung  ganzer  Oemeinden  das  Massverhältnis: 

1 : 2500 
festgesetzt.    In   Betreff  der  Grösse  der  Auftiahmesektionen  für  solche  NeumessungeD, 
sowie  der  Bezeichnung  dieser  Sektionen  gelten  folgende  Bestimmungen: 

1)  Die  durch  den  Ursprung  des  Koordinatensystems  eines  Landes  gehenden  Koordi- 
natenachsen teilen  das  betreffende  Land  in  vier  Teile,   die  wie  folgt  bezeichnet  werden: 

l.  Quadrant  SW  (Süd- West) 
IL        „         NW  (Nord- West) 
IIL        ^         NO    (Nord-Ost) 
IV.        „         SO    (Süd-Ost) 


Beispiel  eines  Katastralsystems. 
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2)  Zum  Meridian  werden  in  Entfernungen  von  je  8000  m  nnd  zum  Parallel  in 
Entfernungen  von  10000  m  parallele  Linien  gedacht 

Die  Kolonnen  werden  wie  früher  nach  dem  Schema  (Hanptmeridian  =  0) : 

...m  II  I  0  I  II  m... 

bezeichnet  Die  Schichten  mit  arabischen  Ziffern  analog  von  der  Ordinatenachse  ab. 
Jedes  Blatt  wird  femer  in  Sektionen  geteilt  nnd  zwar  parallel  dem  Meridian  in  fönf  und 
senkrecht  darauf  in  acht  Unterabteilungen,  welche  mit  arabischen  Ziffern  in  arithmetischer 
Reihenfolge  derart  bezeichnet  werden,  dass  die  dem  Meridian  oder  der  Koordinatenachse 
zunächstliegenden  Ahteilnngen  die  Nummer  1  erhalten. 

Der  gedachten  Teilung  des  Blattes  entsprechen  40  Hechtecke  von  1600  m  Länge 
und  1250  m  Höhe  mit  einem  Flächeninhalt  von  200  ha. 

Die  Dimensionen  einer  Aufnahmesection  betragen  also  für  1 :  2500  64  cm  in  Länge 
mid  50  cm  in  Breite. 

N 


n 

I 

I 

II 

2 

18        8         4        5 

1 

8 

1 
1 

7 
6 

1 

!   . 

5 

X 

i         D 

4 

8 

1 

2 

w 

1 

1 

1 

• 

• 

2 

1 

! 

1 

1 
1 
1 

4 

0 


s 

Fiü-  den  Paukt  D  haben  wir  demnach  folgende  Bezeichnnng: 

NO  n,  1,    Sekt.  4- 

Es  wird  immer  die  0  TT  Nunmier  als  Zähler  und  die  SN  Nummer  der  Sektion  als 
Nenner  angeschrieben. 

Für  einen  Triangulationspunkt,  dessen  Koordinaten  beispielsweise: 

y  (westlich)  +  36  735.60  m 

X  (südlich}  4-  ^4  548-20  m  sind, 
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hat  man: 

jf  =  +36  736.50  =  4X0000      +  2X1Ö00  +  363.60  m 

Kolonne  Abteilnng 

«  =  +64  548.20  =  6X10.000  +  3X1260  +  798.20  m 

Schichte  Abteilung 

der  Punkt  Hegt  demnach: 

SW  V,  6,    Sekt  4- 

4 

und  swar: 

+  635.60  (westlich)  von  der  Ostlichen     1  «  ,  ^.      ,.  . 

fTAo  o/i  /  -ji-  1.;  j       «  ji-  V      ^  Sektionslime. 

+  798*20   (gfldhch)   von  der  nördlichen  / 

Bemerkt  mag  noch  werden,  dass  in  Oesterreich  in  allen  Fällen  noch  die  Heaatiach- 
aufiiahme  nicht  nur  gestattet,  sondern  fast  allgemein  im  Gebrauch  ist. 

Katastrale  Systeme  Deutschlands. 

Dieselben  sind,  soweit  sie  der  preussisehen  Katastralbehörde  unterliegen,  in  der 
Anweisung  (IX)  vom  25.  Oktober  1881  für  die  trigonometrischen  und  polj- 
gonometrischen  Arbeiten  bei  Erneuerung  der  Kataster  und  Bücher  des 
Grundsteuerkatasters,  Berlin  1881,  einer  amtlichen  Publikation,  in  deren  Besitz 
jeder  Geometer  sein  muss,  enthalten.  (Anlage  A  Seite  341).  Ausserdem  existieren  noch 
andere  Koordinatensysteme  mit  den  Nullpunkten:  Mfinchen,  Tfibingen,  Mannheün,  Darm- 
Stadt,  Kassel,  Göttingen. 

Vom  historischen  Standpmikt  aus  findet  man  das  Nötige  in  dem  Werke:  Jordan- 
Steppes,  das  deutsche  Yermessungswesen,  Stuttgart  1882. 

Die  Koordinatenaufhahme. 

Wir  geben  im  Nachstehenden  nun  einige  Winke  für  die  Koordinatenaufhahme.  Von 
der  Mitteilung  eines  Beispiels  sehen  wir  der  Kostspieligkeit  der  Platten  wegen  ab.  Die 
Anweisung  IX  bietet  ein  solches.  Auch  halten  wir  die  Mitteilung  eines  ausführlichen 
Beispiels  nicht  für  angezeigt,  nachdem  wir  bei  den  einzelnen  Problemen  bereits  numeriBche 
Anwendungen  gegeben  haben. 


8.  Von  der  Aasftthrimg  eines  Koordinatennetzes. 

Frage  55.    Was  hat  man  bei  der 

Koordinatenan&ahme  zu  tiun?  ^^^^    ^^^  aUgemeine  Vorgang  bei 

einer  Koordmatenaufniäjne  ist  etwa  folgen- 

Bemerkung.  Gut  ist,  wenn  man  sich  etwaige  der:  Man  verschafft  sich  vor  allem  von  der 

frühere  Lagepläne  und  eine  gute  Karte  (Ge-  betreffenden  Katastralbehörde  (z.  B.  in  Oester- 

neralstabskarte)  des  aufzunehmenden  Gebietes  reich  vom   Kalkulburean    des   Orundateuer- 

verschafft.    Die  letztere  leistet  gute  Dienste  bei  katasters  in  Wien)  die  für   die  Aufnahme 

der  Aufsuchung  der  trigonometrischen  Punkte,  nötigen  trigonometrischen  Punkte.    Hierauf 

die  auf  ihr  gewöhnlich  bezeichnet  sind.  ^«^^eJ^  /i«  zur  Polygonalmessung  nötigen 

Punkte  dauernd  bezeichnet,  ihre  Entfemung'en 

Tt^^^^i,^^^     x\\^  T»^i„«^«^  «r^,^^«  ^;«.^i«  sowie  ihre  Winkel  genau  gemessen  und  za 

Bez^erkung.    Die  Polygone  werden  einzeln  ^^^^  ^^^^^  p^^     ^«^^  konstruiert,  die  zur 

eigens  für  die  DeUüyermessung  m  etwa  doppel-  Grundlage  der  Detailaufnahme  dienen  sollen, 

tem  Massstab  des  Elaborats  gezeichnet.  pj^g^  erfolgt  mit  dem  Prisma  auf  Grund  der 

-,        ,             .,     o       ,               .  ,.  ,  Ordinatenauf nähme  (vergl.  I,  Frage  56).    So- 

.      Bemerkung.    Als    Sammlung   gesetzhcher  ^^^  ^^^^^  ^^^^  frigonometrischer  BesÜm- 

Vorschriften    ist    unbedingt    die   Anschaffung  ^ung  der  geeigneten  Polygonpunkte  Koor- 

nachstehender  Werke  zu  empfehlen.    Dieselben  dinaten  berechnet  und  auf  die  Sektioiiabiatter 

enthalten   nur  Vorschriften  und  geben  keine  aufgetragen,  auf  welche  dann  das  Elahorat 

Theorie:  rein  kopiert  wird. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfittirliche  Prospekt  und  das  ansftUirliche  In- 

haltsyerzeiehnis  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Eleyer^  kann  von  jeder  BucUiandlnng,  sowie  von 
der  Yerlagshandlong  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aofgeschoitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkiärangen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht«  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefiflichen  Fignren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsügliohste  Lehrbuch 
ium  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmck  von  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 


^  r^  ^  ^     WT   Ä.        !    Preis    I     Vermessungskunde 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fdr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntwicUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  darch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

I  aus  allen  Zweigen 

der  Beohenkanst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen«,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Bmcken-  n.  Hoehban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darsteil«  Geometrie,  Polar-  u. 
I  Parallel-PerspeotiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Stadierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolpli  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  pxeais.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Termeiss^aiigfiskaiide 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  li&ska. 

Fortsetzung  von  Heft  1311.  —  Seite  65—80.    Mit  13  Figuren. 

Inhalt; 

Von  der  Ausftthnuag  eines  Koordinatennetzes.   —  Ueber  die  Anwendung  der  Ansgleichsrechnung  anf 

trigonometrisch-polygonometrisohe  Probleme.  —  Das  Nivellieren. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier.  [ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  Rlinlkhes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  MatbematilE,  Physik^ 
Mechanik^  math.  Geographie,  Istronomie,  des  Mascbinen-j  Strassen-y  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrokÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstjüidig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklämngen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benntzten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieb  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreneieb- 
nis,  Beriehtignngen  und  erl&nternde  Erklärnngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschnlen  I«  nnd  IL  Ord»,  glelch- 
bereebtigten  höheren  Bürgerschulen«  Priratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsscbnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  ForstwissenaehaftsBebulen, 
Milit&nchnlen ,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwftlirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüftangen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  znm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig. 


Von  der  AuBftlhriuig  eines  Eoordmat«nneties.  66 

1)  Anweisang  (IX)  Tom  26.  Oktober  IBBl        Dieses  ist  im  Grande  genommen  der  ganze 
fDi  die  trigonometrischen  and  poljgonometri-  elnznlialtende  Vorgang. 

s«ben  Arbeiten  bei  Emenemng  der  Karten  nnd 
BScber  dee  Grandatenerkataatera ,  Berlin  1881. 

2)  BeBtimmnngeu  über  die  Anwen- 
dung gleichm&BBiger  Signaturen  fflr 
topographiache  nnd  geometriacke  Kar- 
ten, Plane  und  Risse.    Berlin  1688. 

Diese  BeBtimmungen  gelten  fUr  alle  Staaten 
der  prenssischen  EatastralTerwaltnng. 

Frage  66.  In  welcher  Weise  werden 

die  Punkte  dauernd  bezeichnet?  ^j^„j     ^.^  j^„^^^^  Bezeichnnng  der 

Pankte  fSllt  verschieden  ans,  je  nach  der 

Summe,  die  anf  die  Hessong  verwendet  wird. 

Bei  der  VermeBsung  der  kgl.  Stadt  Pisek  in 

Pigor  4ß.  Böhmen   wurde   nachstehende   freilich    sehr 

D  kostspielige,  dafür  aber  daaerhafte  Bezeich* 

nnng  gewühlt 

a)  FHr  trigonometrisch  bestimmte 
Pnnkte  nnd  alle  Funkte  in  der  Stadt 
selbst.  In  eine  etwa  1  m  tiefe  Gmbe  wurde 
mittels  MOrtel  ein  Unterbau  A  ans  Steinen 
gelegt  Anf  diesm  kam  der  eigentliche 
Oranltstein  B,  oben  mit  einem  Krens  (X) 
versehen,  zu  ruhen.  Dieser  war  oben  dnrch 
einen  Schiassstein  C  mit  abnehmbarem  Deck- 
Stein  D  versehen  (vergL  Figar  45). 

b)  Die  Feldponkte  worden  etwa  -^  m  tief 

in  die  Erde  gesenkt  und  bestanden  ans  einem 
Stein  A  mit  einer  Deckplatte  B.  Der  Ort 
war  durch  eine  DrainagerObre  C  kenntlich 
gemacht  (vergl.  Figur  46). 

Meistens  aber  mnss  man  zn  viel  ein- 
facheren Bezeichnungen  greifen  and  sich  mit 
einfachen  in  die  Erde  gesenkten  Steinen  be- 
Fignr  46,  gütigen.     Dann  ist  aber   daranf  zu   sehen, 

-  -  dass  für  etwaige  Nachmessungen  die  Steine 

gehörig  gesichert  sind. 

Diese  Bezeichnungs weise  gilt  für  die  neu 
aufzunehmenden  Pankte. 

Sollen  diese  Punkte  anvisiert  werden,  so 
werden  über  sie  Baken  mit  eigenem  Stativ 
anfgestellt  (vergl.  Figur  48).  Alles  dieses 
setzt  voraus,  dass  die  trigonometrischen 
Funkte  nach  Pothenot  oder  Hansen  (vergl. 
Frage  56)  bestimmt  werden.  Diese  Bestim- 
mnngsart  dürfte  für  die  meisten  Falle  die 
bequemste  sein,  denn  es  lassen  sich  beim 
VorwSrtsabsclineiden  gewöhnlich  die  allzu 
spitzen  Winkel  nicht  umgehen,  so  dass  die 
mt  die  Ausgleichung  verwendete  Arbeit  der 
Minderwertigkeit  der  Wiokelbeobachtangen 
nicht  entspricht. 


Llsks,  TennMinneiknnde, 
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Vermessangaknnde. 


Figur  47. 


Figur  48. 


Bemerkung«  Die  eben  beschriebene  Fun- 
dierong  ist  teuer  aber  dauerhaft  und  erspart 
nach  Jahren  die  Kosten  einer  Neuanlage. 
Was  nützt  eine  noch  so  gewissenhafte  Ver- 
messung, wenn  ihre  Fundamentalpunkte  mit 
der  Zeit  verloren  gehen  infolge  mangelhafter 
Stabilisierung. 

In  der  Stadt  können  auch  Nivellements- 
bolzen (vergl.  Figur  47)  dazu  verwendet  werden, 
deren  Lage  durch  Koordinaten  bestimmt  wird. 

Der  eigentliche  Polygonalpunkt  liegt  dann 
irgendwo  auf  der  Verbindungslinie  zweier  sol- 
cher Bolzen. 


Frage  57.    Wie  werden  die  trigono- 
metrischen Katastralpunkte  bezeichnet? 


Bemerkung.  Bei  Türmen,  die  als  Katastral- 
punkte dienen,  erkundige  man  sich,  ob  sie  nicht 
nach  der  Zeit,  aus  welcher  die  Katastralbe- 
stimmung  datiert,  umgebaut  worden  sind.  Auch 
benütze  man  lieber  entferntere  Katastralpunkte, 
als  sehr  naheliegende. 


Antwort.  Die  trigonometrisohen  Kata- 
stralpunkte werden,  sofern  sie  nicht  Turme 
oder  anders  schon  bezeichnete  Objekte  sind, 
durch  passende  Signale  bezeichnet. 

Das  gewöhnlichste  Signal  gibt  die  Figur  49 
wieder.  Da  solche  Punkte  gewöhnlich  auf 
weit  entfernten  Orten  gelegen  sind,  so  muss 
die  Punktbezeichnung  möglichst  solid  und 
dauerhaft  sein,  damit  das  Signal  von  mut- 
williger Hand  nicht  verrückt  werden  kann. 
An  der  obersten  Spitze  befestigt  man  zwei 
quergelegte  Bretter,  die  rot  und  weiss  ange- 
strichen werden,  weil  diese  Farben  aus  der 
Feme  gut  erkennbar  sind. 

Bei  Landestrianguliemngen  ist  man  aber 
oft  gezwungen,  noch  massivere  und  kost- 
spieligere Signale  zu  bauen,  die  dann  zugleich 
als  Standpunkte  für  Theodolitmessongen  dienen. 
Ist  die  Theodolitaufstellung  nicht  unter  der 
Spitze  möglich,  wie  dies  bei  den  Türmen  der 
Fall  ist,  dann  werden  oft  exzentrische  Stand- 
gerfiste  gebaut  Für  die  Praxis  der  Eiein- 
vermessnng  sucht  man  aber  solche  kostspielige 
Bauten  zu  umgehen. 


Frage    58.     Wie    viele    polygono- 
metrische  Punkte  hat  man  zu  bestimmen? 


Antwort.  Nach  Anweisung  IX  hat  man 
mindestens  soviel  Punkte  zu  nehmen,  dass 
im  Durchschnitt  je  ein  Polygonpunkt  ent- 
fällt auf: 


Von  der  Aasfahrung  eine«  Koordinatennetzes. 
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Wenn  die  Panellen  in  Mittel  enthalten 

1 

mehr 
als  60  Ar 

zwischen 
60  nnd  6  Ar 

weniger 
als  5  Ar,  namentlich 

in  Städten  und 
geschlossenen  Dörfern 

fdr  den  Hassstab 

1:2000 

1:1000 

1:600 

• 

I.  im   offenen  nnd  ebenen  Terrain  ohne 

1 

besondere  Hindemisse 

7,5  ha 

1 

3,0  ha 

1,0  ha 

II.  fOr  gewöhnlich 

6,0  ha 

2,0  ha 

0,75  ha 

Ili.  beim  schwierigen  Terrain 

2,0  ha 

1 

1,0  ha 

0,5  ha 

Nach  der  österreichischen  Vermessnngs- 
anweisnng  (Instruktion)  soll  die  Anzahl  der 
Polygonpunkte  zwischen  20  nnd  50  per 
Qaa£titkilometer  je  nach  den  Terrainver- 
hftltnissen  betragen. 


Frage  59.  Wieviel  trigonometrische 
Punkte  hat  man  zu  bestimmen? 


von  60  Ar  nnd  darüber 
zwischen  60  und  40  Ar 
zwischen  40  und  10  Ar 
unter  10  Ar  in  Städten  etc. 


Antwort  Ebenso  wie  die  Zahl  der  poly- 
gonometrischen  ist  auch  die  Zahl  der  trigono- 
metrischen Punkte  von  den  Terrainverhält- 
nissen abhängig.  Die  österreichische  Instruk- 
tion bestimmt,  dass  bei  einer  durchschnittlichen 
Parzellengrösse: 

auf  je  50  Hektar 

auf  je  40  Hektar  ein  trigonometrischer  Punkt 

auf  je  80  Hektar  [  entfallen  soll. 

auf  je  20—25  Hektar 

Nach  der  preussischen  Verordnung  ent- 
fäUt  im  Mittel  auf  etwa  25  Polygonpunkte 
ein  trigonometrischer  Punkt. 


Frage  60.  Worauf  ist  bei  der  Aus- 
wahl der  trigonometrischen  Punkte  za 
achten? 

Figur  60. 


Antwort.  Obschon  man  für  gewöhnlich 
alle  jene  Punkte,  die  sich  trigonometrisch 
gut  bestimmen  lassen,  wird  mitnehmen  mttssen, 
flaches  freies  Land  ausgenommen,  so  muss 
man  trachten,  die  trigonometrischen  Punkte 
womöglich  gleichmässig  über  das  ganze 
Netz  zu  verteilen.  Kann  man  einen  Ereu- 
zungspunkt  (siehe  Figur  50)  der  Polygon- 
züge zu  einem  trigonometrischen  machen,  so 
thue  man  es.  Dort  insbesondere,  wo  sich 
Polygonpunkte  zusammendrängen  und  die 
Polygonseiten  kurz  sind,  trachte  man  auch, 
meb"  trigonometrische  Punkte  zu  erhalten. 

Oft  ist  es  angezeigt,  einen  trigonometri- 
schen Punkt  ausser  dem  Polygon  zu  nehmen. 
Dann  suche  man  denselben  mit  möglichst 
vielen  Polygonpunkten  zu  verbinden,  üeber- 
haupt  kann  die  rationelle  Anlage  eines 
Polygonnetzes  nur  an  praktischen  Fällen  er- 
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Bemerkung.  Oft  geschieht  es,  iDsbesondere 
in  den  Städten,  dass  man  überhaupt  sehr  wenige 
bestimmbare  trigonometrisdhe  Punkte  hat.  Dann 
freilich  lassen  sich  die  trigonometrischen  Punkte 
nicht  gleichmässig  über  das  ganze  Netz  ver- 
teilen. Man  muss  den  Hangel  an  solchen,  durch 
Borgftltige  Messung  der  Polygone  zu  ersetzen 
trachten. 


lernt  werden  und  ein  gut  angelegtes  Netz 
ist  ein  Kunstwerk,  auf  welches  man  mit 
Becht  stolz  sein  kann. 

Die  Anweisung  IX  gibt  ein  solches  grosses 
Beispiel,  an  wdfchem  man  die  Einzelheiten 
gut  studieren  kann,  was  wir  ernst  empfehlen. 


Frage  61.    Was  ist  über  die  Ver- 
messung der  Polygone  zu  bemerken? 

Bemerkung.    Für  die  Streckenmessung  gil- 
tige Grenzen  sind: 
L  beim  ebenen  Terrain: 


a  =  O.Ol  v'4«  + 0,005»* 
IL  beim  mittleren  Terrain: 


a  =  0,01  V'6»  + 0,0075«« 
III.  beim  ungünstigen  Terrain  höchstens: 

a  —  0,01  YSs  +  0,01 «« 

Dabei  ist  a  die  höchstens  zul&ssige  Ab- 
weichung der  beiden  unabhängig  gemessenen 
Längen  und  s  die  Streckenlänge.  In  der  An- 
weisung IX  sind  hiefür  Tafeln  gerechnet.  (Taf.  3, 
Seite  38). 

Also  für  465  m  beträgt  die  höchstens  zu- 
lässige Abweichung  der  Beihe  nach  0,54  m, 
0,66  m,  0,77  m. 

In  Oesterreich  ist  die  Formel: 

a  =  0,0006«  +  0,02  \/7 
wobei   noch    20  o/o  Abweichung  je  nach    den 
Terrainverhältnissen  gestattet  sind. 

Erkl«  65«  Seien  nachstehende  Winkel  ge- 
geben: 


Gegebene  Wi 

inkel 

Xorrigierte  Winkel 

1340 15'  82" 

+  8 

1340 16' 40" 

73  41  44 

+  8 

73  41  52 

122     7  13 

+  8 

122     7  21 

180  14  21 

+  8 

180  14  29 

29  40  80 

+  8 

29  40  38 

Summe  539»  59'  20" 

5400   0'   0" 

Statt     540     0     0 

Fehler              —  40 

40:5  =  8 

Antwort  Die  Seiten  der  Polygone  wer- 
den doppelt  gemessen,  die  Winkel  nach  der 
Frage  91  Seite  79  des  I.  TeUs. 

Man  thut  gut,  zunächst  jedes  Polygon 
in  dieser  Weise  für  sich  zu  absolvieren. 
Dann  sind  alle  Winkel  doppelt  gemessen. 
Hierauf  wird  in  jedem  Polygon  die  Winkel- 
summe  gebildet.    Diese  soll  nicht  mehr  als: 

1,5  \/n  in  Minuten 

betragen,  wobei  n  die  Zahl  der  gemessenen 
Winkel  bezeichnet.  Diese  Grösse  gilt  für 
die  alte  Teilung  860^. 

Also  für  ein  10-Eck  z.  B.  4'  7 
für  ein  20-Eck  6'  7 

In  Oesterreich  ist  diese  Grenze  durch: 

75  l/n 
Sekunden  gegeben,  also  flir  ein  10-Eck: 

8'  57" 
20-Eck : 

5'  85" 

Ein  so  gewonnenes  Polygon  wird  für  sich 
berechnet,  weil  man  so  am  bequemsten  die 
Fehler  in  der  Vermessung  oder  Rechnung 
entdecken  kann.  Frfiher  aber  muss  die 
Abweichung  von  der  wirklichen  Summe  der 
Winkel  gleichmässig  auf  die  einzelnen  Winkel 
verteilt  werden  (vergl.  Erkl.  55). 

Man  kann  aber  auch  von  einem  trigono- 
metrischen Punkt  zum  andern  die  Verbin- 
dungen rechnen. 

Wir  geben  nachstehend  Beispiele  dieser 
beiden  Bechnungsarten. 


Frage  62.    Was  versteht  man  unter 
einem  Knotenpunkt  des  Polygonzuges? 


Antwort.  Unter  dem  Knotenpunkt  des 
PolygonzQges  wird  jener  Punkt  verstanden, 
in  welchem  mehrere  Polygonzüge  zusammen* 


Ueber  die  Anwendung  der  Ansgleichsrechnnng  etc. 
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Figni  51. 


Eiid.  56.  Es  ist  klar,  dass  je  weiter  man 
sich  Yon  dem  trigonometrischen  Punkte  befindet, 
desto  ungenauer  die  Koordinaten  werden.  Sei 
also  die  Gesamtlänge  des  Polygonzuges  von  A 
bis  K  gleich  a,  von  B  bis  JC  gleich  d,  Ton  C 
bis  K  gleich  c,  so  werden  die  Gewichte  der 
einzelnen  Bestimmungen  umgekehrt  proportional 
diesen  Entfernungen.  Also  das  Gewicht  von 
^a'a  ^^^  proportional: 

a 

jenes  yon  Xßif^  proportional  zu : 

1       , 
-T-    etc. 

0 


laufen  (vergl.  Figur  51,  Punkt  K  ein  Knoten- 
punkt). 

Ist  der  Knotenpunkt  zugleich  ein  trigo- 
nometrischer Punkt,  so  werden  seine  Koor- 
dinaten, so  wie  dieselben  aus  der  trigono- 
metrischen Bestimmung  folgen,  ungeändert 
beibehalten. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  der 
Knotenpunkt  kein  trigonometrischer  Punkt  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  der  Punkt  K  (ver- 
gleiche Figur  51)  der  Vereinigungspunkt 
dreier  Polygonzttge,  die  von  den  Ponkten 
Af  B,  C  ausgehend  nach  der  Art  der  Auf- 
gabe 26  ohne  Ausgleichung  berechnet  wur- 
den. Man  erhält  dann  für  K  drei  verschie- 
dene Koordinatenwerte: 

^A       t^A 


X, 


c    yc 

Es  fragt  sich  nun,  welches  ist  der  ratio- 
nelle Wert  der  Koordinaten  von  K, 

Berücksichtigt  man  die  Gewichte  (siehe 
Erkl.  56),  so  wird  nach: 

1    .        1    .       1 


X  = 


und  analog: 


1  +  1  +  1 


1     .         1,1 

1+1+1 


9.  Ueber  die  Anwendang  der  Ansgleichsrechnung  auf 
trigonometriscli-polygonometrisclie  Probleme. 


Frage  63.     Wann  wird  die  Ans- 
gldchsrechnnng  in  Anwendang  gebracht? 

Figur  62. 

A 


Antwort*  Die  Ausgleichsrechnung  wird 
angewendet,  sobald  überschüssige  Beobach- 
tungen vorliegen.  Hat  man  z.  B.  zur  Be- 
stimmung des  Punktes  0  (vergl.  Figur  52) 
die  Winkel  a,  /3,  ^^  bei  gegebenen  Funkten 
Aj  B^  Cf  D  gemessen,  so  gibt  es  mehrere 
Möglichkeiten,  den  Punkt  0  mit  Hufe  des 
Pothenotschen  Problems  zu  bestimmen.  Es 
kann  nämlich  die  Bestimmung  aus  irgend 
welcher  der  nachstehenden  Kombinationen 
erfolgen: 

ABC 

A  C  D 
B  C  D 
ABB 

Die  Aufgabe  der  Ausgleichsrechnung  be- 
steht  nun  darin:  den  Punkt  0  so  zu  be- 
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Bemerknn^.    Die  Ansgleichnng  kann  ent-  stimmen,  dass  einer  jeden  dieser  Kombina- 
weder  graphisch  oder  rechnerisch  erfolgen.   Die  tionen  möglichst  entsprochen  wird. 
rechnerische  ist  wissenschaftlicher,  die  graphische 
beqaemer,  aber  nicht  so  genan. 


Frage  ft4.    Wie  wird  die  Ausglei- 
chung bewerkstelligt? 

Antwort    Nehmen  wir  der  Einfachheit 

wegen  an,  wir  hätten  znr  Bestimmimg  des 
Punktes  0  (vergl.  Figur  52)  die  Winkel  a, 
ß,  y  gemessen.  Die  Punkte  Ä^  B,  C,  D  seien 
gegebene  Eatastralpunkte.  Ans  irgend  welcher 
der  obigen  Kombinationen  berechnen  wir  nach 
Bemerkung.  Wir  woUen  to  den  neben-  Pothenot  die  vorläufigen  Koordinaten  des 
stehenden  Formeln  noch  weiter  bemerken.  Es  sei:  Pnnktes  O,    Dann  wird: 

Werden  y^  und  x^  um  Jy  resp.  Jx  ver-  __ 

mehrt,  so  ändert  sich  anch  a^^,  welches  in       ^'^ob^^'Z 'Z~>     ^"od^ 

ff^^-j-^/a  Übergehen  mag.    Wir  haben  also: 

y  __y  ^  iy  Als  80  gefondeue  Winkel  bilden  wir: 

oder  logarithmisch:  ^  ~  '^oc      '^ob 

log  tg  («o^  +  -^«)  =  log  (y.^  —  Vo-  -^y)  y  =  ''od  —  «oc 


Sei  nun: 

iK  —  a'  =  z/ff 


—  log  (ar^4  —  yo  —  ^^) 
Nun  ist  aber: 
logtg«^^  =  Jog(y^-yo)-log(ar^-x^)  JZjlZ  jj 

Wird  diese  Gleichung  ?on  der  vorhergehen-  ^^   ^«««4.^     j^^   -ci  n    j^«   .v    i  * 

j         i-x    u.  ^  1  f  so  müsste,   den  Fall  der  absolut  genauen 

den  subtrahiert,  so  folgt:  Beobachtung  und  die  absolute    Richtigkeit 

log  ^^^o-^"^^^^  _  1     /j.  _     '^y    A  der  Koordinaten  ^r^y^  vorausgesetzt,  auch: 

^*^0^  \  y^  —  yo)  Jaz=  Jß  z=z  Jyz=  0 

( \  ^^    \  ^^^^  ^*  ^*   ^'®  berechneten  Winkel  «,  j?,  y 

— •  log  II  —  ^^^  __  ^\  wfirden  mit  den  beobachteten  a,  ß,  y  genau 

M««  \a*  «k^^  «««^  .11«^«» J;«  /t^i\  übereinstimmen.    Dieses  wird  wohl  nie  oder 

Nun  ist  aber  ganz  allgemem  (|<  1):  ^^^^  ^^j^^^  ^^^  p^j  ^.^ 

log(l— ö  =  --l  — yf^-yl^...  Dann  aber  müssen  wir  die  Grössen  af^  und 

also:  und  y^  um  ^o;  resp.  '«^y  vermehren,  welche 

^("o-4  +  "^")  _      ^/y  ^/j;  Grössen  wir  so  bestimmen  wollen,  dass  die 

^^        "^^e^A         ■"  IfA-yo  -  ^A-^0  öleichmig: 
wobei  wir  die  zweiten  Potenzen  der  /la^Jfi  —  z/y  —  O 

Grössen  Jx,  Jy  vernachlässigen.  möglichst  erfüllt  werde.    Nach  den  in  der 

Darauf  beruhen  aber  auch  unsere  Ausgleichsrechnung    dargele^^^  Mnzipien 

,        X   r.      j       n   i.    •  1  1  AI  benutzen  wir  dazu  die  Methode  der  kleinsten 

nebenstehenden  Entwicklungen.    Also  Quadrate 

nur    dann,    wenn     dieses    geschehen 

kann,  sind  sie  verwendbar. 

log  tg«o^  =  log  (y^  -  y^)  -  log  («^  —  a?^) 

folgt  durch  Differentiation: 

1  Ja^^^  Jy^j^  JXq 


^e^oA  cos««o^         y^  —  y^        x^^  x^ 
(vergl.  Erkl.  57), 


r 
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also  auch: 


Brkl*  57.     Es  ist  nach  Kleyers  Lehrbuch 
der  Differentialrechnung: 

dx 

diogx  = 

also  wenn: 

X  =  tg(p 

gesetzt  wird: 

Nun  ist  aber: 

also  wird: 

d\ogtg(p=  ^ 


^^OA  = 

^y, 

sma^^ 

yA    yo 

— 

Jx^ 

^A       ^0 

Nan  ist  weiter: 

^0A  = 

also  wird: 

VA^yo 

sin«^^ 

""a      ^0 
cos«^^ 

"^«OA 

= 

"-OA 

COS«^^ 

— 

"-OA 

sin«^^ 

tg</)     cos'^^ 
oder  da: 

sin(r  Ist  ^a^  4  in  Bogensekunden  ausgedrückt, 

tgcp'COS^O)  =  ^-  COStt-COSfp  _  "  ^  V.  ^  , 

^^        ^       cosy         ^        ^  SO  kann  gesetzt  werden: 

=  siny  cos(^  ^^«"o^  =  ^«o^  [5-81 443] 

auch  * 

wobei   die  Zahl  in  der  Klammer  ein   Lo- 

ithmus  ist  (vergl 
Wir  haben  also: 


dlogtgy  =  Bin  y  los  y  garithmus  ist  (vergl.  Erkl.  58). 


y       ^OB  ^OA      ß  y      ^OS  ^OA      9 


OB  'OA      '  y      'OB  'OA 

oder  in  noch  kürzerer  Bezeichnungsweise, 
wenn  gesetzt  wird: 

cos  «QU  C08«OA    _ 

Erkl.  68.    Wir  haben  die  Proportion:  r^.             r^.      ""  ^ba 

z/.:8r«  =  ^«.":  360.60.60"  ,i„               ^^ 

also  wenn  r  =  1  gesetzt  wird:  ^=  fsA 

_          360-60-60«  ^OB             ^OA 

Ja   —  ^«.       ^^  ^u^  analog  für  ß  und  y: 

dabei  drückt  z/a"  die  Zahl  der  zur  Bogenlänge  ^«  =  Pba  -^^yo  +  ^BA  ^^^o 

Ja  gehörigen  Bogensekunden  aus,  ^^ß  =p^^  Jy^  +  q^^  Jx^ 


^y=PDc  ^yo  +  ^Dc  ^^o 
welche  Gleichungen  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  zu  lösen  sind. 


Frage  65.   Wie  wird  die  graphische 
Ausgleichung  bewirkt?  Antwort     Man  hat  mehrere  Methoden 

der  graphischen  Ausgleichung. 

Die  einfachste  ist,  man  bringt  eine  jede 
Gleichung  auf  die  Form: 

Erkl.  59.    Sei :  1  =    ^^Q    +  A?k- 

die  gegebene  Gleichung,    so  wird  für  y  =  0  ^oa         ^oa 

«  =  I  und  für  a?  =  0,  y  =  ij  (vergl.  Figur  63).  und  konstruiert  für  ein  gegebenes  Koordi- 
natensystem die  Gerade  (vergl.  Erkl.  69). 
Man  erhält  so  mehrere  Gerade,  die  sich  in 
den  Punkten: 

A^  B,  C  •  •  • 
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Bchneiden.    Der  Schwerpunkt  dieser  Punkte 
(P  in  der  Figur  54)  hat  die  Koordinaten : 

^jfo  nnd  z/jPo 

Wie  der  Schwerpunkt  zn  einer  Zahl  von 
Punkten  zn  suchen  ist,  brauchoi  wir  nicht 
weiter  auseinanderzusetzen. 

Diese  Andeutung  über  graphische  Aus- 
gleichung möge  genügen. 

Kunstvolle  graphische  Ausgleichungen, 
die  fast  ebensoviel  Zeit  in  Anspruch  nehmen 
wie  die  direkte  Berechnung  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate,  ohne  dabei 
so  genau  zu  sein,  sind  zu  verwerfen. 


Frage  66.  Wie  vrird  für  das  in 
der  Aufgabe  23  gegebene  Problem  die 
Ausgleichung  durchgeführt?  Antwort.    Sei  aUgemein: 

Erkl.60.  Subtrahiert  man  die  Gleichung  1)  _.        ,     ^    ^^71^,-^^^^^ 

von  der  Gleichung,  so  folgt:  ^^^  1»^*«»^  ^ö  Gleichungen: 

80  dass:  

Cp^— l>^)cosaQ^co8a^^  Man  bestimme  sich  rj  und  £  aus: 

8in(a^3  —  a^^  1)...    1?  — ftgB^p=jp^ 

Dann  ist:  2)  .  .  .   i?-|tg«^^  =  p^ 

V^Pß-r^^'^oB  und  setze: 
oder  zur  Kontrolle:  y    -_  ^_|_  ^^ 

V=Pc  +  ^^9^oc  a?^=|  +  ^| 


=  1 


1  = 


sm  «^  ^  cos  a^c—  ^^°  ''oc  ^^^  "o  b 
cos  «0  3  cos  a^^. 
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so  wird,  wenn  wieder  allgemein: 

V  —  ms^oL  —  U 
gesetzt  wird: 

welche  Gleichungen   nach  Frage  217    des 
I.  Teiles  aufzulösen  sind. 


Frage  67,  Wie  werden  nach  „An- 
weisung IX"  die  Polygonzüge  ausge- 
glichen? 


Bemerkung.  Wir  benutzen  im  Nachstehen- 
den die  Bezeichnungen  der  Anweisung  IX  um 
den  Uebergang  von  diesen  Auseinandersetzungen 
zu  der  wirklichen  Anwendung  nach  dieser  An- 
weisung anzubahnen. 


Bemerkung«    Nach  der  Osterreichischen  In- 
struktion vom  Jahre  1887  ist  die  Fehlergrenze: 

/;  =  0.006  [«]  4-  0^2  v/ w 

Längenmessungen  unter  günstigen  Verhältnissen 
haben  um  200/o  weniger,  unter  ungttnstigen  20o/o 
mehr  zur  Qrenze. 

Man  hat  nachstehende  Tafel   fttr  mittlere 
Verhaltnisse : 


Antwort.    Seien : 

die  Abweichungen  der  Summe  der  Eoordi- 
natendifferenzen  gegen  0, 

Dann  ist: 

der  sogenannte  lineare  Schlussfehler  des 
Polygons.  Dieser  Fehler  soll  di^'enige 
Orenze  nicht  übersteigen,  welche  für  die 
Gesamtlänge  aller  Polygonseiten  [s]  gesetz- 
lich sind  (vergl.  I.  Teil,  Seite  60,  Frage  80). 

Also    für   Deutschland    unter    mittleren 
Verhältnissen : 


[Js] 

Oesterreich 

Deutschland 

100 

0-36  m 

0.26  m 

aoo 

0-41 

0.39 

300 

0-53 

050 

400 

0.64 

0-60 

500 

0.75 

0.70 

600 

085 

0-80 

700 

0.85 

0.89 

800 

1-05 

0-98 

900 

1.14 

1.07 

1000 

1.23 

1.17 

f^  =  O.Ol  Ye[8]  +  o.oo75[«]« 

Da  auf  die  Polygonzüge  hauptsächlich 
die  Fehler  der  Längenmessungen  einwirken, 
so  ist  ftlr  sie  das  in  der  Erkl.  181  des  I.  Teils 
mitgeteilte  Fehlergesetz  massgebend.  Das 
heisst,  die  Koordinaten  sind  im  Verhältnis 
der  gemessenen  Seitenlängen  vom  Ausgangs- 
punkt an  gerechnet,  zu  verbessern. 

Demnach  ist  die  Verbesserung  für  eine 
Seite  von  der  Länge  s  in  der  |/-Eoordinate: 


V..  = 


'tf 


w 


8 


8 


und  für  die  a?-Koordinate: 

'  ''  =  M 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  setzt  aber 
voraus,  dass  man  keine  Winkelfehler  gemacht 
hat. 


Frage  68.   Wie  überzeugt  man  sich, 
dass  die  Winkelfehler,  die  man  bei  der 

Messung  eines  Polygons  begangen  hat,  Antwort  Um  sich  zu  überzeugen,  dass 
von  kemem  wesentuchen  Emflass  auf  ^io  Winkelfehler  ohne  Belang  sind,  betrachte 
das  Resultat  sind?  man  die  Lage  der  nach  der  obigen  Vorschrift 

verbesserten  und  der  unverbesserten  Strecke. 
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Wären  diese  beiden  Strecken  parallel,  dann 

Erkl.  61.    Sei:  ^^  ^^t  dass  die  Fehler  der  Winkelmeammg 

^y*  _  j^i  I  gering  sind.    Der  Einflass  der  Winkelfehler 

^g,i  _  ^^T  £  wird  sich  also  darin  zeigen,  dass  die  beiden 

80  wird:  "  "  Strecken  nicht  parallel  sind. 


.1y'+fl         Jy' 


Sei  also: 


tg</>-t«v  =:?Sqr^-'-^  tgv  =  -^ 

oder  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  Diffe-        ^  ,  * 

renzen:  •^  ^"^"'  , 

tg<p-tgy  = ^j^;j|2 das  Mass  der  Winkelfehler. 

Da  nun  9  sehr  nahe  an  9'  ist,  so  kann  ,.  ^^^  ^:c  sind  die  ausgeglichenen,  ./y',  jx' 

man  setzen :  ^^^  unausgeglichenen  Koordinatendinerenzen. 
,     ,       ,  ,            y  — «)'  Setzt  man: 

denn  nach  den  Lehren  der  Differentialrecbnnng  /Ix  =  /lai'  -f-  f 

(yergl.  Kleyer,  Lehrbuch  der  Differentialrech-  ^  ^^^^4  gj^jj  (^^,^1.  Eitl.  61): 


nung)  ist: 


d«,  „  _  „' -  JL^flziii^ 


Die  obige  Formel  Ubnit  eich,  d«:  ,^^1  Dum  den  Winkdfebler  direkt  in  Mi- 

^  .^  nuten  haben,  so  hat  man  zu  schreiben: 

ist,  auch  schreiben  wie  folgt:  ,  ^       ,^      .      «  ,      , 

(J^,      V  und   wenn   derselbe   m   Sekunden   verlangt 

1  •  ./ J4,  /^»  )  (^  -  ^')  ^^^^'  8®  "*• 
Demnach  wird  (wenn  man  noch  x=^x*  setzt) :  tp^-tp'  ^  206  265  ^^^      jü*^' 

^  ^  ^*  ^  JL^J^Jull^ /^^'^  Dieses    ist  der  Ausdruck  ftir  die  Ver- 

^^^^  ^/x'2  +  ./y'3«  besserung,  wenn  nur  Winkelfehler  an- 

*^^  yix'  —  ^  /  '  genommen  werden. 

w  —  (p'=z  ^ .  fo  ■  V  fl  Bezeichnen    wir    för    die    Folge    diesen 

j^2^jyi  Fehler  mit; 

e 


Frage  69.  Wie  lautet  der  Ausdruck 
für  den  Längenfehler?  Antwort.    Um  einen  analogen  Ausdruck 

für  den  Längenfehler  zu  erhalten,  setzen  wir: 

Erkl.  62.    Durch  Quadrieren  folgt :  <*  +  **>"  =  (^*'  +  ^  +  ^^^'  +  '')* 

«2  +  2«<r«  +  <rff2  80  dass  also: 

werden  die  Grössen  «f««,  |«,  i?«  vernachlässigt  *  Jx'^-^Jy'^ 

und  beachtet  man,  dass:  Dieser  Ausdruck  gilt  aber  nur  dann,  wenn 

«2  =  z/a:'«  +  z/'«  ^^^  Längenfehler  vorkommen, 
so  folgt  der  nebenstehende  Ausdruck.  Wir  wollen  diesen  Fehler  mit: 

bezeichnen. 


Frage  70.    Wie  lautet  der  Fehler- 
ausdruck,   wenn   beide    Fehler,    d.  h.       Antwort.    Allgemein  ist: 
Längen-  und  Winkelfehler  zugleich  vor- 
kommen? 


rp  =  8  cos  » 
y  =3  «  sin  a 
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also  wenn: 

s  in  s-^-da 

a  in  a-^  da 
Übergeht: 

«'  +  iTap  =  (s  +  <^«)  C08(a  +  da) 

Erkl«  68.    Man  hat:  oder: 

co8(a  + Ja)  =  cosasincf«  —  8inoco9<Ta  _  , .     .    <^«    , 

oif  SS  X  aaA # 

setzt  man  nnn:  ^  '     «    ' 

siniTfi  =  (fa  .  ,  ^     ,    ^s 

.  ,  ox  =z — v'(f(t-4 a? 

cosacr  =  1  8 

so  folgt:  also  da: 

cos(a-\-ia)  =  cosa-da  —  sin«  ia^e 

analog  ergibt  sich:  £f_  __  ^ 

8in(it-|-<y«)  =r  8ina  +  cosa«(F«  * 

also :  ^^^^  * 

y'  + Jy  =?  («  +  cf«)(8ina  +  <foco8a)  >     _         *       1 


<fa:  =  — y''e  +  €»a:' 


=  sin«  +  ÄC08«»(f«-| •9sina         Nun  kennen  wir  Öy  nnd  ÖX]  wir  setzen 

+  JsdaeoBa  ^80:  ,  r^  i 

woraus  wegen:  y       '-      j     ■  l   ^j 

y'  =  «  sina  f^  =  [-^x]e  —  [^y]e 

aiich'-  woraus: 


folgt,  denn  <Ts-Jocosa  ist  eine  kleine  Grösse,  f  [J  iL  /  r  ^  1 

die  wir  Ternachlässififen.    Setzt  man  noch  faiezu  _.   /yl^^J      /gi^^yJ 

ar*  und  y'  ein,  so  fo^g;t:  [^yP  +  [^^]^ 

<ry__rcoa-j-  ^   y  p.^  Anweisung  IX  bestimmt  nun,  dass 

wenn: 

e  <  0,0003 

nachstehende  EoordinatenYerbesserungen  an- 
gewendet werden: 

f  f 

Bemerkung.    Für  den  Fall,  dass  (/)>  0,0003,  hat  man  allgemein  zu  setzen: 

e (zfa?,  +  2-^a?j  +  ^ar,  +  2Jx^  -{-  •  •  •)  =  e X 

~«(^yi  +  2^y,  +  z/y3  +  2^y,+  ...)  =  -<^I' 
so  dass  man  erhält: 


e  =  -^ 


und  weiter: 

v^  =  €'Jy-\-e^-Jx 

X  z        ^ 

Der  Zeiger  z  ist  abweichend  1,  2,  1,  2  zu  setzen,  jedoch  so,  dass  fOr  die  erste  und  letzte 
Strecke  e^  nicht  gleich  2  wird. 

Dieses  ist  die  Vorschrift  der  Anweisung  IX. 

Die  österreichische  Instruktion  vom  Jahr  1887  bestimmt  im  ähnlichen  Falle 
dass  man  zu  setzen  hat: 
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dabei  ist  8  die  Länge  der  betreffenden  Polygonseite  und: 

wobei  n  die  Anzahl  der  Brechungswinkel  nnd  z^  der  ir-Faktor  für  die  r-Seite  des  Zuges  ist. 
Diese  Begel  gilt  aber  nnr  für  Polygonzttge  bis  sn  sieben  Brechungswinkeln.  Für  Z^öi^  mit 
mehr  als  sieben  Brechungswinkeln  ist: 

für  die  erste  nnd  letzte  Seite  des  Znges  sr  =  3 

für  die  zweite  nnd  vorletzte  Seite  des  Znges  «  =  5 
für  alle  übrigen  Seiten  des  Znges  «  =  6.  - 

Besondere  Beispiele  führen  wir  nicht  an,  da  man  ja  deren  eine  ganze  Menge  in  den 
Vermessnngsanweisnngen  hat. 


Frage  71.  Wie  wird  die  Ausglei- 
chung zusammenhängender  Figuren  be- 
wirkt? 


ErkL  64.  Nach  Frage  89,  Seite  33  haben 
wir  bei  4  Punkten: 

2.4  —  3  =  5 

notwendig  Grossen.   Hier  sind  aber  9,  nämlich 
1)  die  Seiten: 

AB  nnd  BC 

sowie  der  Winkel: 

ABC 

dnrch  die  Koordinaten  der  Katastralpnnkte  ge- 
geben nnd  2)  die  Winkel: 

«»  A  yi  «',  /»'i  Y* 
gemessen  worden.    Demnach  sind  noch: 

9  —  6  =  4 

Bedingnngsgleichnngen  zn  erfüllen.    Darunter 
mnss  mindestens  eine  Seitengleichnng  sein. 

Bemerkung«  Wir  führen  dieses  Beispiel 
ganz  ans,  um  für  alle  Fälle  die  Anwendung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zugänglich 
zu  machen. 


Antwort  Um  die  Art  nnd  Weise  der 
Ausgleichung  bei  zusammengesetzten  Figuren 
zn  erklären,  nehmen  wir  ein  einfaches  Bei- 
spiel: Zur  Bestimmung  des  Punktes  O  (vergl. 
Fig.  55)  wurden  von  drei  gegebenen  Eatastral- 
punkten  A,  B^  C  alle  Winkel  a,  ß,  y,  a\  ßf,  i 
gemessen  und  Widersprüche  gefunden. 

Erstens: 

I  .  .  .  a_pyj^y=:  1800  +  17 

II  .  .  .  «'  +  /»'  +  / =  180®  —  «'' 
Ausserdem  wurde  der  Winkel  ABC  aus 
den  Punkten  A^  B,  C  berechnet  (vergleiche 
Aufgabe  auf  Seite  51)  nnd  gleich  gp  gefunden. 
Man  fand  so: 

III  ..  .  ß  +  ß'  =  (p  +  v" 

Dadurch  sind  die  Winkelgleiohungen  er- 
schöpft (vergl.  Frage  41). 

Dazu  kommt  noch  die  Seitengleichnng: 


OB  =  -; — Sin«  = 


Biny 
also  sollte  sein: 


BC 

Biny 


7sina' 


AB    sin« sin/  _  ^ 
BC  '  sina'sinx  "" 
es  war  aber  dieser  Ausdruck  gleich: 

l+tc 

gefunden.    Man  hat  also: 

-_-  AB    sin« sin/        -    , 

IV  .  .  .  -=7; ; — ,    .  ^     =  1  +ir 

BC    ama'  amy 

Bezeichnen  wir  die  Verbesseningen  der 
einzelnen  Winkel  durch  ein  vorgesetztes  ^/, 
so  lauten  die  Bedingungsgleichnngen: 

Ja-\-Jß'\-Jy  =  V 

Jn'  +  Jß*  +  Jy'  =  v' 

Jß  -\-  Jß'  =  t?" 

AB    sin (ft  +  J a)  sin (/  +  ^rO  _  i 

BC'  9UX(a'  +  Ja')am{y  +  ^y)^ 

Diese  Formel  ist  aber  für  die  Berechnung 
nicht  geeignet. 
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Wir  Bcfareiben: 
\ogAB'-logBC+  log  sin («  +  .<fa)  +  logsinCy'+z/y') 

—  log  sin(a' + ^«')  —  ^^g  sin  (y  -|-  Jy)  =  0 
logjiB  —  logJBC+logsin«  +log8iny' 

—  log  sin«'  —  log  siny  =  log  (1  -}-  w) 

Subtrahiert  man  beide  Oleichnngen  von 
einander,  so  folgt: 

°        sina  '     ®         siny*  ^         sina'  ^         siny  ®  1  +  «^ 

Nun  ist  aber  (vergl.  Erkl.  65) : 
ErkL  65.    Es  ist:  8in(g+^«)   _  ,    ,     >   ^  ^ 

8in(tt  +  ^a)  _   8in«cos^«-|-co8csin^«  sin«  i-h-i/a'Ctg« 

55^         ~  Sni  xmd  (vergl.  Erkl.  66) : 

=  C08^«  +  sin^«.ctga  log(l +  ^«.ctga)  =  ^«-ctg« 

Setzt  man,  da  z/a  ein  kleiner  Winkel  ist:     ^^  wird: 

cos  Ja  =1  ^a  ctg«  +  ^/  ctg/ 

sin^ß  —  Ja  _  j^^  ^^^/  _  j^  ^^  =  —  IT 

80  folgt  nebenstehende  Formel.  ttt  «i  i.       .     •    t»  i.     ji 

^  Weil  man  aber  ^a  m  Bogenseknnden  an- 

setzt, so  ist: 
Erkl,  66.    Es  ist  allgemein:  (^o)"  =  (^«)  306  266 

loffO  +*)  =  ^ ö"  +  ""5 ^^  wenn: 

^  ^  206  265  mit  q 

^/«•^ctga  -\-  Jy'-Qcigy* 
Bemerkung.   Setzt  man  Ja  =  1",  so  wird:  ^  ^«''^  ctg«'  -  Jy^g  ctgy  =  -  t^ 

log  sin  («  +  1")  —  log  sin  «  Wir  schreiben  kurz : 

gleich  der  Differenz  für  l'^in  den  logarithmischen  ?  ctg«  =  n^ 

Tafeln.  (»ctg«'  =  n„' 

^"^  ''^'' '            ^  ctg «  «°^  *"^^5  ^^*.  ^^  ^^"«^^°- 

zu  erhalten,  hat  man  nnn  die  logarithmische  Dann  ist: 

Differenz  für  1  Sekunde  in  der  Nähe  des  Win-  (n^Ja-j- n^'Jy'''n^*Ja'-n^Jy  =  ^w 

kels  «  zu  nehmen.  *v       I  ^«+  Jß-\-Jy  =■  v 

^'"iJa'  +  Jß'  +  Jy^==v^ 

Bemerkung.    Unter  dem  Namen  Korrelaten  ^^ß  +  ^ß'  =  '^" 

Tersteht  man  in  der  Ausgleichsrechnung  dasselbe,  Ausserdem  soUnach  dem  Ausgleichsprinzip : 

was  man  sonst  Lagrange-Multiplikatoren  nennt,  ^a*  -f  Jß^ -\-Jy^-{-Ja** 

Es  sind  dieses  unbestimmte  Koeffizienten,  mit  -\- J ß'^ -\' J y*^  z=  J/Limmnm 

welchen  man  die  Bedingungsgleichungen  multi-  gej^ ,  nachdem   man   aber   die  obigen  vier 

pliziert,  um  sie  zu  der  Minimumgleichung  hinzu-  Gleichungen  mit  einbezogen  hat 

zuaddieren.   Sie  werden  dadurch  bestimmt,  dass  2^  diesem  Zwecke  multiplizieren  wir  die 

man  die  einzelnen  Partialdiiferentialquotienten  Bestimmungsgleichungen  mit  den  Korrelaten : 

gleich  Null  setzt.  ä;»,  Ar,,  ik„  ik^ 

Man  hat  also  die  Gleichung: 

W=i  (n„Ja  +  n^'Jy'-^nJJa'  —  n^Jy  +  u;)k,  +  (Ja  +  Jß  +  Jy  —  v)k^ 

+  (Ja*  +  Jß*  +  Jy'  -  r')Är,  +  {Jß  -  Jß'  -  r'O  K 
-f  ^tfi  -|-  Jßl^  4-  ^y^  +  ^«'*  +  ^ß'^  +  ^y'^  =  Minimum. 

Nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung 
mnss  für  diesen  Fall: 


dJtt  ~    '      öJß  '      3^y   ~    '     BJa'  '     SJßf  '     dJy" 
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C) 


Durch  diese  sechs  Gleichungen  lassen  sich 
die  Grössen: 

Ja',     Jß\     Jy* 

durch  die  Korrelaten: 
ausdrücken.    Wir  erhalten: 


B). 


dtr 


=  +*2  +  *^4  +  2^^  =  0 


dJß 

-^=.^n^J:^+k,  +  2Jy  =  0 


dJa 

dw 


-=  +  fc.  +  Ä:,  +  2^/»'=0 


*      •      •      X 


Setzt  man  die  darausfolgenden  Werte  für: 

da,      Jßy      Jy 
Ja\     Jß\     Jy* 

in  die  Gleichnngen  A)  ein,  so  ergeben  sich 
hieraus  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von: 

und  zwar  wird: 

—  2"  "a  (*^i  ^a  +  *2)  +  y  W/  (w/  ^1  +  ^s)  +  y  ♦»«'  (—  ^a  ^  +  ^s> 
— (ÄJi  n„  +  A:j)  +  y  (Ä;,  +  Ä:J  +  y  (--  n^  fc^  +  A:^)  =  —  r 

Daraus  bestimmen  sich  diese  (Grössen.  Die 
Gleichungen  B)  liefern  dann  die  Werte  für: 

Ja,      Jß,      Jy 
Jtt\     Jß*,     Jy* 

Man  erhält  nämlich,  indem  man  zuerst 
die  letzten  Gleichungen  0)  ordnet  und  sämt- 
lich mit  2  multipliziert: 

^1  (~a  —  V  +  ^*»  +  ^**  =  —  2r 

Um  diese  Gleichungen  bequem  lösen  zu 
können,  addieren  wir  die  zwei  mittleren,  in- 
dem wir  zugleich  setzen: 


Das  NiFellieren. 
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so  folget: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  letzte: 
I.  ..  k^(M+N)''4k^  =  — 2(r  +  p'  +  30 
Bemerkang.  Vorstehende  Ausgleichung  wird        Hierauf  multiplizieren  wir  die  erste  der 
man  aher  in  der  Praxis  wohl  selten  anwenden   Gleichungen  mit  3  und  ersetzen  k^  und  k^ 
kömien.    Der  Praktiker  verfügt  nicht  über  die   ^'^^  ^^^  mittleren  Gleichungen: 
Zeit.    Man  wird  sich  wohl  aushelfen  dadurch,  jj  |  3*,  —  —  2r  —  A:^  — Är^lf 

dass  man  die  Seitengleichung  nicht  bertteksich-  \  Sk^  ^  ^2v' —  k^-^k.N 

tigt,  also  jene  Grössen,  die  wir  mit  n  bezeichnet  ^^ ' 

haben,   gleich  Null  setzt.    Dann  hat  man  nur  -P^i  + -Äf (— 2r  —  ^•,  —  Ä'j 3f ) 

3  Korrelaten: 


3*j  +  *4  =  —  2r 

SÄTj  -f  ^4  =  —  2»' 

A:,  +  2*4  +  Ar,  =  — 2r" 
Multipliziert  man  die  letzte  mit  — 3  und 
addiert  alle,  so  folgt: 

—  4A:4  =  — 2f7  — 2»'4-6t;" 


oder  geordnet: 

III . . .  ^1  (P+ 3f 2  +  iV2)  —  Ar, (Jfcf  —  JV) 

=  —6w  +  2vM^2v'N 
Die  Gleichungen  I  und  II  sind  aber  Glei- 
chungen mit  nur  zwei  Unbekannten: 


dadurch  ist  k^  bestimmt.  Die  ferneren  Grössen  die  sich  leicht  lösen  lassen.  Sind  k^  und  k^ 
Ar,  und  Ä?g  folgen  leicht  aus  den  ersten  zwei  bestimmt,  so  folgen  k^  und  k^  aus  den  Glei- 
Gleichungen.     Die  Seitengleichung  wird  dann  chungen  11  und  die  einzelnen  Verbesserungen: 

zur  Kontrolle  benützt.  ^       ^o    ^ 

^a,  ^ß,  Jy  u.  s.  w. 

aus  den  Gleichungen  B)  wodurch  das  Problem 
gelöst  ist. 


Figur  56. 


III.  Das  Nivellieren. 

Frage  72.    Was  versteht  man  unter 
Nivellieren?  Antwort.     Unter   NivelUeren   wird    die 

Ausmittelung  des  horizontalen  Abstandes  von 

einer  ideellen  Oberfläche  verstanden. 

B  Bei  der  in  der  Praxis  vorkommen- 

X  []  den  Anwendung  ist  diese  Oberfläche 

immer  eine  Horizontalebene,  die 
durch  irgend  eine  Vorrichtung  kennt- 
lich gemacht  wird. 

Das  Prinzip  dieses  Vorganges 
ist  unmittelbar  an  der  Figur  56  klar. 
A  und  B  sind  zwei  Massstäbe  (hier 
Nivellierlatten  genannt),  mit  welchen 
die  Abstände  der  Punkte  m  und  n 
Bemerkung.  Man  beachte,  dass  man  beim  T^^«^  ^^^  ^"^ch  die  Vorrichtung  (NiveUier- 
Nivellieren  zweier  Instrumente  bedarf:  eines,  ^XI^SXST'^^'^''  Horizontalen  KW 
welches  die  Horizontale  versinnlicht  und  sodann 
eines  Massstabes  zur  Messung  vertikaler  Ent- 
fernungen von  der  erwähnten  Horizontalebene. 


Frage  73.    Welche  Arten  von  Nivel- 
lieren gibt  es? 


Antwort.  Man  unterscheidet  gewöhnlich 
das  Nivellieren  von  der  Mitte  und 
das  Nivellieren  von  der  Seite. 
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Bemerkimg«  Man  sprich  tauch  vom  Vorwärts-        Beim  Nivellieren  von  der  Hitte  steht  das 

und    Vor-    und    Rttckwärts-Niveilieren.     Das  Instrument  zwischen  den  beiden  Latten,  beim 

Nivellieren  aus  dem  Ende  (Vorwärtsnivellieien)  Nivellieren  von  der  Seite  (ans  den  Enden) 

ist  schon  veraltet,  man  nivelliert  jetzt  immer  ^«^arf  man  nur  einer  Nivellierlatte, 
aus  der  Mitte.    Beide  Arten  nennt  man  auch 
das  geometrische  Nivellieren. 


Fra^e  74.   Wie  wird  aus  den  Enden 
nivelliert? 


Bemerkung.  Man  kommt  bei  diesem  Nivel- 
lieren mit  einem  Gehilfen  und  einer  Latte  aus. 


Antwort  Man  stellt  das  Instmm^it  fiber 
den  einen  Pnnkt  und  die  Latte  über  den«», 
anderen,  richtet  die  Visur  horizontal  und 
liest  den  Lattenstand  L  ab.  Hierauf  wird 
die  Visurhöhe  J  des  Instruments  abgemessen 
und  so  die  Differenz  der  beiden  Punkte: 

bestimmt. 


Frage  75. 

nivelliert? 


Wie  wird  aus  der  Mitte 


Figur  67. 


Antwort  Um  aus  der  Mitte  zu  nivellieren 
stellt  man  an  den  zwei  Punkten,  deren  Höhen- 
unterschied man  bestimmen  will,  zwei  Latten 
auf  und  das  Nivellierinstrument  in  die  Mitte 
(vergl.  Figur  57).  Dasselbe  braucht  nicht 
geradezu  mit  A  und  B  in  einer  Geraden  zn 
liegen,  aber  besser  ist  es,  wenn  dieses  der 
Fall  ist  Die  Höhendifferenz  ist  dann  gleich 
der  Differenz  der  Lattenablesungen. 


Frage  76.  Welche  Vorteile  bietet 
das  Nivellieren  aus  der  Mitte? 

Bemerkung.  Nach  Frage  85  ist  es  vorteil- 
haft das  Instrument  möglichst  genau  in  die 
Mitte  der  beiden  Latten,  oder  doch  von  beiden 
gleichweit  entfernt  zu  stellen.  Ist  dieses  der 
Fall,  so  kann  man  auch  mit  einem  nicht  rekti- 
fizierten Instrument  die  Höhendifferenz  genau 
bestimmen.  Man  kann  auch  diesen  Umstand 
zur  Prüfung  des  Instruments  benützen  (vergl. 
Frage  85). 


Antwort.  Das  Nivellieren  aus  der  Mitte 
bietet  mehrere  Vorteile: 

1)  Man  kann  die  Länge  der  Stationen 
{AB)  grösser  nehmen,  dadurch  werden  we- 
niger Instrumentenaufstellungen  nötig. 

2)  Werden  die  Fehler  des  Instruments, 
insbesondere  die  etwaige  Nichtparallelität 
der  Libelle  und  der  Visur  zum  TeU  gehoben 
(vergl.  Frage  85). 

3)  Endlich  wird  auch  der  i^ilioh  für  die 
gewöhnlich  angewandten  Distanzen  völlig  ver- 
schwindende Fehler  wegen  der  Erdkrummung- 
zum  Verschwinden  gebracht. 


Frage  11.  Was  versteht  man  unter 
dem  trigonometrischen  Nivel- 
lieren? 

Bemerkung.  Das  trigonometrische  Nivel- 
lieren (wohl  zu  unterscheiden  vom  trigono- 
metrischen Höhenmessen)  wird  sehr  selten 
angewendet  und  wohl  nur  an  mittelsteilen  Ab- 
hängen. 


Antwort  Unter  trigonometrischem  Nivel- 
lieren versteht  man  die  Bestimmung  des 
Höhenunterschiedes  zweier  Punkte  auf  Grund 
der  Tangentenformel  für  rechtvnnklige  Drei- 
ecke. 

Sei  (vergl.  Figur  58)  h  die  Instrumenten- 
höhe, D  die  horizontale  Entfernung  der  beiden 
Punkte,  und  nehmen  wir  an,  dass  das  Nivellier- 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsrerzeichnis  der  ,,YÖllstandig  gelosten  Anfgabensammlnng 
von  Dr.  Ad«  Kleyer^'  kann  von  jeder  Buchliandlungy  sowie  von 
der  Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  hrochiert,  rnn  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oebrauch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
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4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 
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zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeatnng 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Sohöler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Yorsüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium  y  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 
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Vollständig  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ongelöster  Aufgaben  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iBgabe  und  EntficUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   alleu  Zweigen 

der  Beeheiikiiiist^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  Mheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physili,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-«  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brtteken-  u.  Hochban's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectire,  Sohattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler»  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathemfttikex,  yereideter  königl.  preuBs.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geomoter  I.  KUsse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

Vermesis^iiiigf  Sekunde 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kieyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  liänka. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgeblete  der  Mafhematlk,  Physik, 
Mechanik^  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hoehbanes,  des  konstmktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständl^ 
gelöster  Form,  mit  Tiden  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabc  und  Entwlckclnng  der 
bcnntzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw,  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelöstcn  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden/ 
äberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTcrzeich- 
nis,  Berichtigrangen  und  erlftutemde  Erklärungen  ttber  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  !•  und  ü.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  PriTatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien ,  Schallehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliehe 
Fortbildungsschal en,  Akademien,  Universitäten,  Land-  and  Forstwlssenschaftsschnlen, 
Militärschalen,  Yorbereitangs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ond 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  ffir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfeblbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfangen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  ttberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufjgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voU- 
stäudige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Last,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MHitftrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beraft- 
zweigen  Torkommonden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschangen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.    Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
tunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshaucUang. 
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instrument  um  den  Winkel  gp  gegen 
die  Horizontale  geneigt  ist,  so  dass 
wir  eine  Ablesung  a  an  der  Latte 
d  erhalten,  dann  ist  die  Höhen- 
differenz : 

H—h  =  a-\'Dtg(p 

oder  da  <p  ein  kleiner  Winkel  ist: 


fi  — Ä  =  a  +  D 


(p 


ßi 


Figur  59. 


Bemerkung«  Wie  man  sieht  verarsacht 
diese  Art  des  Nivellierens  unnütze  Rechnung, 
die  in  keinem  Verhältnis  zu  der  zu  erreichenden 
Genauigkeit  steht.  Denn  wenn  an  einem  In- 
strument die  Schraube  zur  Messung  gebraucht 
wird,  so  bedarf  diese  eingehender  Untersuchung 
und  einer  fortwährenden  Kontrolle. 


206  265 

Besitzt  das  Instrument  eine  Elevations- 
schraube,  so  kann  man: 

206  266 

proportional    den    Umdrehungen    derselben 
setzen,  man  hat  dann: 

BT—Ä  — a  + Jb. 2> 

wobei  Je  eine  Konstante  ist,  die  man  durch 
einige  Versuche  bestimmt. 

Diese  Methode  ist  aber,  wie  gesagt,  ver- 
altet und  wird  nur  in  Oesterreich  hie  und 
da  kultiviert.  Die  Form  des  Instrument« 
gibt  die  Figur  59. 


Frage  78.   Was  versteht  man  unter 
Präzisionsnivellement? 


Figur  60. 


Figur  61. 


Figur  62. 


L&8ka,  Vermessnngakaode.   n. 


Antwort  Unter  Präzisionsnivellement 
wird  ein  mit  möglichster  Sorgfalt  ausgeführtes 
Nivellement  verstanden. 

Für  das  Verfahren  ist  folgendes  zu  be- 
achten : 

1)  Man  nivelliert  aus  der  Mitte. 

2)  Die  Ziel  weiten  beschränken  sich  auf  50. 

3)  Man  benützt  einen  Schirm,  um  das  In- 
strument vor  der  Einwirkung  direkter  Sonnen- 
strahlen zu  schützen. 

4)  Man  nivelliert  nur  bei  gutem  Wetter, 
nicht  bei  Wind,  an  hellen  warmen  Tagen, 
nicht  zur  Mittagszeit. 

5)  Das  Instrument  wird  täglich  auf  seine 
Richtigkeit  geprüft. 

6)  Jede  niveUierte  Strecke  wird  sofort 
auch  zurücknivelliert. 

7)  Wenn  sich  eine  Differenz  zwischen 
beiden  Nivellements  ergibt,  die  eine  vorge- 
schriebene Grenze  überschreitet,  muss  sofort 
noch  einmal  nivelliert  werden. 

8)  Jedes  Nivellement  muss  einen  poly- 
gonalen Abschluss  erhalten. 

9)  Die  Ablesung  der  Latte  soll  bei  ein- 
spielender IJbelle  vorgenommen  werden. 
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«        -_  «  ü  1.14.     •  u     Äi     j-  10)  Die    Latten   (die   sich   weffen  Luft- 

Bemermmg.     Es  empfiehlt  sich     für  die  feuchtigkeit  bis  zn  0,03  <»/o  vertod^)  müssen 

Latten  eigene  Stotive  (vergl.  Figur  62)  zu  haben.  tügUch  verglichen  werden. 
Die  Latte  wird  auf  eine  gusseiseme  Unterlage        ^^^  ^^  ^^^^^^  ^^  Latten  an  einem  StaÜv 

(U)  gestern.    Die  Latte  sollte  beiderseits  be-  j^^i^^  j^  f^^^j,  ^^^  gehalten  werden  und 

Offert  sein  und  zwar  in  umgekehrter  Ordnung  mit  einer  Dosenlibelle  zur  Vertikalsteliung 

und  soll  sich  um  den  Stützpunkt  umlegen  lassen,  versehen  sein. 

Das  Verfahren  ist  dann  folgendes:  Man  liest        Auf  diese  Art  werden  gegenwärtig  alle 

zuerst  die  Latte  Ä  ab,  dann  B.    Sodann  wird  europäischen  Länder  mit  NiveUementpolygonen 

B  umgelegt  und  abgelesen,  hierauf  wieder  Ä.  tiberzogen.     Es  möge  noch  hier  angeführt 

Sind  die  Latten  beiderseits  entgegengesetzt  be-  Y.f^^S^'   ^^^  ™?°  ^^  ^^^^.  ausgedehnten 

ziffert,  so  bekommt  man  zwei  Ablesungen,  die  >;i^ellements    nicht  nur   Rucksicht  auf  die 

,.    T  XX    1«  V         j  i.  X  Erdkrommung,  sondern  auch  auf  die  etwaigre 

zusammen  die  Lattenlänge  geben  und  man  hat  Massenanziehang   und  Lotahlenkung   unt^ 

so  eme  Kontrolle.  Die  Vergrösserung  des  Fern-  irdischer  Massen  Rücksicht  nehmen  muss. 
rohrs   soll   nicht   über  40  gehen,  sonst  macht 
sich  die  Unruhe  der  Luft  fühlbar.    Als  Grenze 
der  Empfindlichkeit  der  Libelle  sind  5"  für  2  mm 
Teilstrich  anzunehmen. 

Bemerkung.  Als  Grenze,  welche  die  Differenz  zwischen  zwei  unabhängigen  Nivellements 
einer  2  km-Strecke  ist,  ist  festgesetzt  worden:  Bei  40  Stationen  12  mm  bei  mehr  als  40  Sta- 
tionen 15  mm. 

Für  gewöhnliche  Messungen  der  Landmesser  gelten  folgende  Bestimmungen: 

bis  20  m  4  mm 

von  20    „    45  „  6    „ 

„     45    „  100  „  9    ^ 

„  100    „  260  „  25    , 

allgemein : 

9\/n  mm 
wenn  die  Strecke  n  Hundert  Meter  lang  ist.    Diese  Grenzen  sind  so  weit,  dass  sie  auch  von 
einem  sehr  oberflächlichen  Nivellement  leicht  einzuhalten  sind. 


Frage  79.   Was  ist  eine  Nivellier- 

^^^^^^  Antwort     Eine   Nivellierlatte   ist   eine 

prismatische  vierkantige,  mit  einer  Centimeter- 
teilung  versehene  Latte  aus  trockenem  Holz, 
die  am  oberen  und  unteren  Ende  der  besseren 
Erhaltung  wegen  mit  Stahleinsätsen  ver- 
Bemerkung.   Da  die  Latten  wegen  ihrer  ^^^^^  ^^ 

Länge  wenig  zum  Eisenbahntransport  geeignet        ^^®  Teilung  wird  in  der  verschiedensten 

sind  und  leicht  beschädigt  werden,  so  hat  man  ^"^  .^^  .^if«?  Ä^f  ^^^-  n  ^   T^^^ 

«-«o««™«-i^»k«««  T  *4.      I      *    -^  I  gezeichnete  Einheit  dient  das  Centimeter,  die 

zusammenlegbare  Latten  konstruiert,  von  wel-  ^u^neter    werden  jedoch  anch  und  ^war 

eben  wir  jene  von  Breithaupt  &  Sohn  m  Kassel  durch  Schätzung  abgelesen  (vergl.  Figur  64). 
in  der  Fig^r  63  «„  Abbildung  bringen.    Die-        ^a  die  Nivellierlatte  zur  Messung  verti- 

selben  smd  kräftig  gebaut  und  gestatten  eine  fehler  Abstände   dient,    so  besitzen  feinere 

rasche  und  vollkommene  Streckung.  Eine  Dosen-  Latten  noch  eine  Dosenlibelle,  die  zur  Verti- 

libelle  L  dient  zur  Vertikalstellung.  kalstellung  dient. 

In  den  Figuren  64  bis  67  bringen  wir 
einige  Latten  der  firma  L.  Tesdorpf  in 
Stuttgart  zur  Darstellung,  sowie  einige  Itofile, 
welche  so  gewählt  sind,  dass  eine  etwaige 
Verblegung  möglichst  ausgeschlossen  ist. 


Daa  Nivellieren. 


Fignr  63. 
KivellleiUtteu  von  Breitbaopt  L  Sohn  In  KtSBel. 


VenBeemiigikiiiide. 


Figur  64.  Figur  66.  Rigor  66. 

NiTBllierUtten  TOn  L.  Tesdoipf  in  Stuttgart. 


Frage  80.  Welche  Vorricbtungen 
beotttzt  man,  nm  aof  der  Latte  eine  kon- 
stante Län^e  ZH  bezeichnen? 


Antwort  Um  aaf  der  Latt«  konstaiUe 
L&ugea  EU  bezeichnen,  bedient  man  sich  der 
Bogenannten  Zielscheiben.  Ea  sind  dieses 
längB  der  Latte  verschiebbare  krebfSrmtge 
oder  rechteckige  Scheiben,  welche  als  Ziel- 
punkt entweder  die  gemeinsame  Spitze  zweier 
Bchwarz  aagestricbener  Sektoren  (vergleiche 
Figur  68)  besitzen  oder  mit  einem  Index 
(vergl.  Figur  69)  zur  EinstelluDg  beliebiger 
Hälie  versehen  sind. 


Dae  NiFellieren. 
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Frage  81.  Welche  Einrichtung  zeigen 
die  Libellen? 

rigor  70. 


Bemerkimg*  Wir  haben  schon  auf  der 
Seite  38  des  I.  Teils  einiges  über  die  Libelle 
mitgeteilt  Das  nebenan  Qesagte  soll  die  dor- 
tigen Ansfühmngen  ergänzen. 


Antwort.    Die  Libellen  der  neueren  In- 
stnunente  sind  vor  allem  gegen  jähen  Tem- 

peratnrwecbsel  nnd  gegen  Be- 
schädigung durch  eine  äussere 
HüUe  geschützt  (HH  in  der 
Figur  70),  welche  zugleich 
eine  Stütze  für  die  Bekti- 
fizierschrauben  {RR)  abgibt. 
Vermittels  dieser  Schrauben 
kann  die  Libelle  ein  wenig 
gehoben  oder  gesenkt  werden, 
je  nach  Bedarf.  Aehnlich  sind  auch  zwei 
seitliche  Schräubchen  S  angebracht,  um  auch 
seitlich  die  Libelle  verschieben  zu  können. 


Fra^e  82.  Zn  welchem  Zwecke  sind 
die  seitlichen  Eorrektionsschrauben  S 
angebracht? 

Figur  71. 


/ 


\ 


N 


Bemerkung.  Neben  den  Au&atzlibellen 
findet  man  auch,  obschon  nur  an  grosseren 
Instrumenten,  Hängelibellen.  Für  diese  gilt 
dasselbe,  was  über  die  Aufsatzlibellen  gesagt 
wurde. 


Antwort  Diese  Korrektionssdirauben, 
die  man  bei  Setzlibellen  (vergl.  Figur  71) 
vorfindet,  dienen  zur  Korrektion  für  den 
Fall,  dass  die  Böhrenachse  ÄA  (vergleiche 
Figur  72). mit  der  Libellenachse  BB  nicht 
parallel  ist. 

Findet  dieses  nicht  statt,  so  ändert  die 
Blase  bei  einer  Seitwärtsbewegung  auf  dem 
cylindrischen  Lager  ihren  Stand.  Bewegt 
man  z.  B.  die  Libelle  etwa  in  der  Pfeil- 
richtuug  iV,  so  kommt  das  Ende  P  höher 
zu  liegen  als  Q  und  die  Blase  wandert  gegen 
P.  Es  muss  demnach  Q  in  entgegengesetzter 
Bichtung  etwas  verschoben  werden,  was  eben 
mittels  der  Schrauben  SS  geschieht. 

Die  Korrektion  wird  soweit  fortgesetzt, 
bis  bei  den  Seitenbewegungen  die  Blase  stehen 
bleibt. 

Figur  72. 


Frage  83.  Wozu  dienen  die  Bekti- 
fizierschranben,  die  oben  und  unten  am 
Libellenrohr  befestigt  sind?  {RR  in  der 
Figur  70). 


.  Antwort.  Es  ist  klar,  dass  wenn  die 
Unterlage  U  nicht  der  Libellenachse  L 
parallel  ist,  dadurch  auf  einer  schiefen  Ebene 
je  nach  der  jeweiligen  Orientierung  ein  an- 
derer Blasenstand  eintritt  (vergl.  Figur  73). 
Auch   zeigt   die  Figur  73,   dass   die  Blase 


86 


VermesBoiigakiinde. 


Fignr  78. 


Figur  74. 


J^'^^/^/y^j^yJVyW!^^^^^ 


Figur  75. 


A 
0 


l^==* 


a  0 

4    ^    *| 


Bemerkung.  Um  sich  daher  yon  der  Richtig- 
keit einer  Libelle  zu  überzeugen,  lege  man  sie 
nm.  Bleibt  der  Blasenstand  unverändert,  so  ist 
sie  in  Ordnung. 

Bemerkimg.  Eine  Libelle  mnss  fortwährend, 
bei  genaueren  Arbeiten  jeden  Tag  auf  ihre 
Richtigkeit  geprüft  werden.  Es  ist  geradezu 
unglaublich,  wie  veränderlich  die  Libellen  sind. 


nach  dem  höheren  Ende  snetrebt.  Es  muss 
daher  dementsprechend  an  den  Sehrauben 
RE  gedreht  werden. 

Denken  wir  una  nun  die  Ebene,  auf 
welcher  die  Unterlage  der  LibeUe  liegt, 
ganz  horizontal  (vergl.  Figur  74).    Sodann 
wird  bei  der  einen  Lage  A,  AA  die  Rich- 
tung der  Libellenachse.    Legen  wir  die 
LibeUe  um,   ao   wird   BB  die 
Richtung  der  Libellenachse.  Also 
wird: 

<^B0A  =  2a 

d.  h.  gleich  dem  doppelten  Win- 
kel sein,  um  welchen  die  Achse 
der  Libelle  von  der  Achse  der 
Unterlage  abweicht 
Darum  wird  nur  die  Hälfte  des  durch  die 
Umlegung    der   Libelle    entstandenen    Aus- 
schlags der  Libelle  an  den  Schrauben  BR 
korrigiert  (vergl.  Figur  75). 


Frage   84.     Woraus    besteht    ein 
Nivellierinstrument?  Antwort.  Ein  Nivellierinstrument  besteht 

aus  drei  Hauptteilen: 

1)  aus    dem   Dreiftissgestell   O,    dessen 

Bemerkung.  DasFemrohr  besitzt  ein  Faden-  TT\^^T' j'tJ:''^  ^  w  ^""f^" 
,^         jvj       ovv      »TT,  Drehachse  des  Instruments  dient  (vergleiche 

kreuz  und  besondere  Schrauben  KK  zu  semer  Yi/nsr  76V  ^      o 

2)  aus  dem  gabelförmigen  Lager  L  L  für 
das  Fernrohr  und 

3)  aus    dem  Femrohr  F  mit   der   Li- 
beUe H. 


Rektifikation.    Der  eine  Faden  muss  horizontal 
stehen. 


Du  NireUieren. 
Figur  16. 


Je  nach  der  Verblndiuigsweiee  des  Fern- 

robrs  und  der  Libelle  tuterelnauder  nnd  mit 

dem  Lager  gibt  es  mehrere  Arten  von  Nivel- 

lieriDStramenten.  Bei  dergewCbnlicben  Form 

Bemerknnf.     Die   HorizontalateUnng   des  gin^  sowohl  das  Fernrohr  als  auch  die  Libelle 

NiTellierinstnimeata  viid  genau  in  derselben  fest  mit  dem  Lager  Terbonden.    Dann  be- 

Art  bewirkt  wie  beim  Theodolit  (vergl.  Frage  97  sitzt  die  Libelle  eine  Korrektionsschranbe  S, 

des  I.  Teils).  dorch  welche  die  gegenseitige  Stellung  der 

Femrohr-  Snd  Libellenachae  etwas  geändert 

werden    kann.     Wir    wollen    ein    so    kon- 

Btmlertes  Nivellierinstroment  das  einfache 


Frage  85.  Welchen  Bedingungen 
hat  ein  einfaches  Nivellierinstrument  zu 
genügen? 


Erfcl.  67.  Unter  der  Visnr  oder  Zielachse 
dSB  Fernrohrs  wird  die  Verbindungslinie  ver- 
aUnden,  welche  den  Mittelpunkt  des  Faden- 
kreuzes mit  dem  optischen  Mittelpunkt  des 
Objekts  verbindet.  Der  optische  Mittelpunkt  ist 
aber  bekanntlich  dadurch  ausgezeichnet,  dassein 


Antwort  Sei  L  die  Libellenachse,  I 
die  Visnrachse  des  Fernrohrs  und  endlich  V 
die  Vertikalaohse  des  ganzen  InstrumentB 
(vergl.  Figur  77),  so  ranss: 

L\\F 
und 

also  ancli: 

P±y 
sein,    d.  h,   die   Vianr-  und  Libellenachsen 
sollen    einander   parallel  laufen    and    beide 
sollen   senkrecht  zur  vertikalen  Drehachse 
des  Instruments  sein  (vergl.  Erklärung  67). 

Man  hat  also  folgende  Korrektionen  aus- 
zuführen : 

Vor  allem  hat  man  sich  zu  überzeugen 
von  der  Richtigkeit  der  Libelle  selbst. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  die  Libelle  senk- 
recht   zur    Verbindungslinie    zweier    Stell- 
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jeder  durch  ihn  sehende  Strahl  angebrochen  schraaben  gestellt  und  die  Blase  yermittels 
durdb  die  Linse  hindurchgeht^   In  der  Figur  78  der  dritten  Stellschraube  zum  Einspielen  ge- 
.._-,..  ,,....i__^^.  bracht.    Hierauf  wird  das  Nivellierinstmment 

genau  um  180^  gedreht  und  nun  nachgesehen, 


ist  0  der  optische  Mittelpunkt 

Figur  78. 


B 


A' 


j 

B' 


ob  die  Libelle  wieder  einspielt  Ist  dieses 
der  Fall»  dann  ist  die  Libelle  in  der  Ord- 
nung. Wenn  nicht,  so  wird  der  Ausschlag 
zar  Hälfte  an  den  vertikal  stehenden 
Schrauben  M  (vergl.  Figur  76)  am  Achsen- 
ende berichtigt 

Nun  wird  die  Libellenachse  genau 
vertikal  auf  die  Umdrehungsachse 
gestellt  und  zwar  auf  folgende  Art: 

Man  stellt  die  Libelle  genau  so  wie 

früher,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  sie 

schon  berichtigt  ist    Sodann  dreht  man  das 

Bemerkung.    Es  ist  wichtig,  dass  das  In-  Femrohr  mit  der  Libelle  um  90®.  Die  Libelle 

strument  sehr  nahe  um  180^  gedreht  werde,  muss   einspielen.    Ist  dieses  nicht  der  Fall, 

insbesondere  wenn  die  Unterlage  nicht  genau  so  wird  vermittels  der  beiden  Stellschrauben 

horizontal  ist     Femer  soll  beachtet  werden,  di©    Libelle    zum  Einspielen   gebracht  und 

dass  diese  Korrektion  die  Libelle  selbst  betrifft,  ^«^«J    ^    ^®    Mhere    SteUong    Zurück- 

gedreht. 

Kurz 


es  darf  also  nicht  etwa  die  Korrektion  an  der 
Schraube  S  vorgenommen  werden. 


man  versucht  zuerst  eine 
Horizontalstellung  wie  sie  beim 
Theodolit  gelehrt  wurde  (vei^leiche 
Frage  97). 

Gelingt  die  HorizontalsteUung  nicht,  so 
stellt  man  (nachdem  man  das  Instrument  so 
horizontal  als  möglich  gestellt  hat)  wieder 
.    ,,.  die  Libelle  wie  am  Anfang  der  HorizontaJ- 

vom  NiveUierzentrum  gleich  gross  ist,  dann  wird  Stellung  und  bringt  sie  zum  Einspielen, 
der  Zielachsenfehler  unschädlich,  denn  dann  Hierauf  wird  das  Femrohr  um  180®  gedreht 
werden  beide  Lattenablesungen  um  dieselbe  und  die  Hälfte  des  Ausschlages  an  der 
Grösse  zu  gross  oder  zu  klein,  ihre  Differenz  Korrektionsschraube  S  (vergl.  Figur  76)  und 
bleibt  daher  dieselbe.  die  andere  Hälfte  an  der  Stellschraube  des 

Instruments  berichtigt. 


Bemerkung«  Es  ist  klar,  dass  man  hiedurch 
zugleich  das  Instrument  selbst  horizontal  stellt. 

Bemerkung.    Wird  aus  der  Mitte  nivelliert, 
so  dass  der  Abstand  der  beiden  Nivellierlatten 


Figur  79. 


i\ 


AI 


Beispiel.     Man  hat  folgende  Ablesungen 
gemacht : 

Stand  A  Stand  B 

Ä,  =  1.345  m,        V  =  1-500  m 

Ä,  =  1.127  m,        V  =  l-30öm 

Dann  ist  der  richtige  Höhenunterschied: 

Ä,  —  Ä,  =  0.218  m 


Endlich  muss  noch 
die  Visurachse  parallel 
der  Libellenachse  ge- 
macht werden. 

Um  dieses  zu  bewirken, 
stellt  man  (vergL  Fig.  79) 
zwei  Latten  in  einer  Entfer- 
nung von  nahezu  100  m  auf 
und  das  Nivellierinstrument 
in  die  Mitte.  Hierauf  wer- 
^  den,  nachdem  man  das  Fem- 

^^^/////y^^^^^^y'^y^^     röhr  horizontiert  hat,   die 

Latten  abgelesen  und  man 
erhält  eine  Differenz: 

Stellt  man  sich  nun  möglichst  nahe  an 
eine  Latte  und  macht  jetzt  die  Ablesungen, 
so  ergibt  sich: 

v-v 

War  die  Zielachse  parallel  zur  Libellen- 
achse, dann  mus: 

Ä|  *~  n^  SIS  Äj   —  Af 


Das  NiyelliereiL 
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während : 

V  — V  =  0.200  m 
gab.    Man  hat  also: 

V  =  1-500  —  0.218 
oder: 

Ä/  =  1.282 

Das  Fadenkrens  wird  also  so  zu  bewegen 
sein,  dass  von  B  ans  h^'  =  1*282  als  Ablesung 
an  der  Latte  erscheint. 


sein.  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  dann  mnss 
vermittels  der  Schrauben  K  in  der  Figur  76 
das  Fadenkreuz  soweit  vertikal  verstellt  wer- 
den, bis: 


Frage  86.  Welche  ist  die  optische 
Leistungsfähigkeit  der  Nivellierinstru- 
mente? 


Antwort  Zur  Beurteilung  der  optischen 
LeistungsflUiigkeit  der  Nivellierinstrumente 
benätzt  man  die  Sehweiten,  bei. welchen  die 
einzelnen  Centimeter  an  der  Nivellierlatte 
abzulesen  sind.    Man  hat: 


Objektiv-Oeffnung 

25  mm 

Vergrösserung 

20 

Sehweite  100  m 

r> 

30    „ 

n 

30 

«        200  , 

n 

35    „ 

n 

30 

.        600  „ 

r 

40    „ 

n 

35 

«         700  „ 

rt 

50    „ 

n 

40 

„       1000  „ 

Bemerkung«  Es  kann  geschehen,  insbeson- 
dere beim  üebersetzen  der  Flttsse,  dass  Visuren 
bis  300  m  vorkommen,  fdr  diesen  Fall  ist  es 
gut,  ein  30  bis  40fach  vergrösserndes  Reserve- 
okular  zu  haben. 


Es  sei  aber  gleich  von  vornherein  bemerkt, 
dass  Sehweiten  über  100  m  nur  im  Notfalle 
gewählt  werden.  Auch  soll  die  Vergrösserung 
des  Fernrohrs  nicht  über  eine  30  fache  hinaus- 
gehen, weil  dann  die  optische  Verschieden- 
heit der  zwischen  dem  Instrument  und  dem 
Ziele  liegenden  Schichten  gar  zu  stark  hervor- 
tritt (wallende  Bewegung  der  Bilder). 


Frage  87.    Wie  wird  der  Libellen- 
stand berücksichtigt? 


Figur  80. 


Antwort  Um  die  Berücksichtigung  des 
Libellenstandes  klarzulegen,  nehmen  wir  an, 
wir  hätten  eine  Lattenablesung  h  gemacht 
und  hätten  bemerkt,  dass  die  Libelle  nicht 
genau  einspielt.  Dann  lesen  wir  beide  Enden 
ab.     Sei  E^   das    der  Latte   zugewendete 

Ende,  Ej^  das  entgegengesetzte,   so 

ist  der  Winkel  O,  um  welchen  die 
Visur  von  der  Horizontalen  abweicht, 
gleich: 

e  =  ^(E^+E^yi 

wo  i  die  Empfindlichkeit  der  Libelle 
für  einen  Teü  der  Libellenteilmig 
bezeichnet. 

Sei  also  d  die  Distanz  der  Latte, 
so  wird  sich  die  abgelesene  Höhe  h 
von  der  wahren  um  die  Grösse: 

oder  da  d  ein  kleiner  Winkel  ist  um: 

c^-e-sinl" 
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Erkl.  68.  Man  hat  im  rechtwinkligen  Drei- 
eck (vergl.  Fignr  80): 

AB:=z  H^h 
und 

AB  =i  OAtge=:  dtgS 

fOr  kleine  Winkel  gilt  aher  die  Relation: 

tg  e  =  e"  sin  1" 
also  ist: 

fl  — Ä=:(isinl".e" 

Die  Empfindlichkeit  mnss  natürlich  in  Bogen- 
seknnden  ansgedrttckt  sein. 


ErU.  69. 

i-(i?j,  +  ^,)  = -1(4.8  +  14.6) 


=  -i.X19.4=^9.7 


9.7X20"  =  194"  0 


ErkL  70.    Es  ist: 
60 


fl— Ä  = 


206266 


Q700 


Bemerkung«  Es  ist  gnt,  wenn  man  bei 
genauerem  Nivellement  durch  einen  Gehilfen 
den  Blasenstand  während  der  Ablesung  notieren 
lässt.  Sonst  mnss  dieses  vor  oder  nach  der 
Ablesung  geschehen. 


unterscheiden,  also  haben  wir: 

-{-  wenn  die  Blase  von  der  Latte  weg,  — 
wenn  sie  sich  zu  der  Latte  hin  bewegt  hat 

Beispiel:  Die  Empfindlichkeit  einer  Li- 
belle war  20".  also: 

i  =  20" 
Libellenstand: 

Latten-Ende  Zweites  Ende 


4-8  =  E. 


14. 6  =  E, 


also  Stand  (vergl.  ErkL  69): 

194"  0 

von    der  Latte  weg.    Die  Entfernung  der 
Latte  betrug  50  m,  also : 

(2  =  50m 
Femer  ist: 

sin  1"  =  — ^ — 
206  265 

also  wird  (vergl.  Erkl.  70): 

H—h  =  47  mm 

Dieses  ist  aber  schon  eüie  ziemlich  be- 
deutende Abweichung. 

Will  man  scharf  nivellieren,  so  entwirft 
man  sich  für  geeignete  Distanzen  nnd  Blasen- 
stände eigene  Tabellen,  die  natürlich  nur  für 
eine  bestimmte  Empfindlichkeit  gelten. 


Frage  88.    Was  ist  eine  Bever- 
sionslibelle? 


Bemerkung.  Neuere  Libellen  besitzen  noch 
eine  sogenannte  Kammer  (vergl.  Figur  82)  A, 
welche  zum  Teil  mit  der  Flüssigkeit  gefüllt 
ist  und  durch  eine  feine  OefFnung  a  mit  dem 
übrigen  Baume  der  Libelle  in  Verbindung  steht. 
Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  die  Blasse  bei  varia- 
beln  Temperaturen  stets  auf  gleiche  Länge 
regulieren,  d.  h.  verkürzen  oder  verlängern. 
Hält  man  das  Ende  der  Kammer  nach  oben 
und  schüttelt  ein  wenig,  so  geht  ein  Teil  der 
Flüssigkeit  aus  der  Kammer  in  die  Libelle  über 
und  die  Blase  wird  kleiner.  Hält  man  das  Ende 
nach  unten,  so  kann  durch  Schütteln  die  Blasen- 
länge vergrössert  werden. 


Antwort  Unter  einer  Beversionslibelle 
versteht  man  eine  Libelle,  die  nach  zwei 
entgegengesetzten  Seiten  hin  genau  gleich 
geschliffen  und  mit  genau  gleicher  Teilung 
versehen  ist.  Die  Hülse,  in  welcher  sie  sich 
befindet,  besitzt  sowohl  oben  als  auch  unten 
einen  Ausschnitt  (vergl.  Fignr  82). 

Die  Figuren  81  bis  83  (sämtlich  den 
Katalogen  von  L.  Tesdorpf  in  Stuttgart  ent- 
nommen) stellen  Aufsatzlibellen  dar,  die  anf 
vier  mit  Achatsteinen  versehenen  Korrektions- 
schrauben ruhen.  Durch  diese  Einrichtung 
ist  die  Stabilität  der  Libellen  bedeutend  er- 
höht. Die  Schrauben  sind  paarweise  recht- 
winklig zu  einander  gelagert  und  ruhen 
unmittelbar  auf  den  Lagerringen  h  des  Fem- 
rohrs resp.  der  Fernrohrachse  B, 


Das  Nirellieren. 


Bemcrkou;.  Iii  der  vorstehenden  Fignr  64  bringen  wir  die  Abbildung  eines  Nireltier- 
instramentB  von  L.  Tesdorpt  in  Stattgart,  irelchea  mit  einer  seitlich  angebrachten  Keversions- 
libelle  versehen  ist.  Um  die  Äbleanng  derselben  vom  Okular  ans  maehen  zn  kennen,  sind  noch 
twei  geneigte  Spiegel  angebracht,  die  noch  Belieben  verstellt  werden  kOnneu. 


Vermesnmgflkonde. 


Fra^  89.     Welche   ist   die  Eon- 
stmktion    des   Taschen -NiTellierlnstru- 


Bemerknn;.  Die  nachstehenden  Figuen  66, 
86  <uid  87  stellen  die  W&gnerschen  Taschen- 
NiTeUierinatmmente  is  der  AnafUinuig  toh 
L.  Tesdorpf  in  Stattgart  dar. 


Geilchtsfeld  mit  LlheUe  nnd  GlaBinikroineiet  'k'h 


Antwort  Das  Taschen-Nivellieriiutm- 
tnent  nach  Wagner  zeichnet  sich  durch  eine 
BÜgenttimlichkeit  ans,  die  sehr  beachtenswert 
ist.  Es  zögt  nämlich  zugleich  mit  der  an- 
visierten Skala  (Latte)  das  Bild  d^  Blase. 

Man  Ist  somit  in  die  Lage  versetzt.  Im 
Moment  der  Libeileneinspielon^  die  Visnr 
oder  Ablesong  an  der  Latte  bewirken  za 
können.  Das  ist  aber  ein  grosser  Vorteil, 
well  man  anf  diese  Weise  während  der  Ab- 
lesung den  Libellenstand  kontrollieren  kann. 

Was  nnn  das  obige  Taschen-Nirelliei^ 
instmment  betrifft,  so  ist  bei  demselbeo  seit- 
wärts In  der  Wandung  des  Fernrohrs  eine 
Beversionslibelle  L  (FJgur  85)  parallel  znr 
optischen  Achse  befestigt,  und  ihr  direkt 
gegenüber  ist  ein  Planspiegel  S  in  geeigneter 
Lage  angebracht,  unmittelbar  neben  der 
änaseren  Okularlinse  ist  sodann  eine  zweite 
plankonvexe  Glaslinse  l  (in  der  Folge  „Li- 
bellenlinse"  genannt)  von  der  Brennweite 
IS'\-SL  eingesetzt  nnd  an  erstere  etwas 
angeschliffen.  Zwischen  Libelle  nnd  Spie^ 
und  zwischen  Spiegel  und  LibellenUnse  sind 
die  Femrohr wandlnagen  nnd  der  Oknlar- 
anszng  soweit  dorchbrochen,  dass  durch  die 
Libellenliuse  die  Libelle  anf  eine  Ihre  Blase 
beiderseits  um  mehrere  Teilstriche  fiber- 
ragende Länge  sichtbar  wird. 

Bringt  man  das  Auge  in  den  Schnittpunkt 
C  der  Achse  der  Libellenlinse  mit  der  op- 
tischen  Achse  des  Femrohrs,  so  sieht  man 
einesteils  ganz  nubehindert  die  im  Femrohr- 
gesicbtgfelde  erscheinenden  Objekte  (Faden- 
krene,  Nivellierlatte  etc.)  und  andemteils 
gleichzeitig  daneben  die  Libelle  in  vei^Ssser- 
tem  Uassstabe,'  etwa  wie  dies  in  Figur  86 
dargestellt  ist. 

Um  das  Eindringen  von  Staub  in  das  anf- 
geschlitzte  Femrohr  zn  verhüten,  die  Libelle 
nnd  den  Spiegel  vor  Beschädigung  zu  schätzen, 
ist  das  Ganze  von  einem  zweiteiligen  Oehänse 
nmgeben.  Das  znr  Sichtbarmachung  der  Li- 
belle erforderliche  Licht  ßlllt  dnrch  zwei  in 
dem  Oehänse  ausgeschnittene  nnd  mit  Milch- 
glas wieder  verschlossene  Ansschnitte  ein. 
(Fensterchen  F,  Figur  85  nnd  87.)  Es  ist 
Milchglas  gewählt,  weil  Versuche  dai^than 
haben,  dass  dieses  der  Libelle  die  dem  Ange 
angenehmste  Beleuchtung  gibt. 

Das  Femrohr  des  in  Figur  85  und  87 
dai^estellten  Taschen-Nivellierinstmments  bat 
ein  acbromatisehes  Objektiv  von  3  Pariser 
Zoll  Brennweite  und  ein  Mikrometer-Oknlar 
von   'la  PariseT  ^^^  Äeqnivalentbrennweite, 


Dm  NiveUieren.  93 

mitbin  9  fache  Vei^Töuenmg.  Ea  werden 
aber  gegenwärtig  Itutromente  mit  FemrDbren 
TOD  ßOiacher  VergrOsaenug  gefertigt  (vergl. 
Figur  90). 

Frage  »0.    Wie  wird  das  Taschen- 

NiTeUierinstrament  berichtigt?  Antwort      Das    Taachen-Nlveliierinatni- 

,  ment   iat  berichtigt,    wenn   die   doroti   den 

BemerkDiig.    Anch  ohne  jede  Benchtignng  Horizontalfaden  gehende  Visierlinie  paraUel 

läast    sich    —    wegen    der  Eigenschaften   der  ^n,   Libelle    liegt     Diese    Beriohtignng   ge- 

BeTenioiulibellen    —   mit  dem    bescbriebenen  schiebt.  Indem  man  zunächst  eine  horizontale 

Taschen-NiTeUierinstrameiit  eine  genaue  Bori-  Linie  mittelst  zweier  Ablesungen  in  den  bei- 

tontale  herstellen,  indem  man  von  einem  Stand-  den  Instmmentlsgen   ermittelt  nnd  alsdann 

punkte  ans  m  beiden  InstmnieDtlagen  je  eine,  den  Horizontalfaden  des  Fadenkreuzes   bei 

also  zusammen  zwei  Visuren  an  der  NiveUier-  einspielender  Libelle  mit  Hufe   der  Berich- 

latte  bei  einspielender  Libelle  abliest  nnd  »"i«  [J^Sfli?  fveM    femwk  ^^  ^''^™**^" 

den  beiden  Ablesangen  dos  arithmetische  Mittel  ^      °  '               ^*'' 

Bekanntlich  liegt  alsdann  die  ermittelte 
Lattenabi esong  mit  der  optischen  Achse  des 
Fernrohrs  in  einer  Horizontalen.  Die  zweite 
Lage  des  Instmmeats  ergibt  rieh,  wenn  die 
SchraulM  R  gtüBat,  das  Instrument  um  160«  um 
seine  optische  Achse  gedieht  nnd  die  Scbranbe 
R  in  das  Oewiode  v  wieder  eingeschraubt  wird. 


Frage  dl.    Wie  wird  das  TMchen- 

NiveUierinstmment  benätzt?  Antwort.    Der  Gebreuch  des  Taschen- 
NivellierinstrumentB  kann  in  folgenden  Arten 

Erkl.  71.     Bei  mhiger  Hand  und  einiger  "aW^'^e"':  ,,„,., 

Debnng  kann  heqnem  eine  Genauigkeit  von '/söo  1)  Ans  freier  Hand,   indem  man   das 

bis  ■/icoo  der  Lfinge  erzielt  werden,   was  für  Instrument  mit  einer  Hand  oder  beiden  H&n- 

spproiimatiTe  Visnren  genOgt.  Bei  Verwendung  den  vor  das  Ange  hält,  die  fehlerhafte  Nei> 

eines    leichten    Stativs    (siehe  Figur  87)    nnd  g^ng   langsam  Terbesaert  nnd   in   dem  Mo- 

ISfachorFemrohrvei^rflesernng  ist  die  zu  er-  ^^^^^   ^^j.   annähernden  Libelleneinapielnng 

melende   Genauigkeit   für  die  emzelne  Visnr  ^j    y;       ^^^  Ablesnng  bewirkt  (vergleiche 

mindestens  zn  'jaiota  der  Länge  anzunehmen.  „  j.      ,,                         ^                 '      * 

_.       OQ  3)  Anf  dem  Stockstativ.    Das  Instrn- 

•^'^^  "■  ment    wkd   mittelst  der  HiUse  H  anf  das 

obere  Ende  eines  einfachen  Stocks  gestellt, 
und  dieser  aunähemd  senkrecht  mit  seinem 
unteren  Ende  anf  den  Standpnnktaboden  auf- 
gestellt oder  eingesteckt.  £in  zweiter  Stock 
wird  in  der  ungelUhren  Visnrricbtnng  schräg 
gegen  den  Vertikalstock  gestellt  nnd  dient 
als  Strebe,  wie  in  Figur  88  ersichtlich  ist 
Indem  man  nun  mit  der  einen  Hand  das 
obere  Ende  der  Strebe  nnd  den  Vertikalstock 
nmfosBt,  ISsst  sich  dorch  Anf-  oder  Nleder- 
Bchieben  der  Strebe  am  Vertikalstock  nnd 
Festhalten  im  richtigen  Momente  die  generelle 
Elnstellong  nnd  alsdann  mit  der  anderen 
Hand  nnterBenutznng  derMikrtimeterscbranbe 
T  die  genaue  Einstellung  der  Libelle  be- 
wirken. 


Vermeunngsk  onde. 

3)  Hit  dem  dreifflssigen  Stativ. 
Znm  TaacheQ-Nivellierinatnmeiit  werden  drei- 
fOasige  Stative  ans  poliertem  Buchenholz  Daeb 
englächem  Modell  (siehe  Figur  89),  Längt 
ca.  140  cm  oder  znsammenachlebbare,  polierte 
NnssbaomholzatatiTe  (zasammeDgescbobea  ddt 
66  cm  lang)  ähnlich  den  photograpblschen 
BeiseetatJTen  gefertigt.  Dieselben  enden  in 
einem  0^5  bis  0,6  m  langen  mit  Kugelgelenk 
verBebenen  Schaft,  anf  welchen  d^  Initra- 
ment  wie  bei  dem  Stockstatir  aufgesteckt 
wird.  Die  grobe  Einstellong  der  Inatrament- 
Visierrichtnng  nnd  der  Libelle  wird  nnn  nüt 
Hnfe  dea  Kngelgeleuks  nnd  die  feine  Ein- 
stellnng  der  Libelle  wieder  mit  der  Mikro- 
meterschranbe  besorgt 
Fignr  90. 


Paten t-NlvellierinstmmeDt  Kr.  197  mit  60fach«r  Vu-gTSgaening. 

Fignr  91. 


Bemerkimgt  Wir  können  diese  von  L.  Tes- 
dorpf  in  Stuttgart  gefertigten  Instnimente  anf 
Omnd  eigener  Erfohrnng  nicht  geung  an- 
empfehlen. 


Patent-NivellieriDutmiapiit,    24fache  FsnirobTvergrBstming. 


Dm  Nivellieren. 


Frage  92.  Wird  das  Spiegelongs- 
priDzip  (direkte  Beobachttmg  der  Li- 
betlenachse  durch  das  Okular)  anch  bei 
grösseren  InstromeDten  angewendet? 


ErU.  12.  Es  kann  wohl  g^eacheheu,  daaa 
wUtrend  der  Vinir  sich  der  Bl^Benstaud  KnderL 

Dieee  Verändemag  mass  wegen  der  Kor- 
rektion der  abgeleaenen  Hebe  unbedingt  bertlck- 
Bichtigt  werden. 


Antwort  Das  Splegelnngspriozip  ist  beim 
PräziBionsnirellement  unbedingt  zu  empfehlen. 
Es  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Ablesung  bei 
einapl  eleu  der  Blase  onter  allen  UmstAnden 
vertranenswürdiger  iat  (vergL  Erkl,  72).  Wir 
geben  in  den  Figuren  90  und  91  solche 
feine  Nivellieringtramente  ans  der  WerkstStte 
der  Firma  Tesdorpf  in  Stattgart. 

Das  Instrument  der  Figar  91  zeigt  noch 
eine  andere  Eigentümlichkeit,  n9mliGh  eine 
Horizontalstellnng  mit  nnr  zwei  Stellschrau- 
ben nach  Cardanlschem  Prinzip, 


Verbeaaerte  FRtent-HoriloDtsl-EinateUanii.  Konstruktion  I  fUr  Theodolite  und  KiveUieriastnuneate. 


Frage  98.  Auf  welchem  Prinzip 
beruht  die  Tesdorpfeche  Horizontal- 
stellnng? 


Antwort  Wir  haben  im  I.  Teil,  Frage  97 
gezeigt  wie  man  bei  der  Horizontalstellung 
eines  llieodolits  vorgehen  soll.  Das  lustni- 
ment  muaa  nach  dieser  Anleitung  in  zwei 
ZQ  einander  senkrechten  Eichtungen  gehoben 
resp.  gesenkt  werden.  Ein  solches  Vorgehen 
chüakterisiert  nun  die  TestorpfBche  Hori- 
zontalstellung.  Der  Schraube  III  der  Figur  92 
entspricht  die  Schranbe  E  der  Figar  92  nnd 
beide  Schrauben  I  und  11  werden  durch  eine 
einzige  D  ersetzt  Durch  die  Anbringung 
eines  Engelgelenks  (/'in  der  Figur  92)  kann 
das  Instrument  vennittetst  der  beiden  Scbrau- 


ISttiiung 
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Vennewongstainde. 

ben  D  und  E  za   zw«i  za   einander  senk- 

^  rechten  Bichtanffen  gehobene,  ventaell  gesenkt 

^r^  werden.    Die  Horizontalstellang  wird  nnn  so 

P^^  bewirkt,  daas  man  du  Fernrohr  einmal  über 

\ti^  die  Schranbe  E  stellt  nnd  durch  diese  die 

uMSteUung    Libelle  zum  Einspielen  bringt,  Bodann   das 

Femrohr   über  die   Sohranbe  D   stellt   und 

wieder  durch  dieseSchraube  einrichtet  Dabei 

moBS  man  freilieb  in  das  Fernrohr  sehen. 


t©  @] 


jrStellunff 


m 

Bemerknng,  Wir  geben  in  nachstehendem  Abbitdnngen  nnd  knne  Beschr^ongen  der 
vier  wichtigsten  Formen  der  NiTellierinstinmente,  wie  sie  von  F.  W.  Br«thanpt  &,  Sohn  in  Kassel 
gebaut  werden. 

Pignr  94. 


NlveUierinatnuDent  von  F.  W,  Breitbaapt  &  Sahn  in  Kassel. 
Figur  94.  Fernrohr  nnd  Libelle  am  Träger  T  fest  verbunden;  das  Instrument  ist  einfach 
nnd  sehr  solid  gebaut.  Zur  Berichtigung  dra  Fadenkreuzes  dienen  die  Schianben  r,  r',  lur 
Berichtigung  der  Libelle  die  Schmubea  l.  Das  InstminenC  hat  den  Vormg,  dass  ea  einmal 
berichtigt,  den  Ver&ndemngen  wenig  unterworfen,  ist.  Nivelliert  man  ans  der  Uitte,  so  kann 
man  auch  ohne  jede  Berichtignng  desselben  richtige  Kesnltate  erhalten.  Ein  solches  Instrument 
genügt  vollkommen  für  die  gewObnlichen  Arbeiten  des  Feldmessers  nnd  Enltnrteohniken. 
Die  Art  und  Weise,  ein  solches  Instrument  lu  berichtigen,  haben  wir  in  Frage  85  kennen 
gelernt 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881- 

Der  ausfiUirllehe  Prospekt  und  das  ansflllirllche  Inhalts- 
yerzeiclmis  der  ,,Yollstaiidig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Yon  jeder  Bnckhandlimg,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sunt  Selbststudium  y  das  vortrefflichste  Nachsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeiehnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  "Verden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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1325.  Heft./<l  -*«"   x   .ää,. 

•Äat  ^C^  j)  For^  V.  Heftl324.  — Seite  97— 112. 


Mit  18  Figuren. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  fdr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iogabe  and  Entwicklnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  and  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Bechenknnst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik «  Graphostatik^  Chemie ,  Geodäsie ,  Nantik, 
mathemat,  Geographie,  Astronomie;  des  Maseliinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brücken-  u.  Hochbaues;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectire,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadiom,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von  ^  H 

I>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preues.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geometer  I.  Klasao 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


15 


¥ermeis§iaiigfiskiiiide 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Ldska. 

Fortsetzung  von  Heft  1324.  —  Seite  97—112.    Mit  18  Figuren. 
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I  nhalt: 

Dat  NivelUeren.  —  Die  Nivellementaafnahme.  —  Aufgaben  über  das  Nivellieren.  —   Die  Höhenmesskunst.       rf 
—  Einleitung.  —  Die  trigonometrische  Höhenmessung.  —  Aufgaben  über  trigonometrische  Höhenmessung.         15 
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Stattgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier.  | 

BfiaaiiMiMM!gBaBBBBBB5B5B3düdBiaEl5aBgggg^ 

Da$  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtg'ebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik)  math.  GeogTraphle^  Astronomie  9  des  Maschinen-^  Strassen- 9  Eisenbahn-, 
Brtloken-  und  Hochbanes,  des  konstruktlyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftndi^ 
gelöster  Form 9  mit  Tielen  Figuren  9  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze 9  Formeln 9  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  Lezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt)  InhaltsTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  ttber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen 9  PrlTatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien 9  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken  9  Techniken  9  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  tecbn.  Torbereitungsscbulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- An  stalten  aller  Arten  als  z.  B.  fttr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Piilfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttae  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwertea*  Lust,  Liebe 
und  Yerstäuduis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenicoren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigon  yorkommondeu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen   entgegen.    Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von   der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsclie,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
^r.  Kleycr,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
inlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshaiidlaiig. 


FjgTir  SK-  Fernrobr  und  Libelle  ebenfalU  fest  mit  dem  TrSgei  verbunden,  «OBBerdeni 
ist  am  Instrument  eine  Dosenlibelle  zm  raschen  augefähren  Anfstellnng  und  eine  ElevationB- 
schranbe  (Tangenti&lBchnnbe,  Eippscbianbe)  angebracht. 


Nivellierinatrument  von  F.  W.  Bieitbaupt  &  Sohn  ia  Ksase). 


Das  InBtmment  ist  also  auch  aam  trigonometiischeD  Nifellieien  geeignet  (vergleiche 
Frage  77). 

Nivellierlnstnimente  mit  Tangentialschranbe  (Geffillschranbe)  bieten  den  Torteil,  dasa 
man  damit  ancb  die  HShen  solcher  Punkte  beatinimen  kann,  die  weit  Über  oder  unter  der  hori- 
Eontalen  Visnr  liegen.  Trifft  die  horizontale  Visnr  in  den  Boden,  anf  dem  die  Nivellierlatte 
steht,  so  macht  man  soviel  ganze  Umdrehungen  mit  der  Tangentialachranbe,  bis  man  die  Ni- 
vellierlatte ablesen  kann,  notiert  diese  Ablesung,  und  macht  noch  eine  Umdrehung  mit  der 
Tangentenschraube;  das  hierbei  darchlaufene  Stück  der  Lattenteilnng  mnltipUiiert  mit  der 
Anzahl  der  vorher  gemachten  Umdrehungen  gibt  den  Abstand  des  ersten  Ablesungspunktes 
an  der  Latte  von  der  horizontalen  Visnr. 

Die  Blevationsscbranbe  wird  auch  zur  Libelleaberichtigung  bentltst  Han  stellt  das  Instra- 
ment  mittels  der  Dosenlibelle  und  der  drei  Stellschrauben  horizontal  und  bringt  das  Fernrohr 
in  eine  solche  Lage,  dass  die  Elevationsscbraube  über  eine  Stellschraube  zu  stehen  kommt. 
Hierauf  wird  die  Libelle  zum  Eioapielen  mittels  der  Elevationsscbraube  gebracht.  Ist  dieses 
geschehen,  so  dreht  man  äas  ganze  Instrument  nm  180".  Die  eine  Hälfte  des  dann  sich  zei- 
genden Ausschlags  wird  an  der  Tangentialschranbe  und  die  andere  Hftifte  an  der  früher  er- 
wähnten Stellschraube  korrigiert. 

Figur  96.  Femrohr  frei  nmlegbar  und  eine  abnehmbare  Anfsatzlibelle.  Die  Libelle 
wird,  wie  in  der  Frage  83  angegeben,  geprüft;  zu  ihrer  Bericbtignng  dienen  die  Schrauben  l 
und  l'.  Zur  Verstellung  des  Fern  röhr  trägere  T  gegen  die  Achse  B  dient  die  Schraube  I,  Eine 
Dosenlibelle  L'  dient  zur  ungefähren  An&tellung. 

Laaka,  T«rni«BSBlig>kande.   II.  7 


VermessQ  ngsk  nude. 
Figur  96. 


n  F.  W.  BTBlthaiipt  &  Sohn  in  KasseL 


a)  Die  Nivellementaufnahme. 
Frage  94.    Was  vei-steht  man  nnter 
einem  Nivellement-Profil?  Antwort       Unter     einem    Nivellement- 

Profil  verstebt  man  die  bildliche  DanteUimg 
eines  nivelUerteD  Zuges. 


Frage  95.    Welche  Arten  von  Pro- 
filen nnterscheidet  man? 


Antvort.  UannnteracbddeteinL&DKeQ- 
profil  und  ein  Qnerprofil.  Das  Längen- 
profil stellt  die  Ergebnisse  des  NiTelllerenB 
in  der  LKngenrichtnng  und  das  Qnerprofil 
die  Ergebnisse  des  Nivellierens  in  der  Qaer« 
eines  Znges  dar.  Wahrend  das  Lflngenprofil 
aDbeachränkt  lang  sein  kann,  hat  das  Qae> 
profil  gewöhnlich  aar  eine  massige  Ausdeh- 
nung (z.  B.  bei  den  Eisenbahnlinien  20 — 40  m)- 


Frage  96.  Wie  wird  ein  Längen- 
profil aufgenommen? 

Bemerkung.  Die  Hauptpunkte  mQssen, 
wenn  es  sich  nm  Eisenbahnvorarbeit  handelt, 
mOglicbBt  danerhafC  bezeiehnet  werden.  Sie 
sollen  wo  möglich  den  Boden  nicht  Überragen. 
Ist  ein  Anschlass  an  nnrerfinderliche  Punkte 
(Gebände,  Wegkrenze  etc.)  möglich,  so  soll  er 
gemacht  werden. 


Antwort  Um  ein  Längenprofil  aofin- 
nefamen,  mass  zuerst  die  aufzanehmende  Lmie 
gekennzeichnet  werden.  Dieses  geschieht 
durch  Verpflockong.  Es  werden  zonBchst 
In  Abständen  von  50—100  m  nnmerierte 
Holzpflöoke  nnd  swar  In  möglichst  gleicher 
Entfernung  in  den  Boden  getrieben.  Die» 
heissen  die  Hauptpunkte.  An  Stellen,  wo 
sich  starke  Vertikaländemngen  vorfinden, 
werden  sodann  noch  einige  Zwischenpunkte 
festgelegt..  Mit  der  Festlegung  verbindet  msn 
in  der  Regel  die  Abmessung,  d.  h.  es  «ird 


Die  Nivellementanfikahme. 


99 


Bemerkongr-  Ist  der  Anschlnss  an  eine 
Höhenmarke  der  Landesaufiiahme  möglich,  so 
sind  die  Höhen  ahsolnt  sn  rechnen,  d.  h.  ttber 
Normal-Nnll  der  Landesaufnahme.  Unter 
Normal-Noll  (mit  NN  zn  zeichnen),  versteht 
man  einen  Horizont,  der  87  m  unter  dem  Mittel- 
strich der  Normalhöhenmarke  der  Berliner  Stern- 
warte liegt.  Dieser  Horizont  entspricht  ge- 
nähert dem  Nullpunkte  des  Amsterdamer  Pegels. 


sogleich  mit  Messband  (oder  nötigenfalls 
durch  Stt^elmessung)  die  Entfernung  der 
einzelnen  Haupt-  und  Nebenpnnkte  gemessen. 

Hierauf  werden  die  Goten  (Höhen)  der 
einzelnen  festgelegten  Punkte  durch  Nivelle- 
ment bestimmt.  Zum  Schlüsse  werden  die 
Höhen  berechnet  und  bildlich  dargestellt 

Für  die  bildliche  Darstellung  hat  man  zu 
merken,  dass  die  Entfernungen  der  einzelnen 
Punkte  ohne  Bficksicht  auf  die  Krümmung 
hintereinander  als  Abscissen  und  ihre  Coten 
l^ewöhnlich  in  bestimmtem  Verhältnis  ver- 
grössert  als  Ordinalen  aufgetragen  werden. 

Ein  Beispiel  möge  die  Anordnung  klar 
machen : 


Figur  97. 


Die  Punkte  0,  3,  6  mögen  Hauptpunkte 
sein,  die  Punkte  1,  2,  4,  5  Nebenpunkte. 


Punkt    1 

1 

Ablesung 

Höhe 

Horizont  der  Visur 

Entfernung 

0 

0.742 

102.821*) 

103.068 

___ 

1 

0.973 

102.090 

10.26 

2 

1.122 

101.941 

12.84 

8 

0.482 

102.631 

-f  0.178**) 

80.72 

8 

0.610 

102.681 

108.241 

— 

4 

0.928 

102*218 

42.72 

5 

1.444 

101 . 797 

86.27 

6 

1.216 

102.025 

18-74 

Bemerkung.    Horizont  der  Visur: 
0  bis  8  =  0,742  +  102.821  =  108.068 

Höhe  1  = 
108.063  ~  0.978  =  102.090 

Höhe  2  = 
108.068  —  1.122  =  101.941 


*)  Es  werde  angenommen,  dass  der  Punkt  0 
ein  Höhenpunkt  des  Landesniyellement  ist,  mit 
der  Höhenangabe  102.821  über  Normal-Null. 

**)  Man  hat: 

0.610  — 0.432  =  +0.178 

108.063  +  0.178  =  103.241 


Frage  97.   Welches  sind  die  gesetz- 
lichen    Bestimmungen     bezüglich     der 

Läneennroflle?  Antwort,     Nach    der  Verordnung  vom 

^     ^  2.  März  1871,  §  22  sollen  die  Abscissen  im 
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MasBStab  1 :  5000  und  die  Ordinalen  1 :  200 
aufgetragen   werden.     Bei   den   Eisenbahn- 
vorarbeiten   benützt    man    1  :  10  000   nnd 
Bemerfcnng.     Man  erhält  also  immer  ein   1:500. 

venserrteB  Bild.  Dasselbe  stellt  aber  die  Höhen-        Bezüglich    der    technischen   Ansfübmn^ 
unterschiede  markant  dar.  müssen  wir   auf  die   offiziellen    „Bestim- 

mungen über  die  Anwendung  gleich- 
massiger  Signaturen'',  Berlin  1888,  §  21 
und  Tafel  8  verweisen. 


Frage   98.     Wie  wird  ein   Quer- 
proöl  hergestellt? 


Figur  98. 


Bemerkung»  Sollte  zufllligerweiae  ein 
Querprofil  nötig  sein  mit  einem  andern  Winkel 
als  90",  so  muss  dieser  Winkel  mit  Hilfe  eines 
Theodolits  bestimmt  werden. 


Antwort  um  ein  Querprofil  herzusteUen, 
muss  zunächst  seine  Lage  im  Lftngen- 
profil  bestimmt  werden. 

Sei  (vergleiche  Figur  98)  L  der  Aus- 
gangspunkt eines  Lftngenprofils,  so  wird  das 
Querprofil  Q.  bestimmt  sein,  wenn  man  die 
Entfernung  LA  gemessen  längs  des  Längen- 
profils  kennt. 

Femer  soll  das  Querprofil  senk- 
recht auf  dem  Längenprofil 
stehen. 

Man  stellt  sich  zu  diesem  Zweck 
mit  dem  Winkelspiegel  in  A  auf  nnd 
lässt  zwei  (oder  mehrere  je  nach  Be- 
darf) Punkte  a,  5  zu  beiden  Seiten 
sen]a*echt  auf  das  Längenprofil    ein- 
visieren und  festlegen.    Sonst  wird  das 
Querprofil  genau  so  wie  das  Längen- 
profil  behandelt,  nur  dient  immer  der  Schnitt- 
punkt mit  dem  Längenprofii  als  Ausgangs- 
punkt 

Bei  Querprofilen  pflegt  man  sowohl  bei 
den  Abscissen  als  auch  bei  den  Ordinaten 
denselben  Massstab  beizubehalten,  da  Quer- 
profile nur  dort  angelegt  werden,  wo  die 
Bodenverschiedenheit  eine  zu  grosse  ist 


b)  Aufgaben  über  das  Nivellieren. 


Aufgabe  33.  Von  einem  Punkte 
aas  ist  in  einer  gegebenen  Richtung  eine 
horizontale  Gterade  abzustecken. 


Figur  99. 


Auflösung.  Sei  A  der  gegebene  Punkt 
(vergl.  Figur  100)  und  ^19  die  gegebene 
Richtung. 

Man  stellt  sich  mit  dem  Nivellierinstrument 
in  A  auf  und  visiert  auf  B.   In  dieser  Rich- 
tung werden  geeignete  Punkte  durch 
Nivellierpflödce  bezeichnet: 

{A^A^A^A^ ' . .) 

Hierauf  werden  die  Höhen  der 
Pfiöcke  (veigleiche  Figur  99): 

an  der  Latte  abgelesen  und  die  Differenzen: 


Anfgaben  über  das  NivelliereiL 
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Figwt  100. 


Bemerkiuig.    War  ein  Pflock  zu  tief  ein-  gebildet,  wobei  h  die  Höhe  der  verlangten 

geschlagen,  dann  empfiehlt  es  sich,  neben  dem-  Strecke  bezeichnet.    Diese  Grössen  werden 

selben   einen  zweiten  einzuschlagen,  bis   zur  an  die  Pflöcke  geschrieben  nnd  der  Gehilfe 

richtigen  Differenz.  f^:^^  ^^^  ^"^  einzelnen  Pflödte  tiefer, 

Bemerkung.    Das  Wort  „Höhe«  wird  hier  J«  ^er  Pflock  die  gewünschte  Höhe  Ä  hat. 

.     ^.  "      _-.        ,     "      ^^^^„^^A^.  Ist  dieses  geschehen,  so  werden  sämthche 

HD  Sinne  von  der  Visur  abwärts  angewendet,  p^j^^^  ^^^  Anvisieren  überprüft 


Aufgabe  34.  Von  einem  Punkte 
aus  soll  in  einer  gegebenen  Richtung 
eine  Gerade  von  bestimmter  Neigung 
abgesteckt  werden. 


l 

Figur 

101. 

H 

*^^r-^ 

r 

i)         "•^WfeB^^' ^"^^^^ 

^} 

»J      '■ 

■1 

«, 

k^ 

AuflSfung.  Sei  \  die  abgelesene  Höhe 
des  ersten  Standpunktes,  sowie  h^  jene  des 
zweiten  und  a  der  Neigungswinkel  (das  Gre- 
fftlle),  so  besteht  die  Beziehung: 

\-\-x  =  h^  —  z 
wobei  (vergl.  Figur  101): 

X  =  /tga 
daraus  ergibt  sich: 

z  mh^  —  \  —  Ztg« 

z  ist  dabei  der  richtige  Stand  des 
Pflockes  2).  Ist  diese  Grösse  {z) 
positiv,  so  muBs  der  Pflöckestand 
erhöht,  ist  sie  negativ,  so  muss 
derselbe  vertieft  werden. 

Genau  so  wird  der  in  der  Praxis 
am  meisten  vorkommende  FaU: 
„zwei  ungleich  hohe  Punkte  durch 
eine  Gerade  zu  verbinden^  behandelt. 


€\ 


Bemerkmig.     Statt  des  Winkels  a  pflegt 

man  das  GefftUe  auch  in  Prozenten  anzugeben. 

Dann  ist: 

x\l  —  100:n 
also: 


a?  =  100 


n 


Aufgabe  35.     Ein  Punkt  ist  auf 

^dem  Felde  durch  eine  Cote  q  (Höhenzahl) 

gegeben.   Man  soll  mit  seiner  Hilfe  eine 

Horizontalkurve  von  bestimmter  Cote  Q 

abstecken. 


Auflösung.  Man  stelle  über  den  ge- 
gebenen Punkt  Ä  eine  Nivellierlatte  und  in 
eim'ger  Entfernung  davon  das  Nivellierinstru- 
ment, und  lese  den  Stand  h  der  Latte  ab 
(vergleiche  Figur  102).  Dann  wird  die  Cote 
des  abgelesenen  Punktes  gleich: 
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Figur  102.  Kun  bezeichne   man  auf  der  Latte  mit 

der  Zielscheibe  die  Grösse: 

Ist  dieses  geschehen,  so  werden  in  der 
Umgebung  Punkte  (B)  gesucht,  ffir  welche 
die  Zielscheibe  in  die  Visur  kommt.  Für  diese 
ist  dann: 

Ä'  —  H  =  Eonstantenzahl. 

Bemerkiuig.    Handelt  es  sich  um  genauere    ,    ^^  Gesamtheit    solcher    Punkte    büdet 

TUT  j  «         j.  .     1    ^  *        ^^^  6*^1®  sogenannte  Horizontalkurve. 

Messung,  dann  müssen  die  so  emzeln  festge-  ° 

legten  Punkte  durch  Nivellement  kontrolliert 

werden. 


Aufgabe  36.  Es  soll  ein  Hügel 
aufgenommen  und  durch  Horizontal- 
kurven dargestellt  werden. 

Figur  103. 


Auflösung.  Man  steckt  vom  Scheitel 
des  Hügels  zunächst  Profile  ab.  Dieselben 
sollen  so  gewählt  werden,  dass  sie  sowohl 
die  stärksten  als  auch  die  schwächsten  Nei- 
gungen der  Hügelfläche  treffen  (ver- 
gleiche Fig.  103).  Sodann  werden 
mit  einem  Theodolit  die  Winkel  der 
einzelnen  Eichtungen: 

OPl,    IPa,    2P3  u.  s.  w. 
gemessen. 

Hierauf  wird  jedes  Profil  in  be- 
kannter Weise  nivelliert.     Um  die 
Horizontalkurven  zu  konstruieren, 
wähle   man    FÄ    als    Achse    und 
zeichne  zu  einer  oder  zu  beiden 
Seiten    derselben  die   Profile   PO, 
PI,  • . .  P6,  P7,  indem  man   die 
Horizontalentfemungen   der    nivel- 
lierten Punkte  als  Abscissen  und 
ihre  5-  oder  10  fachen  Höhencoten 
als   Ordinaten   aufträgt.     Werden 
dann  senkrecht  zu  PA  in 
gleichen  Abständen  Gerade 
gezogen,  so  schneiden  sie 
die  Profile  in  den  Punk- 
ten der  Horizontalkurven 
H'IT'H"',  d.h.  in: 

(vergleiche  Figur  104). 

Bemerkung.     Die  Ab- 
stände PH',  H'H",  H**H"\ 

können  je  nach  dem  Terrain 
und  Bedürfiiis  zu  0,5  bis  5 
und  mehr  Meter  gewählt 
werden. 


->-^  '»)IH- 


Die  Höhenmesskunst.  —  EinleitOBg. 
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IV.  Die  Höhenmesskunst. 

1.  Einleitung. 

Frage  99.  Was  vei-steht  man  unter 
Höhenmesskunst?  Antwort.  Unter  Höhenmesskunst  werden 

alle  Jene  Vermessangsarheiten    verstanden, 

Bemerkung.  Streng  genommen  gehört  auch  welche  die  Ermittelung  der  vertikalen  Ab- 
das  Nivellement   zur  Höhenmesskunst.     Doch  stände  gegebener  Punkte  von  einer  beliebig 
woUen  wir  hier  nur  jene  Höhenbestimmungen  gewählten  Baaisfläche  zum  Gegenstande  haben, 
behandeln,  bei  welchen  das  Nivellement  nicht 
angezeigt  ist. 

Bemerkung.  Die  genaue  Definition  der  Basisfiäche  der  Höhenmessungen  kann 
erst  in  der  höheren  Geodäsie  gegeben  werden.  Hier  mögen  nachstehende  Bemerkungen 
genügen.  Infolge  der  Gravitation  wirken  alle  Gegenstände  aufeinander  anziehend  und 
ein  jeder  Punkt  der  Erdoberfläche  wird  von  einer  bestimmten  Kraft  affiziert.  Die 
Richtung  dieser  Kraft  ist  durch  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Vertikale  bestimmt. 
Die  Intensität  nimmt  im  allgemeinen  mit  der  Höhe  ab.  Denkt  man  sich  nun  jene  Punkte, 
wo  diese  Kraft  eine  bestimmte  konstante  Grösse  besitzt,  durch  eine  Fläche  verbunden, 
so  erhält  man  eine  sogenannte  Niveaufläche.  Sei  (vergleiche  Figur  105)  g  die  Kraft 
und  C  die  Konstante,  so  ist  die  Niveaufläche  durch  : 

charakterisiert  Nimmt  man  eine  andere 
Konstante,  etwa  C,  so  wird  mau  auch  eine 
Fläche  finden,  fiir  welche  aber  die  Kraft- 
intensität g*  sein  wird.  Ihre  Gleichung  ist 
sodann: 

g'  =  C 

Analog    könnte 
Flächen : 

g* 

u.  8.  w.  bilden.    Da: 

und  alle  diese  Grössen  verschieden  sind,  so 
kann  nie: 

y  =  g'  =  g'* 

sein,  d.  h.  die  Niveauflächen  können  sich  nicht  schneiden.    Darum  sind  die  Niveauflächen 
besonders  geeignet,  eine  Basis  für  die  Vetikalmessungen  abzugeben. 

Die  Vertikalrichtnng  steht  auf  den  Niveaaflächen  senkrecht.  Für  die  Vermessungs- 
praxis genügt  es,  einzelne  Niveauflächen  als  parallele  zu  behandeln,  obschon  sie  es 
nicht  sind. 


man     auch    andere 


■"  =  C" 


Frage  100.  Was  versteht  man  unter 
der  Meereshöhe? 

Bemerkung.  Man  hat  z.  B.  in  Prenssen 
den  Nullpunkt  des  Amsterdamer  Pegels  zum 
Ausgangspunkt  gewählt.  Allein  an  diesen  Punkt 
können  die  Messungen  sehr  schwer  und  nicht 
bequem  genug  angeschlossen  werden.  Darum 
hat  man  auf  der  Berliner  Sternwarte  in  den 
Nordpfeiler  einen  Syenitblock  eingemauert,  wel- 
cher eine  Millimeterteilung  auf  Glas  trägt,  deren 


Antwort.  Unter  der  Meereshöhe  wird 
der  vertikale  Abstand  eines  Punktes  von 
derjenigen  Niveaufläche  verstanden,  von  wel- 
cher die  Oberfläche  der  Weltmeere  am 
wenigsten  abweicht.  Da  es  aber  sehr  schwer 
wäre,  diese  Oberfläche  irgendwie  festzulegen, 
so  pflegt  man  gewöhnlich  irgend  einen  festen 
Punkt  zur  Bestimmung  einer  Niveaufläche  zu 
wählen,  welchen  man  Normalhöhepunkt 
nennt.  Als  Basisfläche  für  Vertikalmessungen 
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MittelBtrich  —  der  NormalhOhepnnkt  — 
genan  87  Meter  tiber  Normalniill,  d.  h. 
über  dem  Nnllpimkt  des  Amsterdamer  Pegels 
steht. 

BemerkiiBg*  Die  trigonometrische  Abteilung 
der  Landesanfiiahme  hat  in  dauerhafter  Weise 
gendgend  viele  Punkte  festgelegt,  derenamt- 
liches  Verseichnis:  Anssng  ans  dem 
Nivellement  der  trigonometrischen  Ab- 
teilung der  Landesaufnahme  durch  den 
Buchhandel  besogen  werden  kann. 

In  Oesterreich  besieht  man  die  Hohen  auf 
das  mittlere  Niveau  des  Adriatischen  Meeres. 


gilt  dann  jene  Niveaufläche,  welche  durch 
diesen  Punkt  hindurchgeht. 

Wir  wollen  in  der  Folge  die  Höhe  über 
Normal-Null  einfach  die  absolute  Höhe 
nennen. 

Die  Normal-Null  ist  also  eine  durch  üeber- 
einkunft  geschaffene  Nullmarke. 


2.  Die  trigonometrische  Höhenmessang. 


Frage  101.  Welches  sind  die  wich- 
tigsten Fehlerquellen,  welche  die  Höben- 
messang  beeinflussen? 


Bemerkung*  Gelangt  ein  Lichtstrahl  (vergl. 
Figur  106)  OD  an  die  Grense  AB  «weier  ver- 
schieden dichten  Luftschichten,  so  wird  er  ge- 
hrochen. Sei  i  der  Einfallswinkel  und  F  der 
Brechungswinkel,  dann  besteht  nach  den  Lehren 
der  Optik  die  Beziehung: 


sint 
sinF 


=  i" 


wo  fi  der  Brechungsquotient  ist.  Die  verschie- 
dene Dichte  der  Luft  ist  vorzugsweise  durch 
die  jeweilige  Lufttemperatur  bedingt.      


Antwort.  Unter  den  wichtigsten  Fehler- 
quellen, welche  die  Höhenmessung  beeinflussen, 
muss  zunächst  die  Refraktion  genannt 
werden. 

Der  Lichtstrahl  bewegt  sich  infolge  der 
Verschiedenheit  der  Luftschichten  nicht  gerad- 
linig in  der  Luft,  sondern  beschreibt  im 
allgemeinen  eme  sehr  verwickelte  Kurve, 
von  welcher  man  sich  nur  in  der  horizontalen 
Kichtung  ein  genähertes  Bild  verschaffen 
kann. 

Es  ist  unmöglich,  eine  allgemeine 
Refraktionsformel  aufzustellen,  man 
begnügt  sich  mit  den  mittleren  aus  den 
Beobachtungen  abgeleiteten  Eorrektions- 
werten. 

Man  hat  gefunden,  dass  die  Refraktion 
der  Ab-  oder  Zunahme  der  Temperatur  pro- 
portional läuft. 


Frage  102.  Wie  wird  die  Hefraktion 
durch  Versuche  bestimmt? 


Antwort  Nehmen  whr  an,  wir  hätten 
von  zwei  Punkten  A  und  B  die  gegenseitigen 
Zenithdistanzen: 


Die  trigonometrisehe  H(^he]imeBBU]ig. 
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Bemerkung*  Der  erste,  der  die  terrestrische 
Befraktiou  in  Betracht  sog,  war  Tobias  Mayer 
(1751)  welcher  den  Befraktionsko^ffizienten  ans 
den  französischen  Messungen  zn  i/s  berechnete. 

Man  kann  die  Formel  für  /Iz  noch  anders 
schreiben.  Es  ist  im  Dreieck  AOD  (vergleiche 

Figur  107): 

a  a 

wenn: 

a  =  AD 

B=  OÄ—OD 

gesetzt  wird.    B  ist  der  Erdradins.   Also  da  a 
ein  kleiner  Winkel  ist: 

a  sin  1" 


z^-^ZBÄ' 

gemessen.  Es  erscheint  uns  nämlich  von  Ä 
ans  gesehen  der  Punkt  B  in  der  Bichtnng 
AB'  und  von  B  aus  der  Punkt  A  in  der 
Richtung  BA\  eben  weil  der  Lichtstrahl 
sich  von  A  nach  B  nicht  auf  geradem  Wege 
AB,  sondern  auf  der  krummen  Linie  AGB 
bewegt 

Die  Korrektion  wegen  Refraktion  ist  also 
im  Punkte  A  gleich: 

J9j^=z-^B*AB 

und  analog  im  Punkte  B  gleich: 

^z^^^ABA' 

Sodann  haben  wir  im  Dreieck  ABC: 

O  +  (1800  —  ar^  —  z/« J 

+  (1800  —  «^  —  dz^  =  1800 
also: 

^2r^  +  ^^^=(1800  +  «)-(2r^  +  ^^) 

Macht  man  die  Annahme,  dass: 

so  folgt: 

^2r^l[(180o  +  «)-(ir^  +  «^] 

Nach  den  von  Gauss  ausgefflhrten  Ver- 
suchen ist  jz  proportional  dem  Winkel  a 
und  zwar: 

1  .  .  .  Jz  =  0,18o 

Nach  Jordan  hat  man  genauer: 

Jz  =  0,16  a 

Die  Grösse  0,13  resp.  0,16    führt   den 
Namen  des  Refraktionskoeffizienten. 
•     Derselbe  ist  keineswegs  eine  konstante 
Grösse. 


Bin -=-  =  —3 


woraus: 


a  = 


Äsinl" 
folgt,  so  dass  wir  haben: 

0,16 


Jz:=z 


sinr'.fi 
wobei  etwa  seu  setzen  ist: 

r  =  6.865000 

-4^77  =  206  265 
sinl" 

a  ist  dabei  in  Metern  auszudrücken. 


Frage  103.   Wie  lautet  das  Haupt- 
problem der  Höhenmesskunde? 


Antwort.  Es  sei  (yergl.  Fig.  108)  Ä  ein 
Standort,  dessen  absolute  Höhe  h  sein  möge. 
Von  diesem  wurde  gegen  B  die  Zenithdistanz 
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Yigwt  108. 


Erkl.  78.    Man  hat: 
R±h_     ^  R 


B  +  H 


1  + 


R 


=('+i)(-#+*-) 


^  R        R^ 


ZÄB'  =  z  gemessen.  Die  Entfernung  ÄC 
=  d  ist  bekannt.  Es  werde  gesucht  die 
absolate  Hölie  H  des  Punktes  B. 

Da  man  infolge  der  Befraktion  nicht  B 
an  seinem  richtigen  Orte,  sondern  in  B*  sieht, 
so  ist  nicht  die  gemessene  Zenithdistanz  z 
die  wahre.  Dieselbe  muss  vielmehr  um  eine 
Grösse  dz  korrigiert  werden. 

Man  hat  im  AAOB,  wo  0  den  Erd- 
mittelpunkt bezeichnet,  wenn  noch  der  Erd- 
radios  gleich  B  gesetzt  wird,  nach  dem  Sinus- 
satze : 

(R  +  h)    __  sm(z-{-Jg  —  a) 
(R  +  H)   ■"      Bia(g  +  Jz) 

also,  wenn  h  und  H  gegen  E  als  klein  an- 
genommen werden  (vergl.  Erkl.  73): 

'^"■ä  ~  ä""~      8m(z  +  Jz) 

beachtet  man  femer,  dass  jz  und  a  im  all- 
gemeinen kleine  Winkel  sind,  so  kann  man 
setzen  (vergl.  Erkl.  74): 

— .   X    ■    ^  ,       =  1  —  sm«ctg(«r  +  zf«) 

=^l-"^cUs(z  +  Jz)-^ 


rf2 


:fZ  — 


Erkl.  74.    Es  ist: 
sin(2r  +  z/2f  —  «) 
sin  (z  -\-  Jz) 

sin  (z  +  Jz)  cos  a  —  cos  {z  -\-  Jz)  sin  a 

sin  {z  -\-  Jz) 
=.  cos«  —  Q\jg{z-\-  Jz)*B\Jia 
Da  a  ein  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  noch:   den  Fällen,  so  ist: 

cos  «  =  1 ö" 


Damit  wird: 

II  ..  .  H=^h  +  dQ,tg{Z  +  Jz)-\'  ^^ 

Dieses  ist  die  Grundformel  der  Höhen- 
messang.  Während  die  Formel  I  unter 
Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erde 
eine  ganz  strenge  ist,  ist  die  Formel  II  nur 
eine  Näherungsformel,  die  aber  für  die  Praxis 
vollkommen  genügt. 

Berücksichtigt  man  nur  die  ersten  Po- 
tenzen von  Jz^  so  kann  man  auch: 

,     .        ,         ,       ,    zf^sinl" 
ctg(2r  +  Jz)  =  ctgar  +       ^.^^^ 

setzen,  so  dass: 

Ä=Ä  +  rfetg^  + gp^^ 

wird.    Indessen  ist   die   Formel  11  für  die 
Rechnung  bequemer  (vergl.  Erkl.  74). 

Wird  nnn: 

0,16 


Äsinl" 


'd 


gesetzt  und   da  z  immer  nahe  an  90^  ist, 
wenigstens  bei  den  in  der  Präzis  vorkommen- 


H—h^  d Q,i^z  +  ^^ d^ 


Die  trigonometrische  Höhemnessnng. 
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gesetzt  werden,  femer: 


a 

d 
2/2' 

denn 

fttr  sehr  kleine  Winkel  ist: 

sina  =: 

:2sin-^ 
d 

Daraus  folgt: 

sina 

und 

•     1    d« 

cos «  =  1  — 


Dieses    ist    die    gewöhnlich   gebranchte 
Formel.    Wird  hier  nach  Jordan: 

logi2  =  6.80  880 

gesetzt,  so  ergibt  sich  nachstehende  Tafel, 
die  H — Ä  in  Metern  ergibt. 


2    /22 


sin  Jz 


£rkl.  75«    Es  ist: 

ctg  (z  +  Jz)  —  ctgz  =  —r-     .   ,     ,    ^  V 
^^     '        '        ^  amzsm(z-{'Jz) 

wird  nähernngsweise: 

8in^2;  =  JzBmi" 
sm(z-\-Jz)  =  ßiuz 
gesetzt,  so  folgt  die  nebenstehende  Formel. 


Zenithdistanz 

Entfemnng  d 

in  Eilometern 

z 

2 

1 

4 

6 

8 

10 

20 

30 

40 

900 

0 

1 

2 

4 

7 

26 

59 

106 

890    50' 

6 

13 

20 

28 

36 

85 

147 

223 

40' 

12 

24 

37 

51 

65 

143 

235 

838 

30' 

18 

36 

55 

74 

94 

201 

321 

454 

20' 

24 

48 

72 

97 

123 

259 

408 

570 

10' 

29 

59 

90     ;     121 

152 

318 

496 

687 

0' 

35 

1 

71 

107 

144 

181 

376 

583 

803 

Frage  104.  W^ie  werden  die  Zenith- 
distanzen  gemessen? 

Bemerkoi^.  Es  ist  angezeigt,  wenn  solche 
Punkte  Torhanden  sind,  zur  Höhenbestimmnng 
Zenithdistanzen  zn  möglichst  vielen  der  ge- 
gebenen Pnnkte  zu  nehmen.  Man  erhält  so 
neben  einem  genauen  Besultat,  auch  in  den 
sich  zeigenden  Differenzen  zugleich  ein  Mass 
der  Genauigkeit  des  Resultats. 

Bemerkung.  Bezüglich  der  Elimination  der 
Fehler  bei  diesem  Verfahren  gilt  das-  in  den 
Fragen  88  bis  90  des  I.  Teils  Gesagte. 


Antwort.  Man  pflegt  die  Zenithdistanzen 
genau  so  wie  die  Horizontalwinkel  zu  messen 
(vergl.  Frage  99). 

Das  Femrohr  wird  zunächst  sorgfältig 
horizontiert  und  die  Libelle  zum  Einspielen 
gebracht. 

Darauf  wird  der  Gegenstand  anvisiert 
und  die  Zenithdistanz  z^  abgelesen;  das  Fem- 
rohr durchgeschlagen  oder  umgelegt  und  der 
Horizontalkreis  um  180^  gedreht  und  sodann 
die  zweite  Zenithdistanz  ^2  abgelesen.  Die 
richtige  Zenithdistanz  ist  dann: 

«  =  y  (ä^a  —  «i) 

Wie  der  Libellenstand  zu  berücksichtigen 
ist,  zeigt  das  nachstehende  Schema: 
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Banerknng.   Der  Wert  eines  Teilstriches  der  Libelle  war  in  dem  angeführten  Beispiel  6". 

Femer  hat  man: 

1760 18'  10''  —  30  49'  26"  =  1720  23'  45" 

^  (1720  23'  46")  =  860  H'  52',  6 


Das  übrige  ist  unmittelbar  klar. 

Bemei^iuig.    Die  Grössen: 

0,16        d 


2 


Jz=i 


n  = 


R 
2B 


sinl 


«4 


können  den  Tafeln  entnommen  werden.    Wir 
rechnen  sie  aber  gesondert  ans: 

log (2  8-69  897 

log0'16  9-20412 

Summe  I  2-90809 

logR  6-80380 
log  sinl"  5-31443 


Summe  II  2-11823 

I  — II  0-78  486 
Zahl  6"  1 
d  =  6000 


Ä^  =  828-00 

m  =  331-96 
n=      1-96 


«  =  860 11' 69" -7 
Jz=:         +6"1 


Um  ein  voUstfindig  durchgeführtes  Bei- 
spiel zu  haben,  nehmen  wir  £e  Entfernung 
zwischen  A  und  B  gleich: 

(2  =  500m 

und  die  absolute  Höhe  von  B: 

Ä^  =  860  m 

Dann  hat  man  nachstehendes  Schema: 

log  dg  7-39794 

log/;  6-80  380 

log  2  0-30103 

log2£  7-10  483 

log-^  0-29  311 

Zahl  +1-96  =  0 

log(2  =  3-698  970 
log  ctg  («  +  ^«)  =  8-822113 

logm  =  2-621083 


z  +  Jz=z  860 12'  5"  8 
hj^  =  494  =  Ä^  J^  m  +  n ,  je  nachdem  «^900 
Es  ist  demnach  die  absolute  Höhe  des  Standpunktes  gleich  494  Meter. 


3.  Aufgaben  über  trigonometriscbe  Höbenmessang. 

Aufgabe  37.  Es  soll  die  Höhe 
eines  Kirchturmfensters  (unterer  Band) 
bestimmt  werden,  wenn  man  nur  einen 
einzigen  Standpunkt  zur  Verfügung  hat 

und  die  Entfernung  des  Turmes  unbe-       Auflösung.   Man  lasse  von  der  Fenster- 
bflTint  i«f  ^^^^  ^^^  Messband  frei  herabhängen  (AB 

^^^^^  ^^  in  der  Figur  109).    Seine  Länge  sei  S. 

Sodann  hat  man,  wenn: 
AC=H 
CD  =  h 
OC  =zE 
<^  ZOA  =  a 
<^  ZOB  =  ß 
gesetzt  wird: 

ÄC=  ^ctg(900  — a)  =  ^tg« 
BC  =  J5ctg(900  — ^)  =  J&tg^ 

Nun  ist: 

AC—BC  =  8=.  J&(tg«  — tg^) 
also: 

8 


Erkl.  76.    Es  ist: 


femer: 


tga  — tg/J 


tg« 


__  sin  (et  —  fl) 
cos  a  cos/) 

tgacosa  cos/9 

tg«  — tg^  "     sin  (o  —  ß) 
da  nun: 

tgacos«  =  sina 

ist,  so  folgt  die  nebenstehende  Formel. 


E  = 


tgo  — tg^ 
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Figur  109. 


Damit  wird: 

H=zh  +  CA  z=h-\-Etga 

oder: 

tga  —  tgß 

wofür  man  auch  (vergleiche  ErkL  76): 

«  sin  K  cos/} 


setzen  kann. 


sin  («  —  fi) 


Aufgabe  38.  Es  soll  die  Höhe  einer 
Turmspitze  gefunden  werden,  voraus- 
gesetet,dass  man  die  Höhe  einer  Fenster-  ^    ^S?**^^'   Bezeichnet  ^  die  Entfernung 

lohle    ™  ta  der  vorige.  A^ftabe  «■■  ^^■T!^]^^  Td  ISlÄ 
gezeigt,  gefunden  hat.  ^^^^gen   Grössen    dieselbe    Bedeutung  wie 

Mher,  so  hat  man: 

H  =  h  +  (E+e)tgz 

wobei  z  die  Zenithdistans  der  Turmspitze 
ist.  um  diese  Formel  zu  beweisen,  hat  man 
genau  dieselben  Betrachtungen  anzustellen 
wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe. 


Aufgabe  39.  Es  soll  die  Höhe  eines 
Gegenstandes  gefunden  werden,  wenn 
man  denselben  von  zwei  Orten,  deren 
Entfernung  genau  bekannt  ist,  anvisieren 
kann. 

Figur  110. 


Auflöiung.  Es  sei  OC  die  zu  bestim- 
mende Höhe  (vergl.  Figur  110)  und  AB 
die  bekannte  Entfernung  der  Standpunkte 
A  und  B, 

Femer  können  als  gemessen  angenommen 
werden  die  Zenithdistanzen: 

ZAC  =  «^ 
ZBC  =  z^ 
sowie  die  Winkel: 

OAB=:a 

ABO  =  ß 
Sei  noch: 

AB  =  d 

so  hat  man  im  Dreieck  AGB: 

sin^ 


AO=id' 


8in(«  +  ^) 

sodann  im  Dreieck  AOC: 

0C=zAO'tg{90'-g^) 

oder: 

sin/9  ctg«^ 


I  .  .  .  OC=d 


sin  («  +  ß) 


Au%aben  über  trigonometrisohe  Höhenmessnng. 
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Bemerkung.      Bei    der    Anwendoog    der  analog  erhält  man: 
Formel  I  ist  also  die  Kenntnis  von  ar«  nicht  sinactir«« 


nOtig. 


Fignr  111. 


sin  (a  4"  ß) 
welche  Formel  zur  Kontrolle  dient. 

In  dem  speziellen  Falle,  wo  Ä^  B,  0 
aaf  einer  Geraden  liegen,  hat  man 
(vergleiche  Figur  111): 

0C=  05  ctg  «^ 
nnd  auch: 
also:         OC=0^ctg,^ 

OA—OB  =  dz=z  OC {tgZj^  —  tgZß) 
SO  dass  also: 

0C= 

wird.  Will  man  diese  Formel  loga- 
rithmisch anschreiben,  so  hat  man  nach 
ErkL  76  der  Aufgabe  37 : 


0C  = 


d  eoszj^  QOBZjf 
sin  («^  _  e^ 


Figur  112. 


Anf^gabe  40.  Um  die  Seehöhe  hc 
des  Punktes  C  (vergleiche  Figur  112) 
zu  bestimmen,  wurden  von  zwei  Punkten 
A  und  J?,  deren  Seehöhen  h^  und  hs 
bekannt  waren,  die  Zenithdistanzen : 

«  =  <^  Zenith  BC 
ß  =  <^  Zenith  BÄ 
y  =  <^  Zenith  AB 
J  =  ^Zenith  ÄC 

gemessen.  Wie  berechnet  sich  hieraus  hc? 


AuflSsung.  Bei  dieser  Auflösung  wollen 
wir  von  der  Refraktion  abs^en,  um  ein- 
fachere Bezeichnungen  zu  haben. 

Da  die  Entfernungen  der  Punkte  A^  B,  C 
nicht  bekannt  sind,  so  müssen  zunächst  diese 
berechnet  werden. 


112  VermesBimgskimde. 


Man  hat  im  Dreieck  OÄBx 
1)  .  .  .  ^S  =  d  =         ^^ 


sin  (90  —  y)         coBy 
oder: 

OB  h 


cos  (90  —  fl)         amß 

Bemerkung.   Statt  D  könnte  man  auch  ans  ®^^^  ^*  ^  ^^^"^^  ^'^^'' 

dem  Dreieck  ABC  ^e  Seite  E  nnd  mit  dieser      AC  =  D  =  d sin (^  —  «) 

die  Seite  0"C  ans  dem  Dreieck  BO"C  be-  ,                        sin  [180o  —  (^  —  « -f.  y  +  «T)] 

rechnen.    Dann  erhalt  man:  ^                                 .   ^^        v 

h-h^=o"c  D=d .  .^yi?  ^ 

undaomif  8UiOJ  +  y  +  *-«) 

^  _^  +0"C  ^^  ""^^  Hmzaziehang  der  Formel  1): 

Diese  «weite  Berechnnngsart  dient  rar  Kon-  2)  .  .  .  i)  = .  ^^|    "V^^ r- 

trolle,  man  beachte  daher,  dass  in  der  Lösnng        ^^  ^^  ir^""^ltil^ 
▼oransgesetBt  wird,  dass  alle  drei  Pnnkte  A,        ^^  "^  *°^  i/reiecK  AUL, 

B,  C  m  einer  nnd  derselben  vertikalen  Ebene      OC  =  ä,  — ä .  =     .    ,^^ — 5-  =      ^, 
liegen.  ,         '       ^        8m(90-<r)  cosif 

^  so  dass  also: 

j^  --.j^   _x ^  sin  (/?  —  «) 

«        -^  '    cos(fcos}^siu(/9  4-y  +  <^  —  «) 
sein  wird. 


Aufgabe  41.  Um  die  absolute  Höhe 
des  Standpunktes  D  zu  bestimmen, 
wurden  zu  drei  Punkten  A,  B,  C  die 
Zenithdistanzen : 

<f:ZDC-=z  y 
-^  ZDB  =  ß 
4:  ZDA  =  (K 

gemessen.  Die  Entfernungen  der  Punkte 

sind  unbekannt,  man  kennt  aber  ihre       a^ak«««     t?«  k  ^  «*       a      t^xa 
absoluten  Höhen:  .  AuflÖBung.     Es  ändert  an  dem  lYoblem 

mchts,  wenn  wir  nns  alle  drei  Punkte  A, 
'^A    '^B    '^c  Bf   C  hl  einer   Ebene   denken   (vergleiche 

Man  soll  ä^  hieraus  berechnen.  ^S^  113).    Sei  sodann: 

ZDC  =  y  CZD  =  V 

ZDB=zß        AOD=:(p 

Bemerkung.    Diese  Angabe  ist  ein  Ana-        _,      ZDA:=zu 
logon  des  Pothenotschen  Problems  der  Koor-        ^^  ^^®^  (vergleiche  Erkl.  77): 
dinatenanfiiahme. 


1) 


DC  =  m  =  (Ä^  —  hf)  :  cosy 
DB  =  n  =  (Ä^  —  Äjj)  :  cos^ 
DA  =^  p  :r=  (hj^  —  h^  :  eosa 


Erkl.  77.   Es  ist  im  Dreieck  DCC  CD=:m, 

JDC  ^hj^'-h^  <^CDC  =  1800  —  y  Femer  ist  analog: 

COS(1800-y)  =     *J-*C  ''^  •  •  •  l^ß^  (Ä3-V: 

woraus:  Nun  haben  wir  im  Dreieck  BCD: 

cosy  3)  ...  I  sinOJ  — y) 

folgt.    Das  Vorzeichen  von  m  ist  ohne  Beden-  /  •  •  •  j      _  „      8in(i/f-|-y) 


COB^ 

cos  9 


tnj«-  l  "  -  ^'"sinC^-y) 


••■|.= 


BC' 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfillirliclie  Prospekt  nnd  das  ansfHlirliehe  Inhalts- 
renseiehnls  der  ,,Yollstandig  gelösten  Anfgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad.  ELeyer**  kann  von  jeder  Bnchhandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert^  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gehrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  auB  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium  y  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druek  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Vollstänüg  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhäogen  angelöster  Aufgaben  fdr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  und  EntflcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Beohenkmisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  \l  Mheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u,  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physili,  Mechanüc «  Graphostatik,  Chemie^  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfieken-  u.  Hoehban's;  der  Kongtrnktionsleliren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallei-Perspective,  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

I>r^  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  köxugl.  preuBB.  Feldmesser,  vereideteT  groash.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Vermesisaiig^sskuiide 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dp.  W.  liaska. 

Fortsetzung  von  Heft  1325.  —  Seite  113—128.    Mit  21  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollst&ndlg 
gelöster  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelong  der 
benn taten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr5ssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
äberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTcrzeleh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärnngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unter richtsplan es  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  nnd  ü.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  BQrgerschnlen,  Prlyatschnlen,  Gymnasien,  Beaigjmnaaien,  Pro- 
gymnaaien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkaohnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aUer  Arten,  gewerbUche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UnlTcrsitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftaachnlen, 
Militärschulen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eiqjährig-Frei- 
willige-  und  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fttr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütse  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  matiiematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln^  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  in  yerwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aUer  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasae  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  ^  Yerlagshandlnng; 


Angaben  über  trigonometrische  Höhenmeasiing. 
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Figur  113. 


Erkl.  78.    Es  ist: 

^  DBZ  =  1800  ^xp-^ß 

<^  CDB  =  ß  —  y 

^  BCD=^y  +  \ff 
analog  ist: 

<^DBA=z  1800  — y  — (1800  — /j) 

<^BDA=za  —  ß 

^BAD=z  9)  +  (1800  — «) 

Erkl.  79. 

8in(v  +  y)  sinVrcosy  +  cosvsiny 

cosv  cosv 

sini^  ,    . 

cosy-j-smy 


analog  ist  im  Dreieck  BAD: 

sin  (<p  —  u) 


4)  .  .  . 


n  =  AB     .    ,         ^. 
sm  («  —  /9) 


sin  (a  —  j8) 

Verbindet  man  die  Werte  für  m  and  p 
aus  den  Gleichungen  1),  2)  and  8),  so  folgt: 

m  = 


cosy 


C08V     '  sin(^  —  y) 
h^  —  Ä^     sin  (ß  ^  (p) 


sin(a  —  /J) 


P  = 

cosa  cos<y) 

Diese    Gleichangen    lassen    sich   verein- 
fachen.   Setzt  man: 

lf=   ...     ^.  cosy     JV=-^^^: 4  cos« 


sin  (ß  —  y) 
so  folgt: 


I  •  .  .  Ä^j  —  hf,  ^^-  Ji 


sm  («  —  ß) 

sin  (V^  +  ß) 
cosy/ 

ii...Ä„-Ä.=2^^5iii:i2). 

■^       ^  cosy 

femer  folgt  aas  Gleich.  3)  and  4): 

sin(v  +  y) 


n  = 


oder: 


ni .  .  . 


cosv 

cos^ 
3f 


cosy 

N 

cos  DB 


sin  0»  —  y) 

sin  (y  —  g) 
sin  («  —  ß) 

sin  (v>  +  y) 

COSV' 

sin  {(p  —  «) 
cosy 


Die  drei  Glexchnngen  I,  U.  UI  enthalten 
die  L<$sang  des  Problems.  Aas  ihnen  sind 
die  unbekannten: 

y,     y;,     Ä^ 

za  bestinunen.    Aas  I  and  II  folgt: 

sin(^  +  /J) 


IV  .  .  .  h^+M 
Setzt  man: 


cosv^ 
sin  (ß  —  ip) 


cos  4/) 


cosi^        '    •  tg<p  =  X 

=  tgt^cosy+siny  =  ycosy+siny  tgt^=y 

analog  sind  die  übrigen  Glieder  sa  entwickeln,  g^  ^^^  (vergL  Erkl.  79): 


iir 


IV' 


(y  cosy  4"  8111  y)  =  -zzz~r  ^^in  «  —  a?  cos  «) 


LAska,  Vennessiingskniide.    11. 


cosy  "       '    ■        "         cos« 
and  weiter: 
Ä^  +  M(y  cos/J  +  sin/J)  =  ä^  +  -^(sia/J  —  a:  cos^) 

Ordnet  man  die  Gl.  HI'  and  IV'  wie  folgt: 

y»M  —  x*N:=z  ^»tga-l- Jf-tgy 

8 


COS"^ 


V  eimasBnngBkimde. 

BO  folgt  sofort: 
y  =  -2V[*t>7/''  +y(t8«  +  t8W  +  3f(tgy-tg,»)] 

Fehrt  nutn  noch  für  die  SommeQ  and 
Differenzen  der  Tangenten  logaritliniiBche 
Formeln  ein,  so  folgt: 

*  ajfcoB^   L  ^^  cOBa         ^  coay       J 

'  COBJ-         J 


SJfCOBj»   L   -^ 


-2»p+»a  +  J\ 


Dadurch  hsben  wir  nicht  nor  einfsche, 
sondern  auch  elegante  Formeln  &  die  LOsnng 
mueres  Problems  gewonnen. 


4.  Verschiedene  Hölienmessinstnimente. 

Anmerkutg  7.    Im  folgenden  beschreiben  wir  einige  nenere  Apparate,  die  besoaders  f& 
forstilcbe  Vermeasongen  nod  Strassenbao  bestimmt  sind. 

a)  Der  Univenalspiagsldiopter  von  L  Teidorpf  in  Stuttgart. 

^  r'IDas  zum  Gefäll-  und  BanmhShenmessen  dienende  Visierrohr  (siehe  Figur  114),  das 
nicht  mit  Okular-  nnd  Objektfvgläsem  versehen  und  also  kein  Femrohr  ist,  besitzt  am 
Objektivende  einen  Krenzfaden  g  nnd  einen  Okolaraoszog. 


Spiegeldiopterlnatnunent  mit  Vi"  nnd  %  TeUnng. 


Verschiedene  Höhenmeseinstmmente. 
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Das  Bohr  trägt  zur  Seite  einen  Höhenkreis  bezw.  Halbkreis,  der  mit  zwei  Schrauben 
befestigt  ist  nnd  an  welchem  (durch  den  Kopf  e  drehbar)  die  Libelle  a  angebracht  ist,  mit 
welcher  sich  gleichzeitig  der  zur  Teilang  des  Höhenkreises  herabgehende  Zeiger  d  bewegt 

Fignr  115. 


SpiegelprozentgefäUmesser  mit  12  fach  vergrossemdem  Femrohr,  anstatt  der  Piopter. 

Das  metallene  Gehäuse  der  Libelle  (siehe  Figur  115)  ist  auch  an  der  unteren 
Seite  durchbrochen,  ebenso  hat  das  Visierrohr  selbst  unmittelbar  unter  der  Libelle  eine 
der  Länge  und  Form  des  durchscheinenden  Teils  der  Libelle  entsprechende  Oeffnung,  in 
welcher  unter  einem  Winkel  von  45^  (die  linke  Hälfte  des  Rohrs  einnehmend)  ein  Metall- 
spiegel S  angebracht  ist,  der  beim  Darchsehen  durch  das  Visierrohr  das  Bild  der  Luft* 
blase  der  Libelle  gegen  das  Auge  des  Beobachtenden  wirft  und  somit  während  des  Visierens 
nach  einem  Gegenstand  gleichzeitig  die  Beobachtung  des  Standes  der  Libelle  ermöglicht 


(siehe  Figar  116). 


Figur  116. 


Auf  dem  Metallspiegel  ist  genau  in  der  Ebene  des  Horizontalfadens  (am  Objektiv- 
ende  des  Visierrohrs)  ein  dunkler  horizontaler  Strich  angebracht,  der  die  Verlängerang 
der  rechten  Hälfte  des  Horizontalfadens  zu  bilden  scheint,  so  dass  man  beim  Visieren 
den  Horizontalfaden  ganz  zu  sehen  glaubt,  während  man  in  V^^irklichkeit  nur  die  rechte 
I£Ufte  des  Fadens  sieht  Wenn  nun  das  Bild  der  Luftblase  der  Libelle  von  dem  Strich 
am  Spiegel  (scheinbar  von  dem  Horizontalfaden)  in  der  Mitte  geschnitten  wird,  so  ist  die 
Blase  in  der  Mitte  der  Libelle  und  es  nimmt  somit  die  Libelle  eine  horizontale  Lage  ein. 
Sieht  man  durch  das  Bohr  nnd  bewegt  dasselbe  leicht  atif  nnd  ab,  so  scheint  die  Luft- 
blase der  Libelle  vom  am  Vertikalfaden  auf-  und  abzugleiten,  nnd  es  ist  sehr  leicht,  die 
Libelle  mit  dem  Knopf  ^  so  zu  drehen,  oder  wenn  sie  auf  eine  bestimmte  Zahl  des 
Höhenkreis  fest  eingestellt  ist,  das  Bohr  in  eine  solche  zu  bringen,  dass  das  Bild  der 
Luftblase,  welches  vorne  zu  schweben  scheint,  von  dem  Horizontalfaden  (in  Wirklichkeit 
von  dem  Strich  am  Spiegel)  in  der  Mitte  geschnitten  wird. 

Hält  man  also  das  Instrament  in  der  rechten  Hand  und  visiert  beispielsweise  gegen 
die  Spitze  eines  Baumes,  so  kann  man  während  des  Visierens  den  Knopf  e  mit  der  linken 
Hand  ganz  leicht  so  drehen,  dass  beim  Visieren  nach  der  Baumspitze  die  Luftblase  durch 
die  Linie  am  Spiegel,  scheinbar  durch  den  Horizontalfaden,  in  der  Mitte  geschnitten  wird. 
Der  mit  der  Libelle  sich  bewegende  Zeiger  gibt  sodann  an,  welchen  Winkel  die  Visierlinie 
mit  dem  Horizont  in  der  Augenhöhe  des  Beobachtenden  büdet. 
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Vennessungskimde. 


Der  Höhenbogen  ist  mit  einer  Prozentteilangr  versehen,  in  der  Weise,  dass  vom 
Nullpnnkt  des  Höhenkreises,  welcher  den  Horizontalstand  der  Visierlinie  anzeigt,  nach 
rechts  nnd  links  je  bis  zu  50  Prozent  die  einzelnen  Prozente,  von  50—100  je  2  Pro- 
zent und  von  100 — 200  je  5  Prozent  darch  einen  Teilstrich  bezeichnet  sind. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  die  Prozentteilong  für  den  praktischen 
Gebrauch  des  Instmments  im  Walde  überaus  bequem  ist,  möge  es  sich  um  die  Ermittelung 
der  Höhe  eines  Baumes  oder  um  die  Traciemng  einer  Weglinie  handebi. 

Bei  der  Baumhöhenmessung  ist  mit  der  Zahl  der  Prozente  einfach  die 
Standlinie  zu  multiplizieren,  um  den  Höhenunterschied  zwischen  dem 
Horizont  des  Beobachtenden  und  der  Baumspitze  zu  finden.  In  gleicherweise 
kann  die  Steigung  oder  das  Oe^lll  eines  Weges,  Grabens,  mit  dem  Instrument  einfach 
in  der  Art  ermittelt  werden,  dass  man  sich  an  passender  Stelle  einen  Stab,  dessen  Länge 
der  eigenen  Augenhöhe  gleich  gemacht  wird,  senkrecht  halten  und  gegen  das  obere 
Ende  desselben  visierend,  die  Luftblase  einspielen  lässt.  Die  Teilung  gibt  dann  die 
Steigung  oder  das  Gefälle  unmittelbar  in  Prozenten  an.  Bei  der  Traciemng  einer  Weg- 
linie mit  gegebener  Steigung  oder  gegebenem  Gefäll  wird  der  Zeiger  auf  den  Teü- 
strich  der  betreffenden  Prozentzahl  eingestellt  und  es  erhält  die  VisierlLiie  bei  der  Hori- 
zontaleinstellung der  Libelle  sofort  die  gewünschte  Richtung  nach  oben  nnd  unten.  Um 
hiebei  eine  Verrückung  der  Zeigerstellung  während  der  Arbeit  zu  verhüten,  ist  über  der 
Achse,  welche  den  Knopf  e  und  die  Libelle  verbindet  und  die  auch  den  Zeiger  trägt, 
eine  Bremsschraube  angebracht,  welche  den  Zeiger  mit  Hilfe  eines  passenden  Zwischen- 
stücks arretiert. 

b)  Die  Gefälimesser. 

Das  Prinzip  aller  dieser  Instrumente,  die  in  verschiedenster  Ausführung  in  den 
Handel  kommen,  dürfte  sich  am  besten  an  der  nebenstehenden  schematischen  Figur  117 

erklären  lassen.  In  einer  mit  einer 
Visier voiTichtnng  Tfest  verbundenen 
Kapsel  K  schwingt  frei  ein  Bad  ^, 
welches  eine  Grad-  oder  Prozentteilong 
besitzt.  Mit  der  Schraube  S  kann 
die  freie  Bewegung  des  letzteren 
aufgehoben  werden. 

Ein  Teil  des  Rades  {ß  in  der 
Figur  117)  ist  mit  Blei  ausgefüllt, 
so  dass  das  Rad  bei  freier  Beweglich- 
keit stets  eine  und  dieselbe  Lage 
gegen  die  Horizontale  annimmt.  Ist 
das  Rad  frei  (d.  h.  die  Schraube  S 
offen)  und  dreht  man  die  Visur  um 
eine  horizontale  Achse,  dann  gehen 
an  dem  Indexstrich  J  der  Hflllenkapsel  die  einzelnen  Grade  der  Teünng  vorüber.  Der 
Gebrauch  ist  einfach.  Man  visiert  den  Gegenstand  (etwa  eine  Baumspitze)  bei  offener 
Schraube  8  an,  klemmt  diese  sodann  vorsichtig  fest  und  liest  den  Höhenwinkel  am  In- 
dex J  ab.  Die  zu  erreichende  Genauigkeit  schwankt  bei  diesen  Instrumenten  zwischen 
0^1  und  00,2. 

Auf  diesem  Prinzip  ist  der  von  Tesdorpf  in  Stuttgart  gebaute  Mayersche  Gefäll- 
messer mit  kleinem  Femrohr  zum  Vor-  und  Rückwärts  visieren  eingerichtet,  welchen  wir 
in  der  Figur  118  zur  Abbildung  bringen. 

Zu  den  Gefällmessem  gdiört  füglich  auch  der  grosse  Prozentgefällmesser  nach 
Professor  Bohn.  Die  Figur  119  gibt  ein  solches  Instroment  in  der  von  L.  Tesdorpf 
in  Stuttgart  gebauten  Form. 

Das  Instrument  besitzt  zwei  Libellen  C  und  iV  in  der  Figur  119,  die  eine  genaue 
Horizontalstellung  ermöglichen.  aa*a**  und  hVh**  sind  Visiere,  h  ist  ein  Massstab,  an 
welchem  mittelst  des  beweglichen  Diopterschiebers  mit  Nonius  die  0,1  Prozente  der 
Steigung  unmittelbar  eingestellt  resp.  abgelesen  werden  könnnen. 

Als  ein  einfacheres  Pendelinstrument  kann  der  von  K.  Scheurer  (C.  Sickler  in  Karls- 
ruhe in  Baden)  Sicklersche  Gefällmesser  angesehen  werden  (vergl.  Figur  120). 
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Derselbe  besteht  aas  einer  rechteckigen  durchbrochenen  Metallplatte,  welche  in 
einem  Kugelgelenk  aufgehängt,  nnten  mit  einem  Senkel  versehen,  sich  stets  genau  lot- 
recht stellt.  In  den  senkrechten  Schlitzen  der  Platte  befinden  sich  zwei  verschiebbare 
Diopter  D^D^,  welche  man  mittels  ihrer  Indexstriche  an  der  dabei  befindlichen  Teilung 
einstellen  kann.  Da  jeder  einzelne  Teil  der  Teilung  genau  0,005  der  Entfernung  der 
beiden  Diopter  voneinander  beträgt,  kann  man  das  Gefälle  dbekt  an  der  Teilung  ab- 
lesen. Wenn  beide  Diopter  auf  0  stehen,  steht  alles,  was  anvisiert  wird,  im  Niveau. 
Schiebt  man  das  Okulardiopter  hinauf  auf  5,  so  fällt  die  anvisierte  Linie  um  5  Prozent 
Verschiebung  des  einen  Diopter  um  einen  Teilstrich  weiter  als  das  andere,  verändert  das 
Oefäll  um  0,5  Prozent.  Die  Diopter  sind  zum  Vor-  und  Rückwärtsvisieren  ein- 
gerichtet.   Für  genauere  Arbeiten  lässt  sich  0,1  Prozent  noch  leicht  schätzen. 

Hieher  sind  endlich  aach  die  in  früherer  Zeit  oft  gebrauchten  Dendrometer  za 
rechnen.  Auf  einem  Brettchen  sind  zwei  Visiere  a,  b  (vergl.  Figur  121)  angebracht  und 
in  deren  Mitte  vom  Punkte  0  ein  Lot  L  am  Faden  befestigt. 

Figur  121. 


Sei  OL  =  1  die  Fadenlänge,  sowie  OB  =  1,  AB  =  m,  ferner  die  Distanz  OB'  =  «?, 
dann  ist  die  Höhe  des  anvisierten  Punktes  A': 

VA*  =  Ä  =  /4-d.m 

Wird  also  m  an  der  Teilang  der*  Tafel  abgelesen,  d  direkt  gemessen,  so  lässt  sich 
hieraus  leicht  h  finden.  Dass  die  Genauigkeit  dieser  Instrumente  nur  eine  sehr  geringe 
sein  kann,  ist  klar. 


5*  Barometrische  Höhenmessnng. 

Frage  105.     Auf  welchem  Prinzip 
beruht  die  barometrische  Höhenmessuug?       Antwort.      Die    barometrische    Höhen- 
messung gründet  sich   auf   die   Thatsache, 
dass  der  Luftdruck  mit  der  Höhe  abnimmt, 
denn  die  Luft  ist  schwer. 


Frage  106.  Wie  lautet  die  Grund- 
gleichung der  barometrischen  Höhen- 
messung? 


Antwort.  Die  Grundgleichung  der  baro- 
metrischen Höhenmessung  besagt,  dass  bei 
konstanter  Temperatur  die  logarithmische 
Zu-  oder  Abnahme  des  Luftdruckes,  der 
Höhenab-  oder  -zunähme  proportional  ist 
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Man  kann  also  schreiben,  wenn  p  den 
Erkl,  80.    Unter  logarithmischer  Zu-  oder  Luftdruck  und  H  die  Höhe  bezeichnet: 
Abnahme  einer  GrOsse  p  versteht  man  den  Aus-  . 

druck:  .££.^  -.jcJH 

,    ^^P  P  . 

^   p  Jp  und  jH  drücken  die  Ab-  oder  Zunahme 

wobei  +  Jp  den  Betrag  der  ein&chen  Zu-  oder  ^^^  Grössen  p  resp.  H  ans,  ä;  ist  ein  Koöffi- 
Abnahme  darstellt.  zient,  der  wesentlich  von  der  Temperatur 

abhftngt. 


Fra^  107,      Wie  wird  die  baro- 
metrische Grundgleichung  abgeleitet? 

Figur  122. 


JH 


H 


p^Ap 


w/y//w/jm^////Amyjim^^ 


ErkL  8L  Das  Mariottsche  Gesetz  besagt, 
dass  sieh  das  Volumeii  v  eines  Gases  bei  kon- 
stanter Temperatur  um^kehrt  proportional  dem 
Druck  p  ändert,  die  Dichte  q  ändert  sich  dem- 
nach proportional  dem  Dnick.  Wir  haben  also 
f^i  zwei  Zustände  A  und  B\ 


B 


Pa 


9a 


Bemerkung.  Die  nebenstehende  Formel  gilt 
zufolge  des  Mariottschen  Gesetzes  nur  für  kon- 
stante Temperatur. 


Antwort.  Um  die  barometrisohe  Gnind- 
gleichung  abzuleiten,  stellen  wir  folgende 
üeberlegung  an: 

Es  sei  p  der  Luftdruck  in  der  Höhe  H 
bei  einer  Luftsäule  (L  in  der  Figur  122) 
mit  dem  Querschnitt  =  1. 

In  der  Höhe  JJ+^IT  wird  offenbar  p 
kleiner,  also  etwa  gleich  p  —  /ip.  Und 
zwar  wird  der  Luftdruck  in  B  und  das  Ge- 
wicht der  zwischen  A  und  B  befindlichen 
Luftsäule  kleiner.  Das  Volumen  dieses  Cy- 
linders  ist  offenbar  gleich  1  X  ^^  =  ^^i 
denn  der  Querschnitt  hat  die  Fläche  s=  1. 
Seine  Masse  wird  gleich  sein: 

wo  Q  die  Luftdichte  bezeichnet   und  sein 
Gewicht  ist  gleich: 

99^Bi 

wobei  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
bedeutet.    Wir  haben  also: 

Jp  =  —  gq  JE 

Nun  ändert  sich  die  Dichte  eines  Gases 
nach  dem  Mariottschen  Gesetze  proportional 
dem  Drucke,  also  ist: 

P   ^   Q 

Po  Qo 

wobei  Pq  Qq  irgend  einen  Zustand  bezeichnen. 
Wir  haben  also: 

Q  =  J). — 
Po 

und  demzufolge: 

Po 

oder: 

P  Po 


Jp^Z'-g^'pJH 


JE 


Frage  108.     Wie  wird  die  Tem- 
peratnrändenmg  berficksichtigt? 


Antwort  Um  den  Einfluss  der  Tempe- 
ratur zu  berücksichtigen,  haben  wir  nun  nach 
dem  Gay-Lussacschen  Gesetz  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  mit: 
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wo 

Erkl.  82.    Das  Gay-Lussacsche  Gesets  be-  ^  =^     ^  .  z=:  1*  003^66 

sagt,  dass  bei  konstantem  Druck  die  Volnm-  ^73 

anderunfir  der  Temper^ur  proportional  ist.  Ist  i^^zeidmet  and  t  die  betreffende  im  Luftr 

li^i^rJy'SS^^^^^  cylinder  ^^herrschende  Temperatur  dar- 

y^^.  Stellt,  zu  moltiplizieren. 

V  =  v^(l  +  tt)  Unsere   vollständige   Formel    wird    also 

Der  Koeffizient  e  ist  für  alle  permanenten  lanten: 
Gase  nahesn  konstant.  jp  „        JH 

Nun    ändert    sich    nach   dem  Mariottschen  I  .  .  .  — — -  =  —  g  — * 


Gesetse  die  Dichte  umgekehrt  wie  das  Yolumeni 


p  Po     1+« 


darum  schreiben  wir:  Das  eine  möge  noch  hervorgehoben  wer- 

1  den,  dass  die  vorliegende  Formel  eine  Diffe- 

l-|-it  rentialformel  ist,   dass  alao  JH  nicht  den 

und  nicht  einfach:  Höhenunterschied,  sondern  die  Höhenzunahme 

bezeichnet     Der  Höhenunterschied   zweier 
(hte  ist  nftmlieh: 


!  +  «< 


II  .  .  .  Hß^B^^z    fjiH 


Frage  109.    Wie  wird  die  Höhen- 
formel erhalten? 

Bemerkung.   Streng  genommen  ist  das  In-        Antwort.    Setzt  man  in  die  Gleichung  II 
tegral :  ^^^  vorhergehenden  Frage  den  Ausdruck  für 

ß  ^  jH  aus  der  Gleichung  I  ein,  also: 

A  -^  SO  folgt: 

also  gleich  der  Summe  aller  Elementarteile  von  ^ 


Pk  A 

Um  die  Integration  ausfOhren  zu  könneui        Erlaubt  man  sich  hier  noch  eine  mittlere 


haben  wir  fttr  die  einzelnen:  Temperatur,  also  etwa: 


einen  Mittelwert  eingeführt.  '  2 

Dadurch  ist  unsere  Formel  minder  streng  als  Konstante  einzufahren,  so  kann  man  offen- 
geworden, bar  schreiben: 


».-«.=-t'('+-H^)/^ 


A 

Bemerkung.     Wir  haben   in    der   neben-        Nun  ist  aber: 
stehenden  Betrachtung  den  Wert  g  als  kon-  b 

staut  angesehen.     Nun  ist  aber  fttr  die  geo-  C  ^P  ^  j^g  ^^ 

graphische  Breite  <p  und  die  Meereshöhe  fT  der  J     P  Pa 

Wert  von  g  gleich:  ^^^^  y^^, 

g  =  9o  (1+0.00531  8in«y)  (l  +  -^)  m  .  .  .  H^-H^ 

g,  =  9.7eOm  =  ^^  A  4.^  Jd+^'j  log  ^ 

und  Ä  =  6870000  m  ^0      \  ^       /        Pb 
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zn   setzen  ist.    R  ist  der  Erdradins.    Femer        Benätzen    wir    die    gewöhnlichen   Loga- 
wird  noch  der  Luftdruck  durch  die  Laftfenchtig-  rithmen,  so  können  wir,  da  allgemein : 


wo 


logx  =  —logx 


keit  geändert,  welche  auch  eine  kleine  Korrek- 
tion bedingt. 

Wll 

M  =  0.434296 

Bemerkung.    Man  hat  für  die  vollständige  der  Modul  der  Briggschen  Logarithmen  ist, 
barometrische  Formel  Tafeln  entworfen.   Solche  indem  wir: 
sind  n.  a.  von  Jordan,  Nenmaier,  Mathieu  pub-  1 


liziert  worden. 


-^^  =  Ä:  =  18464 


IIP 


.  .  Hj^  —  U^^  18464 


M    Po 
setzen,  die  Höhenformel  auch  so  schreiben: 

0  +  -546-j^^«^ 

Werden  noch  ausserdem  die  genaueren 
Werte  für  g  eingesetzt  und  auch  der  Ein- 
flnss  der  Luftfeuchtigkeit  berücksichtigt,  so 
ergibt  sich  nachstehende: 

vollständige  Formel  für  die  Barometer-HöhenmeBsung: 

Jh  =  18400  log  —  (1  +  0003665  t)  (l  +  0-377  -^^  (1  +  0.00266  cos  2y)  A  +  2  ^^ 
dabei  ist: 


^h^h^-h^ 


€  =  Dunstdruck 
r  =  6.370-000 


Bemerkung.     Für  e  kann  ein  Näherungs- 
wert aus: 

e  =  3,6  +  0.46^ 

(t  die  Lufttemperatur  in  Celsius,  e  der  Dunst- 
druck  in  Millimeter)  berechnet  werden. 


6.  Theorie  nnd  Gebrauch  des  Barometers. 


Frage   110.      Was   ist    ein   Baro- 
meter? 

Figur  123. 


Antwort  Das  Barometer  ist  ein  phy- 
sikalisches Instrament,  welches  zur  Messung^ 
der  Grösse  des  Luftd^ckes  dient  und  auf 
dem  Prinzip  d^r  kommuniziei  enden  Röhren 
beruht. 

Es  besteht  im  Prlncip  aus  einem  (/-förmig 
gebogenen  Bohr,  dessen  eines  Ende  offen, 
das  andere  aber  zugeschmolzen  ist.  Diesem 
Rohr  ist  mit  Quecksilber  gefüllt,  jedoch  so, 
dass  der  Raum  am  zageschmolzenen  Ende 
ganz  luftleer  bleibt. 

Nach  dem  Prinzip  der  kommunizierenden 
Röhren  ist  dann  das  Gewicht  der  über  dem 
Querschnitt  A  stehenden  Quecksilbersäule  AB 
gleich  dem  Gewicht  der  über  dem  Quer- 
schnitt C  liegenden  Luftsäule  (vergleiche 
Figur  123). 
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Bemerkung.  Die  Figur  128  stellt  die  swei 
am  gewohnlichsten  aogewandten  Barometer- 
formen  dar  und  zwar  wird  a)  das  Heber* 
barometer  und  b)  das  Gefftssbarometer 
genannt.  


Fragte  111.   Was  versteht  man  unter 
dem  Barometerstand? 


Antwort.  Unter  dem  Barometerstand 
versteht  man  die  Höhe  der  QueekBilberBäule 
eines  fehlerft^ien  Barometers. 


Frage  112.  Wann  ist  ein  Baro- 
meter fehlerfrei? 

Bemerkung.  Der  gröbste  Fehler  bei  der 
Messung  der  Barometerstände  kann  durch  die 
in  den  luftleeren  Baum  eingedrungene  Luft 
entstehen. 

Selbst  bei  sehr  genau  gearbeiteten  Baro- 
metern findet  man  oft  mikroskopisch  kleine 
Luftblasen  an  den  Wänden  des  Glasrohres. 
Um  sich  zu  ttberseugen,  ob  die  Luft  in  den 
zugeschmolaenen  Kaum  eingedrungen  ist,  neige 
man  das  Barometer,  bis  sich  die  ganze  zu- 
{[eschmoliene  Bohre  mit  Quecksilber  füllt.  Ist 
Luft  in  der  Bohre,  so  wird  sich  oben  eine  kleine 
Luftblase  zeigen. 


Antwort.  Soll  ein  Barometer  fehlerfrei 
genannt  werden,  so  müssen  nachstehende 
Bedingangen  erfüllt  sein: 

1)  Das  Quecksilber  muss  chemisch 
rein  sein. 

2)  Der  Baam  im  zugeschmolzenen  Arme 
muss  vollkommen  luftleer  sein. 

3)  Das  Olasrohr  soll  innen  yoUkommen 
sein. 

4)  Der  Querschnitt  darf  nicht  zu  klein 
sein,  sonst  entstünde  eine  Kapillardepression. 

5)  Bei  der  Beobachtung  muss  das  In- 
strument senkrecht  stehen. 

6)  Die  Ablesungsskalen  sollen  richtig  g^e- 
teilt  sein. 


Frage  113.  Zeigt  ein  allen  in  der 
vorhergehenden  Frage  angeführten  Be- 
dingungen genügendes  Barometer  den 
richtigen  Stand? 


Bemerkwig.  Je  wärmer  das  Quecksilber 
ist,  desto  grösseren  Baum  nimmt  es  ein  und 
desto  höher  wird  auch  die  Quecksilbersäule, 
ohne  dabei  auch  schwerer  zu  sein.  Denkt  man 
eich  den  Luftdruck  ungeändert,  so  würde  das 
Barometer  bei  grösserer  Wärme  steigen,  bei 
kleinerer  fallen. 


Antwort.  Sind  alle  angeführt^i  Be- 
dmgangen  erfüllt,  so  wird  im  allgemeinen  der 
abgelesene  Barometerstand  nicht  der  richtige. 
Nachdem  man  die  Abhängigkeit  der  Queck- 
silbersäule von  der  Wärme  kennen  gelernt 
hat,  ist  man  übereingekommen  jenen  Baro- 
meterstand als  normalen  zu  betrach- 
ten, der  der  Temperatur  0^  Celsius 
entpricht.  Es  mnss  diüier  ein  jeder  bei  einer 
anderen  Temperatur  abgelesener  Barometer- 
stand auf  Null  reduziert  werden.  Zu 
diesem  Zwecke  befindet  sich  gewöhnlich  nahe 
beim  Olasrohr  ein  Thermometer,  dessen 
Ablesung  man  „Thermometer  am  Baro- 
meter** zu  nennen  pflegt 


Frage  114.  Wie  wird  der  Barometer- 
stand auf  Nnll  reduziert? 


Antwort.  Um  das  Barometer  auf  Nnll 
zu  reduzieren,  bedient  man  sich  einer  eigenen 
Tafel.  Die  Korrektion  ist  negativ  bei  einer 
Temperatur  über  Nall  und  positiv  bei  einer 
Temperatur  unter  Null.  Der  Gebrauch  der 
nachstehenden  Tafel  wird  an  folgenden  Bei- 
spielen klar: 
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Thermometer  am  Barometer    -f-^^ 

—  100 

Abgrelesene  Höhe                        7550  0 

75500 

Reduktion  auf  O*»                      —1-2 

+  1.2 

Auf  00  rediiierter  Stand           753-  8 

756.2 

Tafel  für  Reduktion  auf  0^ 

1 

• 

Barometerstand 

Temperatur 

1 

!    660 

680 

700 

720 

740  - 

760 

780 

800 

0 

1 
0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

00 

5 

0.5 

0-6 

06 

06 

0.6 

0.6 

06 

07 

10 

1.1 

1.1 

11 

12 

1-2 

1.2 

1.3 

1'3 

15 

1.6 

1.7 

17 

17 

1.8 

1     ''^ 

1.9 

1.9 

20 

2.1 

22 

23 

23     1     2.4 

'     2.5 

25 

2.6 

25 

2.7 

27 

2.8 

2.9     1     3.0 

3.1 

32 

3.2 

30 

3.2 

3.3 

3.4 

3.5 

'     3.6 

3.7 

3.8 

3.9 

Frage  115.   Was  versteht  man  unter 
der  barometrischen  Stufe? 


Hilfsrechnnng: 

12.5X11-2 
125 
250 
140.00 


Antwort.  Unter  der  barometrischen  Stufe 
versteht  man  die  in  Metern  ausgedrückte 
Höhe  einer  Luftsäule,  deren  Druck  einen 
Millimeter  ausmacht  Man  kann  also  sagen: 
Der  Höhenunterschied  (in  Meter) 
zweier  Orte  ist  genähert  gleich 
der  Differenz  der  Barometerstände 
(ausgedrückt  in  Millimetern)  multipliziert 
mit  der  barometrischen  Stufe. 

Hat  man  so  z.  B.  für  zwei  Orte  A  und  B 
eine  Barometerstanddifferenz  gleich  12-5  mm 
bei  einer  Temperatur  von  +  10^  Celsius  und 
dem  Stande  740  mm  gefunden ,  so  ist  der 
Höhenunterschied  gleich  : 

140  m 


Tafel  der  barometrischen  Stufen. 


Luftdruck 

Temperatur 

+  800 

+  20 

+  10 

+  0 

—  10 

—  20 

—  30 

780 

11.5 

IM 

10.7 

10.2 

9.8 

9.4 

9.0 

770 

,    11.6 

11.2 

10.8 

10.4 

10-0 

9.5 

• 

9.1 

760 

11.8 

11.4 

10. 9 

10. 5 

10-1 

9.7 

9.3 

750 

1    11.9 

11.5 

IM 

10.7 

10.2 

9.8 

9.4 

740 

12.1 

11.7 

11.2 

10.8 

10.4 

9.9 

9.5 

730 

.    12.2 

11.8 

11.4 

10.9 

10.5 

10.1 

9.6 

720 

12.4 

12.0 

11. 5 

11.1 

10.6 

10.2 

9.8  . 

710 

12.6 

12*2 

11. 7 

11.3 

10.8 

104 

9.9 

700 

12.8 

12.3 

11.9 

11.4 

11.0 

10. 5 

10.0 

690 

13.0 

12.5 

12.0 

11. 6 

IM 

10.7 

10. 2 

680 

13-2 

12.7 

12.2 

1     11.7 

,     11. 3 

10.8 

10.3 

670 

13.4 

>     12.9 

12-4 

1     11.9 

11.4 

.     11.0 

10.4 

1 
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Frage  116,     Wozu  wird  die  baro- 
metrische Stufe  benützt?  Antwort.    Man  benützt  die  barometrische 

Stufe  um  den  Barometerstand  auf  den 
Meeresspiegel  zu  reduzieren.  Zur 
Ausführung  dieser  Reduktion  muss  man  die 
Höhe  des  Beobachtungsortes  aber  dem  Meeres- 
spiegel und  die  Temperatui*  kemien.  Mit 
Hilfe  der  barometrischen  Stufe  wird  dann 
die  Reduktion  bewerkstelligt. 

Beispiel  einer  vollständigen  Reduktion. 

Seehöhe  -f  S8m 
Abgelesener  Stand  757*00  mm 

Lufttemperatur  -|-^^*^  Celsius. 

Thermometer  am  Barometer    -f-^^'l^  Celsius. 

I.  Reduktion  auf  QO 757-00  (naeh  Frage  114) 

—  1.20 

755-80   auf  Qo  reduziert. 
II.  Reduktion  auf  den  Meeresspiegel    +2-^ 

758. 70 

Nebenrechnung. 

Barometrische  Stufe  für  757  und  +15®  Cel- 
sius ist  gleich  11*2  m,  also: 

««•«  =  2.9 


d.  h.: 
also: 


11.2 

11*2  m  entspricht  1  mm 
32.0  m  entsprechen  2*9  mm 


7.  Beschreibimg  einiger  Barometer. 

a)  Quecksilberbarometer. 

Frage  117.   In  welcher  Form  werden 

die  Barometer  gebaut?  j^^^^^    Die  Barometer  werden  je  nach 

der  Bestimmung  als  Stand-  oder  als  Reise- 
Bemerkung.  Die  nebenstehenden  Abbil-  barometer  gebaut  Uns  interessieren  vor 
düngen  (vergleiche  Figur  124—128)  und  An-  allem  die  Reisebarometer,  die  znr  Höhen- 
weisungen sind  den  Katalogen  der  Firma  messung  verwendet  werden.  Da  man  aber 
R,  Fuess,  Steglitz  bei  Berlin,  entnommen,  gezwungen  ist,  seinen  Reisebarometer  öfters 
welche  heutzutage  die  vollkommensten  Instru-  ™i*  ö"^®™  Standbarometer  zu  vergleichen, 
mente  dieser  Art  baut.  so  mgen  wir  auch  die  Beschreibung  solcher 

bei. 

Die  Figur  124  und  125  stellt  ein  Normalbarometer,  System  Wild-Fuess  mit  Nonien- 
ablesung  dar. 

Figur  126.  Ein  Hebelbarometer  mit  Glasnonien.  Die  Teilung  ist  direkt  auf  die 
Glasröhre  eingeätzt,  auf  welcher  auch  die  Nonien  verschiebbar  sind. 

Figur  127.    Stellt  ein  einfaches  Heberbarometer  auf  Holzbrett  dar. 

Figur  128.  Ein  Fortinsches  Barometer  speziell  für  Höhenmessungen  konstruiert^ 
weswegen  wir  dasselbe  näher  beschreiben  müssen. 

Das  hohle  Eisensttick  a  (siehe  Figur  128)  trägt  an  seinem  untern,  mit  Schranben- 
gewinde  versehenen  Teile  das  Queckailbergefäss,  an  dem  andern  Ende  die  Skalenröhre  5, 
während  in  seinem  innem  Hohlräume  die  Barometerröhre  befestigt  ist. 


Beschreib img  einiger  Barometer. 
Figur  124.  Figur  125.  Figur  126.  Figur  127.  Figur  126. 


Buometer  von  R.  Fneai  (roimala  J.  O.  Orelaer  Jr.  k  ÜeUsler),  SteRÜti  bei  Berlin. 


126 


Venuessnngsknnde. 


Fjgnr  129. 


Die  Befestjgiing:  der  Bohre  wird  durch 
die  Matter  c  bewirkt,  die  einen  auf  die 
Barometerröhre  geleimten  Cylinder  d^  welcher 
ans  Papiermasse  hei^estellt  ist,  fest  an  den 
nntern  Ansatz  des  Eisenstöckes  a  anpresst 

Das  Qaecksilbergefftss  vrird  gebildet  ans 
der  Glasröhre  f,  welche  in  ein  latemenförmig 
durchbrochenes  Messingrohr  eingesetzt  ist; 
femer  ans  der  Bodenplatte  g  nnd  dem  Ober- 
teil «.  Letzteres  kann  an  a  anf-  nnd  nieder- 
geschraubt  nnd  damit  die  Einstelinng  der 
Spitze  A  auf  die  Quecksilbersäule  bewirkt 
werden.  Wenn,  wie  die  Figur  zeigt,  sich 
das  Instrument  in  geschlossenem  Zustande 
befindet,  das  Oberteil  e  des  Gefftsses  fest  an 
die  Flansche  des  Eisenkörpers  a  angeschraubt 
ist,  so  wird  auch  gleichzeitig  darch  den  mit 
einem  Lederscheibeben  gepolsterten  Feder- 
bolzen f  die  Barometerröhre  geschlossen,  so 
dass  weder  ein  Schwanken  des  Quecksilbers 
stattfinden,  noch  Luft  in  die  Röhre  ein- 
dringen kann. 

Das  Instrument  kann  mit  geringer  Muhe 
auseinander  genommen  und  zusammengesetzt 
werden.  Im  erstem  Falle  schraube  man  die 
Schraube  k  aus  der  Bodenplatte  und  lasse 
das  im  Gefäss  befindliche  Quecksilber  aus- 
laufen. Das  Barometer  ist  sodann  umzukehren 
und  die  Skalenröhre  h  abzuschrauben.  Die 
Mutter  c,  welche  die  Barometerröhre  fest- 
hält, liegt  dann  frei  und  kann  nun  g^elöst 
werden.  In  umgekehrter  Reihenfolge  ge- 
schieht die  Zusammensetzung  des  Instru- 
ments, wobei  zu  beachten  ist,  dass  vor  dem 
Eingiessen  des  Quecksilbers  in  das  Gefäss 
die  Barometerröhre  vollständig  mit  Queck- 
silber gefällt  sein  muss. 

Fär  Forschungsreisende,  welche  selten 
Gelegenheit  haben,  ein  unterwegs  verun- 
glttcktes  Instrument  reparieren  zu  lassen, 
dürfte  dieses  Barometer  sehr  zu  empfehlen 
sein.  In  einem  gut  gepolsterten  Etui  können 
eine  beliebige  Anzahl  gefällter  und  ungefällter 
Reserveröhren  mitgefuhrt  werden,  ebenso  ein 
oder  mehrere  Reserve-Glascylinder  für  das 
Geföss.  Für  die  Reise  ist  ein  eigenes  Stativ 
(siehe  Figur  129)  gebaut  worden. 


Frage  118. 


b)   Die  Aneroide. 

Was  ist  ein  Aneroid? 


Antwort  Ein  Aneroid  ist  ein  Mess- 
iiistrument,  welches  den  Luftdruck  zu  messen 
gestattet,  indem  es  seine  Einwirkung  auf  die 
Elastizität  der  Metalle  anzeigt.  Man  unter- 
scheidet Röhren-  nnd  Dosenaneroide. 


BeschreibDDg  einiger  Barometer. 
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Das  Röhrenaneroid  besteht  auB  einer 
elastischen  Metaltröbre  {B  in  der  Figur  130), 
ans  welcher  die  Laft  ansgepompt  wird.  Die 
Bübre  selbst  ist  kreisförmig  gebogen  und 
mit  einem  Hebel  H  in  Verbindung  gesetzt, 
welcher  wieder  auf  einen  Zeiger  Z  wirkt, 
dessen  Bewegung  au  der  Skala  S  abgelesen 
werden  kann. 

Mit  wachsendem  Lnftdrack  krümmt  sich 
die  Metallröbre,  ihre  Enden  A  und  ß  nfthem 
sieb  einander  nnd  wirken  so  anf  den  Hebel  H. 

Die  Dosenaneroide  haben  als  Hanpt- 
beBtandt«ll  eine  Hetalldose,  deren  eine  (sehr 
dünne)  Wand  sich  nnter  dem  Einflösse  des 
Lnftdrackes  biegt.  Diese  Biegung  wird  ver* 
mittels  eines  geeigneten  Hebelsjstems  aof 
einen  Zeiger  abertragen. 

Je  nach  der  Art  der  üebertragnng  der 
Bewegung  der  dfinnen  Wand  nnterscbeidet  man 
das  Nandetsche  nnd  das  Ooldscbmldt- 
Bcbe  Aneroid. 

Die  Nandetsche  Einrichtung  besteht  im 
Prinzip  iu  nachstehendem: 

Die  Do8e  b  (verg).  Figur  131)  ist  mit 
einer  Säule  S  fest  verbanden.  Dieselbe  über- 
tragt die  Bewegungen  der  wellenfBrmigen 
Oberfläche  der  Dose  anf  die  mit  dem  Oe- 
hänse  fest  verbandene  Feder  f  vermittels 
der  Schneide  n.  Die  Feder  f  ist  mit  einer 
Stange  h  verbunden,  welche  ihre  Bewegungen 
vergrössert  auf  das  um  O  drehbare  Gelenk- 
hebelsystem g,  H  abertragt. 


Beaerkuif.  Das  Wort  Aneroid  stammt 
vom  griechiseheu  a  =  nicht  nnd  neroa  =■  naas, 
d.  h.  ein  Barometer  ohne  Quecksilber.  Es  wurde 
7om  Engländer  Vidi  1647  erfunden.  Später 
veriiessert«]!  die  Mechaniker  Naudet  nnd  Hu- 
lot  dasselbe  und  nannten  es  „Baiometre  holo- 
st^qne"  vom  griechischen  boloa  =  ganz  nnd 
Stereos  =  starr.  Wesentliche  yerbeasemng 
erfahr  das  Aneroid  von  Ooldschmidt  in 
Ztlricb. 


Der  Hebel  U  ist  mit  einer  Eette  K  in 
Verbindung  und  bewirkt  so  die  Drehung 
einer  Welle  W,  welche  den  Zeiger  Z  trägt, 
dessen  Bewegong  an  der  Teilung  T  abge- 
lesen wird.  Dem  Hebel  II  wirkt  die  Feder 
F  entgegen,  so  dass  die  Kette  K  immer 
gespannt  bleibt. 

Dass  die  Bfichse  b  luftleer  sein  moss,  ver^ 
steht  sich  von  selbst. 

Goldschmidt  hat  die  obige  ziemlich  kom- 
plizierte Hebelübertragong  wesentlich  ver- 
einfacht, indem  er  die  Bewegung  der  Wellen- 


Tennesanngskniid«. 

fläche  mittels  eines  Annes  gleich  aaf  den 
Hebel  e  (vergl.  Fiff.  132)  virkeD  lasst..  Der 
Hebel  trSgt  am  Ende  eine  Uarke.  Ein 
zweiter  stark  federnder  Hebel  e'  Btebt  in 
Verblndongr  mit  der  MikrometerBchranbe  Jli, 
deren  ganze  ümdrehnn^n  an  der  Uillimeter- 
teilong  T  Qod  0,1  derselben  an  dem  Index  0 
abgelesen  werden. 
Figur  183. 


l^uJjifl- 


n  Th* Uatori-RelHHCher  in  ZMtt. 


BemerknnK.  Es  ist  klar,  dass  die  Tempera- 
tnr  sowohl  anf  die  Bohre  B  aU  aacb  auf  die 
Dose  h  einwirkt.  Es  mass  daher  das  Äneroid 
mit  einem  Qaecksilberbarometer  verglichen  wer- 
den nnd  zwar  bei  verschiedenen  D rocken 
nnd  verschiedenen  Temperatnren.  Diese  Ter- 
gleichnng  liefert  dann  bestimmte  Eorrektion,  die 
sogenannte  Temperatnrkorrektion  der 
Aneroide.  Diese  Tergleichnng  soll  öfters  ge- 
macht werden,  denn  die  Korrektion  ändert  eich 
mit  der  Zeit. 


Soll  eine  Ablesnng  gemacht  werden,  so 
wird  mit  HUfe  der  Scbranbe  M  der  Indez- 
strich  von  «'  mit  jenem  von  «  zur  Decknog 
gebracht.  Hierauf  wird  mit  Hilfe  der  Lape 
die  Ablesnng  an  der  Millimeterteilang  mid 
mit  freiem  Ange  die  Ableanng  am  Indes  0 
gemacht  (vergl.  Fignr  132). 

Noch  einfacher  it\  die  Form,  welche 
die  Finna  Th.  Üsterl-Reinacher  in  Ztirich, 
welche  die  Aneroide  als  langjährige  Speziali- 
tät bant,  dem  sogenannten  SchifFsbarometer 
gab  (vergl.  Fignr  133).  Dasselbe  ist  aber 
nnr  als  Barometer  nnd  nicht  als  HShenmeeser 
(Hypsometer)  zn  gebrauchen,  da  die  Skala 
nnr  aaf  kleinere  Schwanknngen  des  Lnfl- 
dnickes  berechnet  ist. 


Frage  11».  Wie  wird  der  Einflass 
der  Temperatnr  bei  dem  Atieroidbaro- 
meter  eliminiert? 


Antwort.  Der  Einflass  der  Temperatnr 
bet  den  Aneroiden  kann  entweder  kon- 
struktiv dnrch  geeignete  Kompensation 
oder  rechnerisch  dnrch  Verglelchnng  mit 
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gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benutzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw,  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  anlrewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  11.  Ord»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Priratsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbercltungsschnlen  aller  Arten,  gewerbUche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltse  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  sn  verwerten«  Lnat,  Liebe 
und  Yerstäudnls  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Keuntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zwei^cn  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entf^'egen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflfen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshandluDg. 
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einem  Qnecksilberbarometer  eliminiert  werden. 
Die  konstruktive  Kompensation  ist  immer 
eine  nnyollkommene  nnd  maiv  wird  bei 
genanen  Messungen  wohl  immer  zur  rech- 
nerischen Bestimmong  greifen. 


Temperatur        A 

B 

00  Celsins      760-00  mm 

760-35  mm 

761.00 

761-37 

762-00 

762. 2Ö 

763.00 

763.40 

Frage  120.    Wie  gestaltet  sich  der 

Aasdmck  der  Beduktion  eines  Feder-       *  *    «4.    t      n       •         •  ^  j«    a 
.  .      c)  Antwort.   Im  allgemeinen  wird  das  Ane- 

Daromeiers r  ^^^^^  ^^^^^  ^^  ^^^y^  ^^^^j^  Millimeter  760, 770 •  • 

beziffert  ist,  nicht  an  diesen  Stellen  genau 
Bemerkung.  Um  den  Einfluss  dieser  Fehler  den  Luftdruck  anzeigen,  den  ein  Qaecksüber- 
klar  zu  machen,  denken  wir  uns  zunächst  zwei  barometer  zeigen  würde  und  zwar  aus  nach- 
Barometer  A  (Quecksilber-)  und  B  (Feder-Baro-   stehenden  Gründen : 

meter).    Die  Temperatur  soU  0©  sein.  1)   Der  Nullpunkt  des   Federbarometers 

Wir  lesen  ab:  liegt  nicht  genau  im  Nullpunkte  der  Teilung 

(Standkorrektion). 

2)  Die  Teilung  selbst  entspricht  nicht 
der  gleichwertigen  Teilung  des  Quecksüber- 
barometers  (Teilungskorrektion). 

3)  Verändert  die  Temperatur  die  Bestand- 
Lassen  wir  760  mm  als  Normalstaud  gelten,  teile  (Temperaturkorrektion). 

dann  ist —0.35  die  Standkor rektion.    Also  Bezeichnen  wir  die  Einheit-Korrektionen 

werden:  der  Eeihe  nach  mit  a:,  y,  z^  wobei  wir  760  als 

(—  761 . 37  +  0. 36  +  761 . 00)  =  —  0 .  02  Normalstand  und  0®  Celsius  als  Temperatur- 

(__  762.25 +  0.35 +  762.00)  =  +0-10  nuUpunkt  nehmen,  so  wird,  wenn  Q  den  ab- 

(—  763-40  +  0*35  +  763-00)  =  —  0-05  gelesenen  auf  Null  reduzierten  Quecksilber- 

die  Teilungskorrektionen  sein.  barometerstand  bezeichnet  und  F  die  jeweilige 

Nehmen  wir  weiter  an,  wir  hätten  bei  10©  Ablesung  am  Federbarometer  darstellt: 

Celsius  nachstehende  Ablesung  gemacht :  Q=zF+x  +  fft  +  z (760  —  F) 

A                        B  Bestimmt  man  für  eine  andere  Temperatur 

760*00  mm           760-55  mm  und  emen  anderen  Stand: 

wir  haben  also  eine  Differenz :  Q'  =:  F  +  x  +  ^f  +  z (760  —  F) 

B-A  =  0.55mm  0"  =  F"  +  ar  +  yr +  «(760  — F") 

Davon  kommen:  so  folg^: 

auf  Standkorrektion  —0.35  mm  q^  g*  =  (^p^  F')(l--z)  +  y(t  —  t)\ 

also  verbleiben,    da  keine  Teilungskorrektion  und  analog: 

vorliegt:  Q^Q'*  z=  (F—  F')  (1  — ;»)  +  y (^  —  «") 

—  0*20  mm 

als  Temperaturkorrektion  für  +10«  Celsius;   ^  Man   kaiin   also   ans   drei  verschiedenen 

.  /.                 T?  II  .  Barometerständen,    die    bei    verschiedenen 


also  wird  in  unserem  Falle: 


Temperaturen  beobachtet  werden,  leicht: 


0-20            -  „  - 

y  = rr—  =  — 0.02  mm  1  —  «,    y,    x 

berechnen. 

Bemerkung.     Statt  bloss   dreier  Beobach-  Je  grösser  die  Differenzen: 

tungen,  verwendet  man  in  der  Kegel  möglichst  q q»»^    p p**^    f i** 

viele  und  berechnet  sie  nach  der  Methode  der  g qi ^     F—  F,     t t' 

kleinsten  Quadrate.  nind,  desto  genauer  werden  die  Werte  er- 
halten. 

Bemerkung.    Der  allgemeine  Vorgang  bei  gg  g^j  jjj^r  aber  noch  einmal  darauf  auf- 

einer  Aneroidhöhenmessung  ist  nachstehender:  merksam  gemacht,  dass  die  so  ermittelten 

Hau  liest  das  Aneroid  bei  einer  Höhenmarke  Korrektionen  keine  konstanten  Grössen  sind, 

ab  (eventuell  an  einem  Orte,  dessen  Meereshöhe  sondern  sich  von  Zeit  zu  Zeit  ändern.   Darum 

L&8ka,  VermeBsimgskande.   II.  9 
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bekannt  ist),  begibt  sich  nun  an  jenen  Ort,  wird  das  Aneroid  immer  nur   als  Inter 
dessen  Meereshöhe  man  bestimmen  will,  nnd  polationsinstrament  verwendet, 
kehrt  sodann  zum  Ansgangsort  znrttck.    Seien 
t,  f,  t"  die  Zeiten  nnd  h,  h\  h*'  die  Aneroid- 
stände,  so  wird  man  zur  Berechnung  des  Höhen- 
unterschiedes die  Aneroidstände : 

und 

Wählen,  vorausgesetzt,  dass  man  annehmen 
kann,  dass  sich  in  der  Zwischenzeit  der  Luft- 
druck proportional  der  Zeit  geändert  hat.  Man 
muss  also  Tage  mit  starken  Lufdruckschwan- 
kungen  (Gewittertage,  Tage  mit  starken  Win- 
den etc.)  möglichst  vermeiden. 


c)  Die  thermische  Höhenmessung. 


Frage  121.     Auf  welchem  Prinzip 
beruht   die  thermische  Höhenmessung? 


Antwort  Die  thermische  Höhenmessang 
beruht  auf  der  Thatsache,  dass  der  Siede- 
punkt des  chemisch  reinen  Wassers  von  dem 
Barometerstande  abhängig  ist. 

Es  siedet  nach  Begnaults  Untersaohnngen 
das  Wasser: 


Siedetemperat.  i     Barometer     J  Siedetemperat.        Barometer       Siedetemperat.  i     Barometer 


85»  Celsius 

433  mm 

\    910  Celsius 

546  mm 

1000  Celsius 

658  mm 

86 

450  mm 

92 

567  mm 

96 

682  mm 

87 

468  mm 

93 

588  mm 

97 

707  mm 

88 

487  mm 

94 

611  mm       1 

,      98 

738  mm 

89 

506  mm 

95 

634  mm 

99 

760  mm 

90 

525  mm 

' 

Bemerkung.  Aus  der  Torstehenden  Tafel 
ist  ersichtlich,  dass  die  Benützung  der  Siede- 
thermometer nur  lu  ganz  rohen  Näherungs- 
werten führen  kann.  Die  ganz  bequemen 
Aneroide  haben  in  der  Neuzeit  die  Siedethermo- 
meter ganz  verdrängt,  weshalb  wir  diese  Art 
der  Messung  nur  als  eine  historische  hier  kurz 
erwähnen. 


Daraus  könnte  man  durch  Bestimmung 
des  Siedepunktes  den  entsprechenden  Baro- 
meterstand herleiten. 

Man  kann  auch  eine  direkte  Höhenformel 
ableiten: 

JH  =  300(r—  Tj)  (1+0,0040 

wobei  H  die  Höhendifferenz,  T  und  T^  die 
Siedepunkte  beider  Stationen  und  t  das  Mittel 
der  Lufttemperaturen  bezeichnet.  Diese  For- 
mel gibt  H  in  Meter  an. 


-y^  ->)>(<' 


Die  DistanzmeBsnng.  —  Einleitung. 
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V.  Die  Distanzmessung. 

1.  Einleitung. 

Frage  122.  Was  versteht  man  unter 
der  Distanzmessung?  Antwort.  Unter  der  Distanzmessnng:  wird 

die  Ermittelung  einer  Entfernung  von  einem 
Standpunkte  aus  verstanden.  Das  dazu 
verwendete  Instrument  wird  einDistanz- 
messer genannt. 


Frage  123.    Welche  Arten  der  Di- 

Stanzmesser  unterscheidet  man?  Antwort.   Je  nachdem  im  Endpunkte  eine 

Latte  aufgestellt  werden  muss  oder  nicht, 

Bemerkung.  Wir  behandeln  im  nachstehen-  unterscheidet  man: 

den  nur  die  Distanzmesser  mit  Latte,  indem  die  1)  Distanzmesser  mit  Latte, 

Distanzmesser  ohne  Latte  in  der  Yermessnngs-  2)  Distanzmesser  ohne  Latte, 
künde  des  Geometers  keine  Anwendnng  finden. 


Frage  124.  Auf  welchem  Grund- 
prinzip beruht  die  Distanzmessung  mit 
Latte? 

Fignr  134. 


Erkl.  88.    Streng  genommen  ist: 

l 
tgy-^ 

da  aher  cp  hei  allen  Anwendungen   ein   sehr 
kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man: 

tgy  =  y^sinl" 
setzen,  wodurch: 


d=z 


l 


=  206  266 


l 


y"sinl"  (p 

(ip  in  Sekunden  ausgedrückt)  wird. 

Figur  135. 


F 

ä  ■ 

i_JJL 

■ 

r  rrrTti 


Antwort  Der  Distanzmessung  mit  Latte 
liegt  das  einfache  Prinzip  zu  Grunde,  dass 
der  G^enstand  uns  um  so  kleiner  erscheint, 
je  weiter  er  entfernt  ist 

Sei  (vergl.  Fignr  134)  /  die  Länge  der 
Latte,  d  die  Entfernung  und  qp  der  Winkel, 
unter  welchem  die  Latte  gesehen  wird,  so 
hesteht  die  Beziehung: 

d=: -4-206  265 
ff 
(vergl.  Erkl.  83). 

Aus  dem  Umstände,  dass  hier  eine  grosse 
Zahl  als  Multiplikator  erscheint,  kann  man 
ohne  weiteres  annehmen,  dass  die  Genauig- 
keit der  Distanzhestimmung  keine  allzugrosse 
sein  wird. 

Da  man  gewöhnlich  eme  Latte  von  kon- 
stanter Länge  benützt,  so  lassen  sich  leicht 
Tabellen  mit  dem  Argumente  gp''  berechnen, 
welchen  sofort  die  Distanz  entnommen  wer- 
den kann. 

Man  kann  aber  auch  dem  Winkel  (jp" 
eine  konstante  Grösse  erteilen  und  die  Länge 
l  an  der  Latte  ablesen. 

Die  Distanzmesser  erster  Art  wer^den  auch 
Schraubendistanzmesser,  jene  der  zwei- 
ten Art  Fadendistanzmesser  genannt. 
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I 


Oc 


Figar  136. 


Frage  125.  Wie  lautet  die  Beziehung 
zwischen  der  Fadendistanz  e  und  der 
Entfernung  h  des  Gegenstandes  bei  dem 
Fadendistanzmesser? 


Erkl.  84.    Ans: 


l:-JL^=l,e 


folgt  zunächst: 


also: 


oder: 


d.  h. 


hlf 


—  eh 


e 


i^f+i-jj 


Bemerknng.    Ans  der  Gleichung: 

e 
folgt,  dass  die  vom  vorderen  Brennpunkte 
des  Objektivs  an  gezählten  Entfernungen  der 
Latte  den  Lattenabschnitten  proportional  sind. 
Dieser  Brennpunkt  führt  den  Nenner  des 
anallatischen  Punktes  (von  anallatos,  un- 
veränderlich). 


Antwort.  Um  die  Theorie  prinzipiell  zu 
entwickeln  betrachte  man  die  Figur  136. 
oc  und  oh  stellen  die  Okular  resp.  Objektiv- 
linse  eines  einfachen  Fernrohrs  dar.  l  ist 
die  Lattenläoge,  die  der  Fadendistanz  e  =  FF* 
entspricht  (vergleiche  Figur  135). 

Sei  femer  h  der  Abstand  der  Latte  vom 
Objektiv,  a  der  Abstand  der  Fäden  (also  bei 
richtiger  Einstellung  auch  des  Lattenbildes) 
vom  OlQektiv,  so  besteht  nach  Frage  44  des 
I.  Teües  (Seite  45,  Formel  VH)  die  Be- 
ziehung: 

hf 

a  = — 

h^f 

wobei  f  die  Brennweite  des  Objektivs  be- 
zeichnet. 

Nun  haben  veir,  wie  aus  der  Figur  136 
ersichtlich: 


6:a  =  /:e 


also: 


6: 


^f 


r=  l\e 


h-f 

woraus  (vergl.  ErkL  84): 

Dabei  ist  aber  h  die  Entfernung,  vom 
Objektiv  aus  gerechnet.  Will  man  dieselbe 
vom  Mittelpunkte  des  Instruments  haben, 
so  ist  noch  die  Entfernung  objektiv  bis 
Mittelpunkt  E  hinzuzufügen,  so  dass  wir 
haben: 

h=:E+f  +  i.L 

oder  kurz: 

h  =  m-J-n-/ 

wobei  m  und  n  konstante  Grössen  sind,  die 
am  besten  durch  einige  Versuche,  bei  wel- 
chen sowohl  h  als  auch  l  bekannt  sind,  be- 
stimmt werden  können. 


Frage  126.     Wie 

Beziehung    bei    einem 
distanzmesser? 


lautet   dieselbe 
Schrauben- 


Antwort.   Es  ist  klar,  dass  dieselbe  Be- 
ziehung auch  für  den  Schraubendistanzmesser 


Das  Ertelsche  Universallnfitnunent.  J33 

gilt.   Nor  ist  dort  l  konstant,  e  veränderlich. 
Die  Formel  lantet  also: 

0  =  m-\ 

e 

wobei  e  hier  die  Zahl  der  Schraubendrehungen 

nnd  ihrer  Teile  bezeichnet 

Anmerkung  8.  Ehe  wir  etwas  über  den  Gebrauch  des  Distanzmessers  mitteilen,  wollen 
wir  das  Universalinstrament  von  Ertel  &  Sohn  in  Mönchen  beschreiben,  welches 
die  Eigenschaften  eines  für  alle  Zwecke  ausreichenden  Instruments  in  sich  ver- 
einigt. Es  soll  dabei  auch  ein  ausführliches  Beispiel  der  Prüfung  eines  zusammen- 
gesetzten Instruments  geliefert  werden. 


2.  Das  Ertelsche  Uniyersalinstrament. 

Das  sogenannte  Ertelsche  Universalinstrument  (siehe  Figur  137)  ist  in  erster  Linie 
Nivellierinstrument,  dann  Winkel-  und  Distanzmesser;  es  verbindet  daher  seiner  Kon- 
struktion nach  die  Anforderungen,  welche  an  ein  vollkommen  gutes  Nivellierinstrument 
gestellt  werden  müssen,  mit  jenen,  welche  für  einen  Theodolit  notwendig  sind.  Die  Leistungs- 
föhigkeit  des  Distanzmessers  ist  proportional  der  Brennweite  des  Femrohrs. 

Unterscheidet  man  am  Instrament  die  beim  Gebrauch  unbeweglich  bleibenden  von 
den  beweglichen  Teilen  des  Instruments,  so  bilden  jene  den  Unterbau,  diese  den  Auf- 
bau desselben.    Den  Unterbau  bilden  folgende  Teile: 

1)  Das  Dreifussgestell ,  mit  welchem  das  Instrument  auf  seiner  zur  Aufstellung 
dienenden  Unterlage  (Stativ)  ruht. 

2)  Die  vertikale  Achse,  ein  massiver  Stahlkonus,  auf  dessen  gerundeter  Eopffläche 
(bei  V)  der  bewegliche  Teil  mittels  der  Aufhängung  (Balancierung)  sich  stützt  und 

3)  der  Limbus,  ein  fein  geteilter  Kreis  auf  Silber. 
Der  Aufbau  setzt  sich  aus  folgenden  Teilen  zusammen: 

4)  Die  über  den  Stahlkonus  als  Kern  entsprechend  geformte  Hülse. 

6)  Die  Alhidade,  ein  Kreisring  oder  eine  Kreisscheibe  am  unteren  Ende  der  Hülse, 
welche  der  Grösse  des  Limbus  entsprechend  in  dessen  Ebene  so  eingepasst  ist,  dass  sein 
Band  dem  geteilten  Kreis  konzentrisch  gegenüberliegt.  Dieser  Rand  trägt  auf  einem 
Durchmesser  liegend  zwei  Nonien,  deren  Angabe  je  nach  der  Grösse  und  TeUung  des 
Kreises  entweder  10  Sekunden,  80  Sekunden  oder  1  Minute  ist.  Die  Hülse  erweitert 
sich  nach  oben  gabelförmig  und  bildet  so 

6)  das  Lager  für  die  horizontale  Drehachse  DD  in  cylindrischer  Form. 

7)  Die  horizontale  Achse  selbst  wird  aus  zwei  kurzen  Stahlcylindem  gebildet, 
welche  als  kurze  seitliche  Ansätze  an  ein  halbcylinderförmiges  Lager  erscheinen,  das 
hier  insbesondere  als 

8)  Gabel  bezeichnet  wird  und  zum  Einlegen  des  Fernrohres  dient. 

9)  Das  Femrohr  ruht  mit  zwei  genau  gleichgrossen  und  cylindrischen  Bingen  so 
in  der  Gabel,  dass  es  leicht  gedreht  werden  kann.  Diese  Drehung  geschieht  um  eine 
Achse,  welche  als  ^mechanische^  Achse  des  Femrohrs  bezeichnet  wird.  Das  Femrohr 
ist  entweder  als  Huyghenssches  Okular  mit  einem  festen  Fadenkreuz  und  zwei  verstell- 
baren Distanzparallelfäden  nebst  Korrektionsschräubchen  (/—//)  ausgestattet,  oder  es 
werden  bei  den  Instmmenten  der  kleinsten  Gattung  die  Distanzfäden  in  unveränderlicher 
Lage  auf  das  Diaphragma  gespannt,  welches  das  Fadenkreuz  trägt.  Die  orthoskopische 
Okularlinse  des  Femrohrs  ist  in  aUen  Fällen  gegen  das  Fadenkreuz  verstellbar,  indem 
ihre  Fassung  mit  einem  kurzen  Ansatz,  sogenannten  Auszug  versehen  ist.  Okularlinse 
nnd  das  Fadennetz  sind  zusammen  im  Kopf  des  Okulars  verehoigt  und  dieser  bei  den 
Instmmenten  der  gr^seren  Gattungen  durch  vier  kreuzweise  stehende  Schränbchen  (4,  5, 
6  und  7)  auf  das  vordere  Ende  der  Okularröhi*e  aufgeklemmt,  bei  demjenigen  der  kleinsten 
Gattung  und  jenen  mit  anallatischem  Femrohr  hingegen  fest  aufgeschraubt.  Die  Okolar- 
röhre  ist  in  das  Hanptrohr  so  eingepasst,  dass  sie  mittels  des  Getriebes  (Zahnstange  und 
Zahnrädchen  G)  verstellt  werden  kann,  bis  die  Ebene  des  Fadennetzes  in  die  Bildebene 
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der  Objektivlinse  za  liegen  kommt.  Der  optische  Mittelpunkt  der  Objektivlinse  nnd  der 
auf  die  Bildebene  eingestellte  Schnittpunkt  des  Fadenkreuzes  bilden  die  Visier-,  Abseh- 
oder Ziellinie  des  Femrohrs,  welche  als  ,,optische"  Achse  des  Femrohrs  bezeichnet  wird. 

10)  Auf  denselben  Ringen,  mit  welchen  das  Femrohr  in  der  Gkibel  ruht,  sitzt  die 
Eeiterlibelle  und  wird  durch  zwei  an  deren  Enden  überzulegende  federnde  Bügel  in  dieser 
Lage  festgehalten.  Auf  diese  lässt  sich  ein  schmaler  Spiegel  unter  45^  zur  Libellenachse 
so  aufstecken,  dass  der  Stand  der  Blase  auch  vom  Okular  aus  durch  den  Spiegel  beobachtet 
und  diese  zum  Einspielen  gebracht  werden  kann,  ohne  dass  der  Beobachter  notwendig' 
hat,  seine  Stellung  gegen  das  Instmment  zu  ändern. 

11)  Auf  der  Fläche  der  Alhidadenebene  sitzt  eine  zweite  kleinere  Libelle,  die 
Alhidadenlibelle,  entweder  wie  in  der  Abbildung  „quer^  oder  auch  „parallel*  zur  Fem- 
rohrrichtung; sie  dient  vorzugsweise  zum  HorizontalsteUen  des  Instruments  und  soll  in 
dieser  Lage  stets  einspielen. 

12)  Femer  sitzt  auf  der  horizontalen  Achse  DD  des  Instmments  ein  geteilter 
Kreisbogen  von  etwas  mehr  als  ein  Vierteil  des  Umfangs  normal,  an  welchem  die  Neigung 
der  Ziellinie  des  Femrohrs  mit  einem  Nonins  auf  1  Huute  gemessen  werdoi  kann. 
Endlich  smd  noch  die  Klemm-  und  Mikrometerschrauben  K^,  M^  und  K^,  M^  zu  erwähnen, 
mittelst  deren  eine  unveränderliche  Stellung  der  Vertikal-  und  Horizontaldrehungen  gegen 
die  Achsen  herbeigeführt  und  fein  eingestellt  wird. 

Das  ganze  Listrument  ruht  mit  den  drei  Fussschrauben  F^,  F^,  F^,  welchen  ebenso- 
viele  Blättchen  unterlegt  sind,  auf  der  Kopffläche  des  Stativs  und  wird  durch  einen 
starken  Haken  H,  der  in  eine  entsprechend  grosse  Oese  in  der  Mitte  des  DreiftissgesteUs 
von  unten  eingreift,  gefasst.  Dieser  Haken  ist  am  unteren  Ende  schraubenförmig  ge- 
schnitten und  endigt  mit  einem  kleinen  Häkchen,  das  zum  Einhängen  eines  Senkels  dient. 
Soll  nun  das  Instmment  auf  dem  Stativ  festgehalten  werden,  so  wird  über  den  Haken 
von  unten  eine  starke  dreiarmige,  in  der  Mitte  durchbrochene  Feder  F  gehoben  und  diese 
durch  die  vorzulegende  Schraubenmutter  M  vor  dem  Herabfallen  geschützt  und  durch 
Anziehen  der  Mutter  gespannt. 


3.   Behandlung,  Priifang  nnd  Berichtigung  des  Instruments. 

Soll  das  Instrument  zum  Gebrauch  im  Felde  vorbereitet  werden,  so  ist  zunächst 
das  Stativ  mit  annähernder  Horizontallage  des  Stativkopfes  aufzustellen  und  sind  die 
Stativfüsse  durch  Anziehen  der  Muttern  einzeln  zu  probieren,  bis  sie  eine  nicht  zu 
strenge  Bewegung  um  ihre  Gelenke  gestatten.  Hierauf  wird  das  Instmment  ohne 
Fernrohr  und  LibeUe  aufgesetzt,  die  Fussplättchen  unterlegt  und  die  Verbindung  zwischen 
ihm  und  dem  Stativ  mit  Haken,  Feder  und  Schraubenmutter  hergestellt,  wobei  letztere 
nicht  allzustark  angezogen  werden  soll ;  sodann  sind  die  drei  Flügelschrauben  am  Dreifoss 
anzuziehen  bis  die  Bewegung  der  Fussschrauben  beginnt  strenge  zu  werden. 

Bevor  nun  das  Femrohr  in  das  Lager  der  Gabel  eingelegt  und  die  Libelle  auf- 
gesetzt wird,  sind  diese  sowohl  wie  die  beiden  Ringe  und  die  Libellenfüsse  sorgfältigst 
mit  dem  Staubpinsel  zu  reinigen. 

Die  nun  vorzunehmende  Prüfung  des  Instruments  muss  in  ihrem  ganzen  Umfang 
durchgeführt  werden,  wenn  dasselbe  als  Universalinstmment,  d.  h.  zum  Nivellieren,  Messen 
von  Horizontal-  und  Vertikalwinkeln,  sowie  zum  Distanzmessen  gleichzeitig  verwendet 
werden  soll;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  genügt  es,  die  notwendigen  Untersuchungen  und 
Berichtigungen  am  Instmment  vorzunehmen.  Um  eine  Prüfung  nnd  Berichtigung  am 
Instrument  in  rechter  Weise  vornehmen  zu  können,  muss  man  sich  stets  den  Zweck 
des  zu  prüfenden  Teils  und  den  mechanischen  Vorgang  beim  Gebrauch  vor  Augen  halten. 

Die  Prüfung  und  Berichtigung  erstreckt  sich  auf  folgende  InstmmententeUe: 
1)  Das  Femrohr,  2)  die  Libellen,  3)  die  vertikale  und  horizontale  Instrumentenachse, 
4)  die  Distanzfäden,  5)  den  Vertikalkreisbogen  und  6)  die  Aufhängpng  (Balandemng). 

1)  Das  Fernrohr  muss  unter  allen  Umständen,  wenn  man  es  gegen  einen  hellen 
Hintergrand  richtet,  die  Fäden  auf  dem  Diaphragma  als  feine,  scharf  begrenzte  dunkle 
Linien  zeigen.  Eine  geringe  Verschiebung  der  Okularlinse  in  ihrer  Fassung  lässt  für 
jedes  Auge,  ob  kurz-  oder  femsichtig,  ob  bewafßaet  oder  nicht,  die  notwendige  Schärfe 
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Fignr  137, 


errelcheD.  Da  das  Femrohr  im  Lager  nm  seine  mecha- 
nieclie  Achse  drehbar  Ist,  mnes  seine  optische  Achse 
(Ziellinie)  mit  eraterer  zosammenfallen.  Haa  untersucht 
das  Vorhandensein  efaer  Abweichung  dnrch  vorsichtiges 
Drehen  des  Fernrohres  nm  seine  mechanische  Achse  (am 
besten  nimmt  man  dabei  die  obere  Libelle  hiebet  ab  nnd 
fasst  das  Fernrohr  an  beiden  Enden  an),  nachdem  vorher 
ein  gnt  markierter  Pookt  In  maasiger  Entferaang  dnrch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  MittelfSden  eingeBtellt 
war.  VerlSsst  beim  Drehen  in  Irgend  einer  Stellung  der 
Schnittpnnkt  den  Zlelpnnkt,  so  ist  eine  Abweichnog  in 
der  Lage  beider  Achsen  vorhanden  nnd  diese  anfznheben. 
Die  Aendemng  in  der  Lage  der  optischen  Aclise  ge- 
schieht onr  dnrch  die  vier  Klemmschräubchen  4,  5,  6' 
ond  7,  mit  welchen  die  Befestigung  des  Oknlarkopfes 
mt  der  Oknlarriihre  stattfindet  (siehe  Fignr  138).  Man 
wtUilt  Don  eine  gnt  beleuchtete  Linie  (z.B.  Hanskante, 
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Figur  139. 


Blitzableiter,  Fensterkreuze) ,  stellt  dieae  eorgfftltlf^  mit  einem  der  MlttelfSden  ein  und 
dreht  das  Fernrohr  vorsichtig  um  180"  (vergl.  Figur  139).  Findet  man  nun  eine  Ab- 
weichnng  des  Fadens,  so  entspricht  diese  der  doppelten  Fehlergrösse  nnd  ist  zur  Hälfte  darch 
die  Schraabenpaare  4-6  oder  5-7  za  beseitigen,  je  nachdem  zuerst  der  vertikale  Faden  oder 
der  horizontale  Uittelfaden  nntersncht  wird.  Diese  vier  Schrauben  wirken  als  Zngschraaben, 
indem  sie  bei  einer  Vorwärtsdreh ang  den  Ort  nicht  ändern,  sondern  der  Körper,  in  welchen 
ihre  Hutter  eingeschnitten  ist;  hier  der  Oknlarkopf.  Hat  man  sonach  nach  rechts  zu  ver- 
bessern, Bo  ist  das  linksseitige  Schräubchen  (in  Fig.  139  mit  fi  bezeichnet)  enerst  nachzulassen, 
d.  h.  rückwärts  zu  drehen,  sodann  das  rechtsseitige  {i)  anzuziehen,  d.  h.  vorwärts  zu  drehen. 

Ist  der  Fehler  für  den  Vertikalfaden  nach  wiederholtem  Probieren  beseitigt,  so 
macht  man  durch  Drehen  des  Fernrohrs  um  90**  den  horizontalen  Hittelfaden  zum 
vertikalen  und  benützt  das  gleiche  Objekt  zum  Einstellen.  Eine  sich  zeigende  Ahweichnng 
wird  durch  Benützung  der  Schräabchen  5-7  in  gleicher  Weise  wie  vorher  beseitigt. 
Endlich  prüft  man  die  Wirkung  der  Gesamtkorrektion  nochmals  durch  wiederholtes  Ein- 
stellen auf  einen  gut  markierten  Punkt  nnd  voraichtigeB  fortgesetztes  Drehen  des  Fern- 
rohrs im  Lager. 

ä)  Das  Dniversalinstmment  hat  zwei  Libellen,  die  grössere  Beiterlibelle  auf 
dem  Femrohr  nnd  eine  kleinere  auf  dem  Alhidadenkreis ,  reditwinklig   zur  Femrohr- 
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rlchtnng  festeitzende  Querlibelle.  Erstere  kommt  vor  allem  znr  Prüfang,  wenn  genane 
horizontale  Ziellinien  notwendig  sind,  also  bei  Linien-  nnd  FläclienniveliementB ,  letztere 
hingegen  nw  dann,  wenn  die  Änwendang  des  lasLrnmenta  znr  Messung  von  Winkeln 
beabsichtigt  ist. 

Die  Reiterlibelle  sitzt  auf  den  beiden  Ringen  als  cylindriaclie  Tlnteriage,  welche 
die  mechanische  Drehachse  des  Fernrohres  bedingen,  nnd  bezweckt  die  genaue  Herbei- 
fUhmng  einer  horizontalen  Ziellinie.  Sie  lässt  sieh  ein  wenig  nach  der  Seite  neigen  nnd 
in  zwei  einander  entgegengesetzte  Lagen  aufsetzen.  Damit  der  Zweck  erreicht  wird, 
miissen  folgende  Bedingungen  erfüllt  sein: 

a)  mnsB  die  Ziellinie  mit  der  mechanischen  Achse  zusammenfallen  nnd 
kann  dann  knrz  als  Femrohracbse  bezeichnet  werden; 

b)  miias  die  Libellenachse  zn  dieser  Ferorohrachse  parallel  liegen. 

Die  erste  Bedingung  ist  nach  der  nnler  1)  gegebenen  Behandlong  des  Femrohrs 
erfüllt;  znr  ErfUlnng  der  zweiten  Bedingung  hat  man  zn  beachten,  dass  Libellen-  nnd 
Femrohracheen  sich  im  allgemeinen  krenzen  werden.  Daher  müssen  beide  znerst  in  eine 
Ebene  gebracht  nnd  dann  parallel  gestellt  werden.  Die  sich  krenzende  Lage  beider 
erkennt  man  daran,  dass  man  zunächst  in  der  Hittellage  oben  (siehe  Figur  140)  die 
Libeilenacbse  horizontal  stellt  (dnrch  Einstellen  der  Blase  auf  die  Hitte  der  TeUnng) 
nnd  sodann  vorsichtig  nach  rechts  nnd  links  abwechselnd  neigt,  soweit  es  der  Splelranm 
des  Lagers  gestattet,  ohne  die  Bertihrnng  der  Oleltfläcbe  anzuheben.  Zeigt  hiebet  die 
Blase  eine  Neigung  abwechselnd  nach  beiden  Seiten  auszuweichen,  so  ist  eine  krenzende 
Lagre  vorhanden  und  diese  durch  Drehen  der  beiden  Dmckschränbchen  1  nnd  2  za  be- 
seitigen, nachdem  vorher  die  Gegenmuttern  zurückgedreht  sind.  Wird  diese  SeitwSrla- 
bewegnng  mit  den  DmckscbrSubclien  fortgesetzt  bis  die  Blase  ausschlieBslich  einseitig 
aosachlägt  oder  stehen  bleibt,  so  sind  die  beiden  Achsen  in  eine  Ebene  geriickt. 

Figur  140. 


Die  Abweichung  beider  Achsen  von  der  parallelen  Lage  erkennt  man ,  indem  man 
die  Libelle  In  der  Mittellage  oben  wieder  horizontal  stellt,  sodann  vorsichtig  abhebt  nnd 
mit  vertauschten  Enden  wieder  aufsetzt.  Zeigt  nnn  die  Libellenblase  keinen  Ansschlag, 
so  sind  LibeUenachse  und  UantelUnien  ihrer  cyllndrischen  Unterlage  (also  auch  die  Achse 
des  Cylinder«)  horizontal  und  parallel.  Ein  Ausschlag  hingegen  entspricht  dem  doppelten 
Fehlerwinkel  nnd  wird  znr  Hälfte  mittelst  der  Zagschraube  3  (siehe  Figur  141),  welcher 
eine  Feder  entgegenwirkt,  beseitigt;  hierauf  wird  die  Libelle  wieder  zum  Einspielen  ge- 
bracht, umgesetzt  und  korrigiert  bis  die  Horizontalstellung  der  Achse  in  beiden  Lagen 
der  Libelle  erkennbar  ist,  indem  kein  Ansschlag  mehr  stattfindet. 

c)  Die  Querlibelle,  auf  der  Alhidadenscheibe  festsitzend,  dient  vorzugsweise  znr 
Horlzontalstellnng  von  Limbns-  nnd  Alhidadenebene ,  d.  h.  znr  Verlikalatellung  der  senk- 
rechten Drehungsachse  des  Instruments  und  st&ndigeu  Kontrolle  dieser  Lage  während 
der  Dauer  von  Winkelmessnngen. 
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Sie  soll  stets  einspielen,  wenn  die  vertikale  Drehachse  lotrecht  steht,  beschreibt 
demnach  beim  Drehen  eine  Horizontalebene.  Das  kann  jedoch  nur  der  Fall  sein ,  wenn 
die  vertikale  Drehachse  nnd  die  Libellenachse  sich  rechtwinklig  krenzen.  Die  Unter- 
suchmig  dieser  Lage  geschieht,  indem  man  die  Libelle  parallel  der  Richtung  stellt,  welche 
durch  zwei  Fnssschrauben  F^,  F^  gegeben  ist  (siehe  Abbildangen) ,  sie  zum  Einspielen 
bringt,  also  ihre  Achse  horizontal  stellt;  dann  dreht  man  den  Aufbau  um  180^,  so  dass 
ihre  Lage  wieder  parallel  derselben  Richtung  F^F^  ist,  jedoch  mit  vertauschten  Enden. 
Kommt  die  Libellenblase  in  der  Mitte  zur  Ruhe,  so  ist  die  genannte  Voraussetzung 
erfällt,  schlägt  sie  hingegen  aus,  so  ist  der  Ausschlag  dem  doppelten  Fehlerwinkel  ent- 
sprechend und  zur  Hälfte  mittels  der  Schraube  12,  der  eine  Spiralfeder  entgegenwirkt, 
zu  beseitigen,  die  andere  Hälfte  ist  durch  Drehen  der  beiden  Fassschrauben  F^  und  F^ 
zu  beseitigen  und  wird  damit  die  Blase  wieder  zum  Einspielen  gebracht  Hierauf  wieder- 
holt sich  die  Untersuchung  und  Berichtigung,  indem  man  neuerdings  um  180^  dreht  und 
den  halben  Ausschlag  mit  dem  Schräubchen  12  beseitigt  und  solange  fortfährt,  bis  keine 
Abweichung  der  Blase  aus  der  Mitte  bemerkbar  ist.  Nun  erst  lässt  sich  die  vertikale 
Drehachse  lotrecht  stellen,  womit  der  Limbus  und  die  Alhidadenebene  ihre  horizontale 
Lage  erreichen.  Dieses  geschieht,  indem  nach  erfolgter  Korrektur  der  Aufbau  um  90^ 
gedreht  wird,  so  dass  die  Libelle  in  der  zur  vorigen  F^F^  senkrechten  Richtung  über 
der  dritten  Fussschraube  F^  steht  Es  wird  durch  Drehen  dieser  Fnssschraube  F^  allein 
die  Libellenblase  zum  Einspielen  gebracht,  hierauf  zurückgedreht  in  eine  der  beiden  ersten 
Lagen  parallel  F^  F^,  die  Blase  wieder  nur  durch  Drehen  der  Fussschranben  in  die  Mittel- 
stellung gebracht  und  abermals  über  F^  gedreht,  bis  schliesslich  die  Blase  stets  einspielt 

d)  Geradeso  lässt  sich  die  Horizontalstellnng  mit  der  Reiterlibelle  eiTeichen,  wenn 
man  sie  derselben  Bedingung  und  Behandlung  unterwirft,  nur  darf  die  rechtwinklige 
Lage  zur  Drehungsachse  ausschliesslich  durch  Drehen  der  Mikrometerschraube  M^  herbei- 
geführt werden. 

3)  Die  vertikale  und  horizontale  Instrumentenachse.  Die  lotrechte  Lage  der 
Erstgenannten  bedingt  nicht  allein  die  horizontale  Lage  der  Kreisebene,  sondern  auch 
jene  der  horizontalen  Drehungsachse  DiD^  abermals  unter  der  Voraussetzung,  dass  beide 
rechtwinklig  gegen  einander  liegen,  ausserdem  die  vertikale  Lage  des  Vertikalkreis- 
bogens. Diese  lotrechte  Lage  muss  für  jede  Aufstellung  des  Instruments  herbeigeführt 
werden  nach  dem  vorausgehend  angegebenen  Verfahren.  Die  horizontale  Drehachse  ist 
bei  den  meisten  unserer  Universalinstrumente  ein-  für  allemal  normal  zur  .vertikalen  im 
Lager;  bei  einigen  lässt  sich  diese  Lage  ändern  und  muss  dann  untersucht  werden.  Das 
Drehen  der  horizortalen  Achse  DD  hat  eine  Bewegung  des  Femrohrs  in  vertikaler 
Richtung  zur  Folge,  das  sogenannte  Kippen  oder  Aufsteigen  desselben;  dabei  soll  sich 
das  Femrohr  in  einer  Ebene  bewegen,  was  jedoch  nur  dann  genau  der  Fall  ist,  wenn 
Ziellinie  und  Drehachse  einen  rechten  Winkel  bUden.  Dies  ist  hinreichend  genau  der 
Fall,  sobald  im  Fernrohr  die  optische  und  mechanische  Achse  zusammenfallen.  Diese 
Ebene  wird  nun  Lot-  (Projektions-)  Ebene,  wenn  gleichzeitig  die  Drehachse  DD  horizontal 
ist.  Man  begnügt  sich  nun  mit  der  Untersuchung  dieser  Projektions-Ebene  nach  beiden 
Bedingungen  —  rechtwinklig  zur  lotrechten  Vertikalachse  und  zur  Ziellinie  —  indem 
eine  in  der  Natur  gegebene  vertikale  Linie  (lotrechte  Mauerkante,  Blitzableiter,  Helm- 
stange eines  Kirchturms)  zum  Vergleich  gewählt  wird.  Eine  fühlbare  Abweichung  wird 
durch  Heben  oder  Senken  der  Lager  für  die  Drehachse  DD  beseitigt,  wenn  Korrektions- 
schräubchen  vorhanden  sind. 

4)  Die  Distanzfäden  sollen  vom  Mittelfaden  nahezu  gleichen  und  unter  sich 
einen  von  der  Einteilung  der  Distanzplatte  abhängigen  Abstand  haben.  Man  benützt  zum 
Distanzmessen  entweder  a)  besonders  geteilte  Distanzlatten  oder  b)  die  gewöhnlichen 
Nivellierlatten;  letzteres  namentlich  dann,  wenn  ausser  der  Horizontalprojektion  der  ge- 
neigten Distanzlinien  auch  ihre  vertikale  gemessen  werden  soll,  sogenanntes  trigono- 
metrisches Nivellement. 

a)  Zur  Berichtigung  der  verstellbaren  Distanzfäden  benützt  man  die  beiden  Schräub- 
chen I  und  //  (s.  Figur  138),  welche  jedoch  erst  vorwärts  gedreht  werden  können,  wenn 
die  Gegenmutter  zurückgedreht  wurde.  Diese  Bewegung  lässt  die  Stellung  der  Mittel- 
fäden des  Fadenkreuzes  ganz  unverändert.  Die  Prüfung  der  Fadenstellung  fuhrt  man 
wie  folgt  durch:  Auf  ebenem,  wenig  geneigtem  Terrain  —  am  besten  benützt  man  eine 
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gerade  Strassenstrecke  —  wird  eine  Gerade  von  100 — 150  m  mit  StaMband  oder  Mess- 
latten in  Abschnitten  von  etwa  20  zu  20  m  gemessen  und  bezeichnet.  In  der  Richtung 
der  Geraden,  und  zwar  um  die  IV2 fache  Femrohrlänge  vor  dem  Anfangspunkt  der  ge- 
teilten Strecke  stellt  man  sodann  das  Instrument  auf  und  lässt  die  Latte  zunächst  bei 
40  m  —  kleinere  Entfernungen  sind  stets  direkt  zu  messen  —  lotrecht  aufstellen.  Hierauf 
liest  man  bei  horizontalem  Femrohr  die  beiden  Fadenstellungen  im  Bild  der  Latte  ab 
und  rechnet  ihre  Differenzen  als  Lattenabschnitt  =  l^.  Sodann  wird  die  Latte  auf  60  m 
Entfernung  aufgestellt,  wiederum  abgelesen  und  der  Lattenabschnitt  =  I2  berechnet, 
welchen  die  beiden  äusseren  Fäden  einschliessen,  indem  man  die  Differenz  der  abgelesenen 
Zahlen  bildet;  ebenso  verfährt  man  für  alle  übrigen  Entfernungen  und  erhält  die  Latten- 
abschnitte l^j  l^  TL  s.  w.  Sind  diese  durchgängig  zu  klein  oder  zu  gross  gegen  die  ge- 
gebenen Entfernungen,  so  mnss  der  Fadenabst^nd  geändert  werden  und  zwar  im  ersten 
Fall  durch  Bückwärtsdrehen  beider  Schrauben  /  und  //,  im  letzteren  durch  Vorwärts- 
drehen.  Bei  dieser  Verstellung  der  Fäden  hat  man  zweckmässig  darauf  zu  sehen,  dass 
beide  auch  gleichen  Abstand  gegen  den  Mittelfaden  erhalten.  Man  prüft  dies  einfach 
damit,  dass  nach  erfolgter  Verbesserung  für  eine  mittlere  Distanz  von  80  oder  100  m 
wieder  auf  die  Latte  eingestellt,  horizontal  gestellt  und  an  beiden  Fäden  abgelesen  wird; 
hierauf  dreht  man  das  Femrohr  vorsichtig  um  180®  und  liest  abermals  an  allen  Fäden 
ab.  Hiebei  haben  die  beiden  äusseren  Fäden  ihre  Lage  vertauscht  und  sollen  dieselben 
Ablesungen  wie  vorher  liefem.  Nach  erfolgter  Richtigstellung  der  Fäden  schraubt  man 
endlich  die  beiden  Gegenmuttern  vorwärts,  bis  sie  festsitzen. 

b)  Findet  eine  gewöhnliche  nach  Metermass  geteilte  Nivellierlatte  als  Distanzlatte 
Verwendung,  so  unterscheidet  sich  das  Verfahren  nur  dann  vom  vorhergehend  beschrie- 
benen, wenn  das  Instrument  statt  des  Huyghensschen  Femrohrs  ein  sog.  anaUatisches 
Femrohr  nach  Porro  enthält.  Im  letzteren  Falle  hat  die  AufsteUung  des  Instruments 
über  dem  Nullpunkt  der  Distanzlinie  selbst  zu  geschehen.  Die  Verhältniszahl  der  Distanz 
wird  bei  Verwendung  von  gewöhnlichen  Nivellierlatten  entweder  100  oder  bei  anallatischen 
Femrohren  50  sein,  so  das  im  ersten  Falle  für  100  m  Distanz  eine  Länge  von  1  m,  im 
letzteren  eine  solche  von  2  m  zwischen  beiden  Distanzfäden  erscheint. 

5)  Der  Vertikalkreisbogen  sitzt  normal  auf  der  horizontalen  Achse  des  In- 
struments und  wird  vertikal,  sobald  erstere  die  horizontale  Lage  erhält  [Korrektur  3) 
am  Ende.]  Er  soll  Höhen-  und  Tiefenwinkel  messen,  daher  für  horizontale  Ziellinie  die 
Ablesung  0^  geben.  Dies  erreicht  man  unmittelbar  damit,  dass  die  korrigierte  Reiter- 
libelle horizontal  gestellt  wird  und  eine  vorhandene  Abweichung  in  der  NoniussteÜung 
durch  Benützung  der  beiden  Schräubchen  10  und  11  aufgehoben  wird. 

6)  Die  Gleichgewichtslage  des  Instrnmentenauf baues  (Balancierung)  ist  notwendig, 
damit  zwischen  der  konischen  Vertikalachse  und  der  Hülse  nicht  zu  starke  Reibung  ein- 
tritt. Sie  ist  dadurch  erreicht,  dass  das  Gewicht  des  ganzen  Aufbaues  sich  mittels  eines 
Metallplättchens  als  Steg  auf  das  obere  kuppenförmige  Ende  der  Vertikalachse  —  bei  5)  — 
stützt  Werden  die  beiden  Schräubchen  8  und  9  stark  angezogen,  so  hebt  sich  der  ganze 
Aufbau  und  der  Spielraum  zwischen  Achse  und  Hülse  wird  zu  gross;  lässt  man  sie  beide 
zu  viel  nach,  so  kommen  Achse  und  Hülse  in  starke  Reibung  und  die  Horizontaldrehung 
wird  erschwert 

Ist  die  Berichtigung  des  Instruments  vollendet,  so  sind  sowohl  die  drei 
Flügelschraflben  am  Dreifuss,  als  auch  die  Schraubenmutter  M  unter  dem  Stativkopf 
etwas  nachzuziehen,  damit  der  Stand  des  Instruments  ein  möglichst  sicherer  ist  Die 
Befestigung  des  Instmments  am  Stativ  mittels  Haken  und  Fdler  soll  keine  allzustarke 
seh,  ein  leichterer  Dmck  genügt  auch. 

Nicht  bei  allen  Messungsoperationen  ist  eine  vollständige  Prüfung  und  Berichtigung 
sämtlicher  Instmmententeüe  notwendig,  jedenfalls  aber  ist  die  sub  1)  gegebene  Behandlung 
des  Femrohrs  stets  notwendig,  ebenso  das  in  der  Schlussbemerkung  Gesagte. 

Nachstehend  soll  die  Reihenfolge  der  Prüfungen  in  verscMedenen  Fällen  kurz 
bezeichnet  werden. 

I.  Vertikalmessungen: 

1.  Linien-Nivellements:  1)  vollständig,  2)  a),  b)  und  4). 

2.  Flächen-Nivellements:  a)  mit  horizontalen  Ziellinien:  1),  2)  a)  bis  d),  3), 
sowie  4);   b)  mit  geneigten  Diatanzen  und  Höhenwinkeln:  1)  bis  6). 
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n.  Horizontalmessangen: 

1.  Horizontal- Winkel:  1),  2),  3)  nnd  4). 

2.  Horizontal-Distanzen:  a)  mit  horizontalen  Ziellinien:  1),  2),  3),  4)  nnd  6); 
b)  mit  geneigten  Distanzen  nnd  Höhenwinkeln:  1)  bis  4). 


4.  Gebrauch  der  Distanzmesser. 


Frage  127.    Wie  wird  ein  Distanz- 
messer benfitzt? 

Bemerkung.    Da  die  Formeln: 
6  =  m-)-«? 


oder: 


h=zm  + 


n 


nnr  h  als  unbekannte  und  l  resp.  e  als  zn 
messende  Grösse  enthält,  so  lassen  sich  leicht 
Tafeln  entwerfen,  die  mit  dem  Argument  / 
resp.  e  gleich  die  Grösse  h  geben. 

Figur  142. 


Antwort.  Bei  der  Benützung  der  Distanz- 
messer bat  man  zu  unterscheiden,  ob  man 
die  Distanz  auf  ebenem  oder  geneigtem  Boden 
misst. 

Ist  der  Boden  eben,  dann  horizontiert 
man  das  Instrument  wie  den  Theodolit  nach 
Frage  97  des  I.  Teües.  Hierauf  wird  esat- 
weder  die  Latte  abgelesen  oder  die  Latten- 
grösse  im  Gesichtsfeld  vermittels  der  Schraube 
bestimmt.  Die  Distanz  wird  endlich  einer 
für  das  Instrument  berechneten  Tafel  ent- 
nommen. 

Auf  geneigtem  Boden  wird  das  In- 
strument ebenfalls  vor  allem  horizontiert. 
Sodann  am  Femrohr  der  Neigungswinkel  des 
unteren  Bandes  der  Latte  a  (vergL  Figur  142) 
abgelesen,  hierauf  neigt  der  Gehilfe  die  Latte 
80  lange,  bis  er  durch  die  Yisiervorriditung 
VV  das  Objektiv   des  Femrohrs  erblickt 

Dadurch  erhält  man  den  Abstand: 

h=iOA 

und  endlich  vermittels  des  gemessenen  Winkels 
a  den  gesuchten  Horizontalabstand: 

OB  =  &*cosa 


Bemerkung.  Man  beachte,  dass  in  der 
Vermessungskunde  in  der  Regel  nur  der  hori- 
zontale Abstand  zweier  Punkte  gemessen  wird. 


*^*  '♦  X(H'  »K 


VI.   Die  Tachymetrie. 


Frage  128.  Was  versteht  man  unter 
Tachymetrie? 


Bemerkung.  Das  Wort  Tachymetrie  stammt 
vom  griechischen  tachys,  schnell  und  m  et  rein, 
messen,  würde  also  eu  deutsch  etwa  der  Schnell- 
messkunst entsprechen. 


Antwort.  Unter  der  Tachymetrie  wird 
eine  Vermessung  verstanden,  welche  in  der 
Verbindung  der  Theodolitaufnahme  mit  der 
trigonometrischen  Höhenmesskunst  und  der 
Distanzmessung  besteht. 

Man  geht  dabei  von  einer  Eelhe  fest- 
gelegter Standpunkte  aus  (Ay  B,  C,  D  in  der 
Figur  143),  deren  Lagen  man  durch  Eoor- 
dinatenvermessung  streng  festlegt. 


Die  Tachymetrie. 
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Fignr  143. 


Bemerkiingr«  Tachymetrische  Aafidahmen 
werden  am  meisten  bei  den  Eisenbahnvor- 
arbeiten  gemacht.  Die  Festlegung  der  Haupt- 
punkte geschieht  da  streng  polygonal  nnd  durch 
Nivellement;  die  Nebenpunkte,  die  nur  für 
den  Eisenbahnkörper  Bedeutung  haben,  werden 
tachymetrisch  angenommen. 


Sodann  stellt  man  sich  nacheinander  auf 
jedem  der  Hauptpunkte  Ä^B^C.D»-  auf,  wäh- 
rend sich  der  Gehilfe  mit  der  Dlstanzlatte  auf 
den  zu  bestimmenden  Nebenpunkt  (etwa  a^,  a,, 

fl^ai  ^1»  ^2»  ^i>  ^2>  ^3  • '  •)  stellt.  Der  zweite 
benachbarte  Hauptpunkt  B  muss  ebenfalls 
bezeichnet  werden.  Nun  wird  für  jeden 
Nebenpunkt  die  Neigung  gegen  die  nächste 
Polygonseite  (also  bei  a^  der  Winkel 
a^AB  ^=  a),  ferner  die  Zenithdistanz  nnd 
endlich  mit  Hilfe  des  Distanzmessers  die 
Entfernung  (Äa^  für  den  Punkt  a^  u.  s.  w.) 
bestimmt. 

Wird  mindere  Genauigkeit  verlangt,  dann 
wird  der  Hauptzng  (Ä,  B,  C,  D)  nicht  trigo- 
nometrisch, sondern  mit  Hilfe  der  Bussole 
orientiert. 


Frage  129.  Worauf  ist  bei  der 
tachymetrischen  Aufiiahme  besonders  zu 
achten? 


Bemerkung«  Da  gewöhnlich  auf  Grund  der 
tachymetrischen  Aufnahme  Querprofile  kon- 
struiert werden,  so  sollen  die  Nebenpunkte  so 
gewählt  werden,  dass  sie  die  Konstruktion  der 
Horizontalkurven  ermöglichen.  


Antwort.  Bei  der  tachymetrischen  Auf- 
nahme muss  man  vor  allem  beachten,  das  zu 
vermessende  Terrain  möglichst  genau  wieder- 
zugeben. Es  müssen  also  alle  Punkte  auf- 
genommen werden,  welche  für  die  Ober- 
flächenbeschaffenheit des  Terrains  charak- 
teristisch sind. 


Frage  130. 

meter? 


Was  ist  ein  Tachv 


Antwort.  Ein  Tachymeter  ist  ein  Theo- 
dolit, welcher  ausser  mit  Höhen-  und  Hori- 
zontalkreisen auch  noch  mit  einem  Distanz- 
messer und  Eompas  oder  einer  Magnetnadel 
zum  Ablesen  der  Deklination  versehen  ist 


Die  Figur  lii  stellt  einen  solchen  Tachymeter  von  Breithaupt  &  Sohn  in  Kassel 
dar.  Die  cylinderförmige  Bussole  befindet  sich  seitlich  auf  der  Alhidade  und  ist  auf 
eiDgeteiltem  Bogen  mittels  Nonius  gegen  die  Visierlinie  des  Femrohrs  verstellbar,  so  dass 
die  einspielende  Nadel  mit  der  YisierÜDie  die  magnetische  Deklination  einschliesst;  zu 
diesem  Zwecke  ist  auch  der  Horizontalkreis  verstellbar.  Auf  der  Alhidade  befindet  sich 
überdies  eine  Dosenlibelle  zur  vorläufigen  Horizontierung.  Auf  dem  Femrohr,  welche» 
zum  Durchschlagen  eingerichtet  ist,  befindet  sich  eine  Reversionslibelle.  Eine  zweite  ist 
an  der  Alhidade  des  Höhenkreises  befestigt.  Dieselbe  kann  in  jeder  Lage  mittels  Mikro- 
meterschraube zum  Einspielen  gebracht  werden. 

Die  Figur  145  zeigt  einen  von  L.  Tesdorpf  in  Stuttgart  neu  konstruierten,  sehr  hand- 
lichen Tachymeter,  welchem  je  nach  Bedarf  eine  aufsetzbare  Schmalkalder  Patent-Bussole 
mit  niederlegbaren  Dioptern,  oder  eine  einfache  Orientierungsbussole  beigegeben  wird 
(welche  in  der  Figur  nicht  ersichtlich  ist). 

Der  Höhenbogen  von  12  cm  Radius  für  Visuren  +  85^  besitzt:  Gradteilung  durch 
Nonius  1'  direkte  Ablesung,  femer  direkte  Prozentteilung,  mittelst  Index  noch  0,1  ^/a 
schätzbar. 


VermeaBiui  gsknnde . 
Figur  144. 


D  Breilliaupl  &  Sobu  in  Kassel. 


Der  DiatanzmeSBer  des  12  mal  Ter^üsBeraden  Fernrohrs  wird  in  den  TerbsltnisseD 
1 :60  oder  1 :  100  auageflthrt. 

Durch  die  beigegebene  patentierte,  automatische  Spiegelbewegung  ist  die  Blase  der 
Kivellierllbelle  It  bei  jeder  Keignng:  des  Fernrohrs  vom  Okular  aas  durch  eine  besondere 
Linse  direkt  innerhalb  des  Femrohrs  sichtbar,  wodnrch  im  Moment  der  Lattenablesung 
auch  gleichzeitig  die  Kontrolle  der  Libelle  erfolgt.  Ohne  Verrilckung  des  Aogea  lilsst 
sich  jeweils  dnrch  die  Uikrometerschraabe  S  die  genane  Einstellnng  von  R  bewirken. 

Die  Stativkonatrnhtion  ermöglicht  bei  Einhaltung  konstanter  Instrumenten hShe  sehr 
schnelle  und  genane  AnfstelluDg  fiber  einen  gegebenen  Punkt. 

Eine  andere  lach}' metrische  Form  bringt  Figur  H6,  dieselbe  zeigt  einen  der  grSsseren 
Tachymeter,  Eepelitionstbeodolit  der  Firma  L.  Tesdorpf  in  Stuttgart,  bei  welchem  die 
-diesem  Institnt  eigene  Stativbefestigung  ohne  Stengelhaken  ersichtlich  ist 

Das  Instrament  mit  15  cm  Horizontalkreis  und  13  cm  Höhenkreie  besltat  ein  30-&cb 
TergrQssemdes  zentriach-durchachlagbares  Distanzmesser- Fernrohr.     Bei  beiden  Kreisen 


Die  Tachymetrie. 


Tacbymeler  von  L.  Teadori'C  i"  Stuttgart.  K(']>elitii)UBlheodolit  vi>u  L.  Tusdorpf  in  Stuttfcart. 

sind  die  Noniea  einlieg^end,  Dicht  schleireod.  Die  auf  abgeschrJIgten  Flächen  aDggeftihrten 
TeiloDgen  sind  darcli  metallene  ^'erdecke  und  Glasfenster  gegen  Beschüdignng  geBchiitzt. 

Zar  besondern  Eontrolle  der  unveränderten  Nulllage  der  Nonien  des  Höbenkreises 
sowie  zur  schnellen  Binstellnng  derselben  in  die  Horisontale  ist  noch  eine  besondere 
Libelle  an  der  Alhidade  angebracht. 

Die  anfsetzbare  Bussole  mit  10  cm  Magnetnadel  nnd  quadratischer  Zulegeplatte 
kann  leicht  von  den  Trägem  gelöst  werden,  dann  als  Znlegezeng  beim  Kartieren  ver- 
wendet werden. 

Die  Figaren  147  nnd  148  stellen  einen  Tachymetertheodolit  mit  mikroskopischer 
Boss  olenable  sang  der  Firma  L.  Tesdorpf  in  Stuttgart  dar,  Die  Äblesangen  finden  bef 
dieser  Anordnnng  nicht  wie  gewöhnlich  statt,  indem  die  Stellang  der  Enden  der  Magnet- 
nadel znr  Teilung  direkt  ermittelt  wird  (wie  dies  bei  der  Form,  siehe  Figor  146,  der 
Fall  ist),  sondern  die  hochkantige  Magnetnadel  trügt  an  beiden  Enden  ein  schräg  geneigtes 
Alumininmplättchen  H,  auf  welchem  ein  feiner  Indexstrich  eingezogen  ist  Zentrisch  znr 
Bussole  ist  im  Glasdeckel  u  ein  drehbarer  Arm  F  angebracht ,  welcher  auf  jeder  Seite 
ein  kleines  Ablesemikroskop  PI"  trägt,  unterhalb  desselben  befindet  sich  der  schleifende 
Kenias  N. 

Am  änssem  Rande  des  Bassolenkastens  A  befindet  sich  die  Kreisteilung. 

Die  Einstellung  erfolgt  derart,  dass  die  Mikroskope  mittelst  des  Trägers  F  so  ge- 
stellt werden,  dass  bei  den  letzten  kleinen  Schwingungen  der  Nadel  der  Strich  auf  dem 
PISttcbeo  H  gleichen  Abstand  nach  rechts  wie  links  zeigt.  (In  der  absoluten  Ruhelage 
■oll  die  Nadel  nicht  abgelesen  werden)  Mittelst  der  Nonien  lassen  sich  auf  diese  Weise 
bequem  einzelne  Minnten  ablesen. 
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G  ist  ein  vertikal  stehendes  Alnmlniiun-  oder  Glinunerplfittchen,  welches  daza  dient, 
die  Schwingungen  za  dHmpfen. 


Tachj-metertheudolit  von  L,  Tesdorpf  In  Stuttgart. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a*  M.  1881. 


Der  ausfUhrllehe  Prospekt  und  das  ansflUirliche  Inhalts- 
rerzelelmis  der  ,,Toll8tandig  gelosten  Anfgabensamnünng  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Ton  jeder  Bnckhandlang,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fUr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefQichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium ,  das  Tortrefflichste  Naohschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druek  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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VoUstänEg"  gelöste 

Auf  gaben- Sammlung 

m       —  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

I  mit 

Angabe  nnd  EntwicUimg  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  and  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Recbenknnst;  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  alles  Zweifiren  der  Physik ,  Mechanik«  Graphostatik,  Chemie ,  Geodäsie ,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehineu-«  Strassen*,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken-  n.  Hoehbau's;  der  Konstraktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectiye,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc, 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I     Studinm,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertnng 
s]  der  exakten  Wissenschaften, 

g  heransgegeben  von 

»r.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preuii.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geumctor  I.  Klasse 

sj  in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Termesifsaiis^tskande 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  I^aska. 

1  Fortsetzung  von  Heft  1327.  —  Seite  145— IGO.    Mit  19  Figuren. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  viHlständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äliiilicheg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zn  dem  billi^ren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgiiben  aus  dem  Gesanit^ebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geo^aphie,  Astronomie,  des  Maschinell-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Uochbanes,  des  konstriiktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zw-ar  in  Toliständi^ 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärnngren  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelöst en  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösunfr  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsyerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  O.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  Pri ratschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer-Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehiilen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Vorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habteu  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwertea.  Lost,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen Yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namea 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  ErlediguDg 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshandluDg. 


Di«  Tickymetrie. 


Fra^  181.    Welche  sind  die  Orund- 

fonneln  för  den  Gebranch  des  Tachy-  Antwort    Die  Grmidforael  für  den  Ge- 

meters?  ■  braach  des  Tachymetera  haben  vrtr  in  der 
DlBtanzmetaiiDg:  prinEipiell  entwickelt.  Wir 
wollen  dieselben  etwaii  erweitern. 

Vor  allem  ist  zn  nntersnclien,  wie  sich  bei 
geneigter  Visierlinie  und  Anfstellnng  der 
Latte  reell twinklip-  zn  derselben,  die  Hori- 

Beaerkug.    Bei  der  Tachymetrie  kommt  zontalprojektion   E   der   schief   gemeaaenen 

es  noch  nehr  als  1>eini  Nivellieren  anf  eine  Distanz  Tom  Lotpnnkt  des  Instrtunents  bis 

neblige  Eattnog  der  Latten  an.     Die  Firma  zum   Fnssponkt  der  Latte,   ergibt.     Hlezn 

Otto   Fennel   in  Easael   bant   cn  ihren  nach-  diene  Figur  149,  in  welcher: 

stehend  erwtUmten  Instrumenten  Latten,  welche  0  den  Instmmeotennilttelpankt, 

eine  Länge  von  1,6  m  haben  nnd  auf  beiden  V  den  Nollponkt, 

Seiten  mit  Teitnng  Tersehen  sind.  p  den  Fosspnnkt  der  Distanzlatte, 

Die  eine  Seite  ist  fOr  DiBtanamessnngen  be-  2.  das  zwischen  den  DIstanzfÄden  er- 
stimmt nnd  hat  in  der  Hche  von  1,6  m  eine  scheinende  Lattenstück  nnd 
besondere  Vidermarke,  welche  anch  den  Null-  „  jen  Neigongswinkel  des  mittlem  Visier 
pnnkt  der  Besiffemng  bildet  Die  andere  Seite  strahle«  0  V  gegen  den  Horizont  bezelohnet. 
ist  fflr  Nivellements  bestimmt  nnd  besitzt  daher  Nennen  wir  femer  die  Horizontalpro- 
eine  gleichm&ssig  dnrchlanfende  Teilnng  nnd  jektionen  der  Pnnkte  0,  V,  P  bezw.  0,,  V^, 
Benifernng,  deren  Nollponkt  mit  dem  Fuss-  ^1  "^^  ^1  °nd  den  Abstand  des  Nnllpiuiktes 
ponkt  der  Latte  sasammenßllt.  Zor  Erleich-  *^  ^^te  vom  Fasspunkt  S,  so  erhalten  wir 
tening  des  Transporte,  lassen  sich  die  Latten  ^'?  eeBnchte  Entfeinmig  0,P,  leicht  anf 
.of  1,76  m  aoaammenschieben.  '«'««'"*«  '^''^■^ 

Die  richtige  Lesnng   an  der   bei   Distanz-  ^^  '*'■■      OV—CL-\-c 

measnngen  rechtwinklig  zur  Visnr  angestellten  nnd  daher:  OF,  =  (CZ.4-c)coeo 

Latte    wird    wesentlich    davon    abhängen,    ob  und                }\F^  S-äua 

dieselbe  richtig  nnd  robig  gehalten  wird.    Der  Addiert   man    diese   beiden   QleicbnDgen 

Beobachter  kann   leicht  kontrollieren,    ob    die  nnd  berücksichtigt,  daes: 

Latte  riehtig  gehalten  wird,  indem  die  Visier-  Of)  +  '',f  =  0,?,  =  £ 

bretter  Dber  deren  Oberkante  nach  dem  In-  ist,  so  ergibt  sich  sofort: 

stniment  visiert  wird,  vom  schwarz  nnd  oben  E=  (C.Z'-|-e)coB(i-f-S.8inii 

Liika,  Y  -      - 


VermeiBaiigBkiiQde. 
Figur  IM. 


lesen  im  Stande  ist. 


and  anten  weiss  angeacrichen  sind  (s.  Fig.  151).  Ist  man  durch  die  TerrainverhftltniMe  ge- 
Bei  richtiger  Lattenstellnng  kann  der  Beob-  zwnogen,  von  der  (pe wohnlichen  Stellnng:  der 
achter  nnr  schwarze  Flächen  sehen,  während  bei  Lalte  rechtwinklig  kdt  Visur  abzugehen  and 
unrichtiger  Stelinng  oben  oder  anten  ein  weisser  dieselbe  vertikal  anfstellen  za  laasen,  bo  vrird 
Streifen  sichtbat  wird,  dessen  Breite  der  Grösse  ^««f  Fall  verans chanlicht  durch  die  Flg.  1 50. 
der  fehlerhaften  Stelinng  entspricht.  P"""  Ist  mit  mehr  als  hinreichender  Ge- 

Anf  diese  Weise  wird  die  LBttenstellong  naiigkeit:  ^ 

genaner  geprttft,  als  man  die  Distans  abjsn-  ^^j  daher-       ~ 

01'  =  C.L-cos«  +  c 
(CL  +  «)co8o 
(Bei  «  =  U,5  m  und  a  =  Iffi  betrSgt  der 
Uatenchied  zwischen  vorstehenden  Formeln 
0,005  m  hei  d  =  45"  0,H5  m). 

Bezeichnen  wir  den  Faktor   {CL  +  c) 
mitZ),  soerhSIt  die  letzte  Oleichnng  die  Form: 
OV  =  Dcosa 
Nennen  wir  ferner  die  Horizontalprojektion 
0,  F,  von  OVE,  so  ergibt  sich: 

I  .  .  .  E=  OF-COBO  =  D-co8*a 
Nennt  man   noch   den   Höhenunterschied 

TTj  (in  der  Figur  151)  h,  zwischen  der 
Femrohrmitte  und  dem  Zielpunkte  des  Ulttel- 
fadens,  so  ist,  wie  aus  dem  Dreieck  OVV^ 
folgt: 

h  =  or.tg« 

oder : 

h  =  Dcos^o  tgd 
oder:  , 

II  .  .  .  A  =  -j-DsinSn 


SrU.  86,    £b  iat: 

.   ^                          sinn 
eos^stg«  =:  COanCOB« 

=  sinn  cosn  =  -g-  Bin2o 

BemerkuiK.  Gb  lassen  sich  leii^lit  in  den 
TenchiedesBtcii  Formen  graphische  Tafeln  kon- 
Btmieien,  welche  ebentalls  LGsaagen  der  Qlei- 
changen  I  nud  II  liefern;  wir  ziehen  jedoch 
die  kleine  Iogarithmi«be  Bechnang  toi,  wo  es 
sich  nm  grüeson  Oenanigkeit  handelt.  Id  allen 
fibrigen  F&llen  entheben  uns  die  uaehatehend 
beschriebenen  Wagner  -  Fennelscben  Schiebe- 
tachjmetei  aller  Rechnung  und  sind  zam  min- 
desten ebenso  genau  wie  das  graphische  Ver- 
fahren, haben  aber  den  Torteil,  dass  man  die 
gesuchten  GrSssen  sofort  am  Inatmment  ab- 
lesen kann.  
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Die  Formel  I  gibt  die  horizontale  Eot- 
fentong,  nnd  die  Formel  II  d^  Höhenunter- 
schied des  sovisierten  Ponktes. 

I  and  n  bilden  die  Grnndglei- 
chnngen  der  Tachymetrie. 

FUr  ihre  AnBwertong  hat  man  Tafeln 
konstruiert,  die  mit  den  ArgnmeDt«n  a  und 
D  aofort 

E=Dcoi^a 


DainZa 


geben.    Die  ansfShrliobsten  Tafeln  sind  von 
Prof.  Jordan  pobliziert-. 


Frage  132.    Welches  ist  das  Prinzip 
des  Wagner-FeimelscbeD  Tacbymeters? 


BemeAug.  Vm  die  Benützung  des  In- 
stmments  n  erUSren,  denke  man  sieh  AA, 
BB,  ED  mit  Teilungen  venehen,  etwa  im  Ver 
hältnia  I :  n  cnr  Wirklichheit  (Tergl.  Figur  16S). 

BD  steht  immer  hcfiiontal,  AA  ist  nm  0 
drehbar  nnd  ED  senkrecht  zu  BB  Tersehiebbar. 

AA  hat  die  Richtung  der  Vism.  Wird  nnn 
der  Schieber  a  auf  die  Länge  der  an  der  Latte 
al^lesenen  Distanz  D  eingestellt,  so  ist  dann 
unmittelbar: 

OD  =  Dcosßa 
nnd 


Antwort      um    sich    die    Theorie   nnd 
WhrknngsweiEe    dieses  Projektionsapparates 
zn  erklären,  denke  nian  sidi  zwei  nm  einen 
gemeinsamen   Pankt   0    (siehe    Figur   152) 
drehbare,   in    einer  Vertikalebene  liegende 
gerade  Lineale,  von  welchen  die  Oberkante 
AA  des  einen  mittelst  einer  Vlsiervorrich- 
tong  anf  einen  aufzunehmenden  Pnnkt 
P  gerichtet  ist,   wahrend  die  Ober- 
kante BB  des  andern  durch  eine  Li- 
belle  in    horizontaler   Lage    erhalten 
wird.     Sodann  entspreche  die  LSnge 
Oa  in  irgend  einem  bekannten  Yer- 
hältnis    (veijttngtem    Uassstabe)    der 
Entfemnng 0 P nnd  es  sei  femer  CDE 
ein    auf  BB    versohiebbarer   rechter 
Winkel    (Projektlonswmkel) ,    so    Ist 
angenscheinlich  OD  gleich  der  Hori- 
zontalprojektion und   aD   gleich   der 
Vertikalprojektion  von  Oa  und  es  be- 
darf nur  der  Anbringung  guter  Teilungen, 
nm  diese  GrOssen  mit  ausreichender  Oenanig- 
keit direkt  ablesen  zu  kennen. 

Wird  das  zweite  Lineal  zwar  in  der 
Vertikalebene  des  ersteren,  jedoch  anstatt  in 
BB  in  beUebIgeni  Abstände  parallel  zn  BB, 
etwa  bei  B^B^  angebracht,  so  erhält  man 
mit  entsprechend  verlagertem  Frojektions- 
winkel  ebenfalls  die  Horizontal-  und  Vertikal- 
projektion von  Oa,  denn  vermöge  des  ent- 
sf^henden  Parallelogramm b  ist  OD  =  0,i>i 
und  aZ>  =  oö, —  Ö/J,  =  aß  — 00,.  Die 
Grösse  des  Abstandee  00,  =  DD^  kommt 
also   nur  bei  der  Vertikalprojektion  in  Be- 
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tmoht  imd  zwar  ila  atets  fn  Abrag  za 
briograde  Eoiutant«,  welche  Sabtrtküon  aber 
niechaniach  erzielt  werden  kann,  wenn  dieser 
Abstand,  resp.  die  HGhenlage  des  Dreh- 
pnnktet  0  an  dem  Prt^ektionswinkel  mar- 
kiert wird. 

Siebt  z.  B.  der  Nullpunkt  der  am  Pro- 
jektlosBwinkel  angebrachten  Teilnns:  mit  ton 
Pnnkt  0  in  gleicher  Höhe,  so  entaprieht 
ersterer  aoch  dem  Pnnkt  1)  und  ea  kann 
aladann  Da,  resp.  die  relative  HOhe  dea  &af- 
zunehmenden  Plinktea  P  In  dem  der  Tei- 
lung entsprechenden  VerjüngiuigBTerhältnia 
direkt  abgelesen  werden. 

Bemerlnnp.  Der  in  der  Figur  153  abgebildete  Wagner-Fennelache  T&chTmeter 
hat  nachatehende  Einrlditnog: 

Ans  dem  zum  Distanzmeaser  eingerichteten  Femrobr  Ist  durch  zwei  Arme  ein  mit 
einem  LSngenmaasstabe  versehenea  Lineal  so  befestigt,  dass  dessen  Oberkante  parallel 
zur  Visurlinie  des  Fernrohrs  ist,  w&hrend  die  SeitenflHtihen  In  vertikalen  Kbenen  parallel 
zu  derselben  Visierlinie  liegen.  Auf  diesem  Lfoeal  Iftsst  sich  ein  dnrcJi  sdbstwta-kende 
Federhemmung  Terstellbarer  Schieber  bewegen,  an  dem  zwei  Nooien  angebracht  sind. 
Der  obere  Nonias  ist  nm  eine  Achae  drehbar,  so  dass  er  bei  jeder  Lage  des  Fernrohrs 
vertikal  gestellt  werden  kann,  wohingegen  der  untere  Nonias  parallel  dem  Lftngenmass- 
stabe  ist.  Nahezu  senkrecht  unter  dem  genannten  Lineal,  ist  ein  zweites,  ebenfalls  mit 
emem  Lfingenmassitab  versehenes  Linial  befestigt 

Auf  der  Oberkante  des  letzten  Lineals  ist  mittels  Bollen  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
verschiebbar,  dessen  vertikale  Kathete  wieder  einen  MasBstab  trOgt,  der  in  der  Ebene 
des  oberen  Nonius  liegt  und  so  gestellt  werden  kann,  dass  mit  diesem  Nonlns  gleich  die 
H5he  des  anvisierten  Panktes  aber  irgend  einen  angenommenen  Horizont  abgelesen  werden 
kann.  Uittels  eines  Nonios  neben  dem  horizontalen  Uassstab  werden  die  auf  den  Horizont 
reduzierten  Entfernungen  abgdesen. 

Das  Femrohr  ist  mit  einer  Beversionslibelle  versehen  nnd  kaon  letcht  umgelegt 
oder  durchgeschlagen  werden. 

Indem  wir  in  Bezug  auf  die  Einzelheiten  auf  das  Werk  „Die  Wagner-Fennelschea 
Tacbjmeter  von  Otto  Fennel  in  Eassel"  verweisen,  mochten  wir  doch  nachstehend  auf 
eine  Korrektion svorrlchtniig  anlinerksam  machen.  Dieselbe  Ist  in  Figur  154  abgebildet. 
Die  Hebong  oder  Senkung  der  Anflegeflächen  wird  durch  zwei  Sclirauben  d  nnd  z 
(Ehnck-  nnd  Zugschranbe)  bewirkt. 

Figur  154. 


150  VeimesraBgaktude. 

Fn«e  133.  Wie  wird  das  Wagner- 

Fenoelsdie  Ta^ymeter  im  Felde  ge-       Antwort.    Me  Anwendirar  der  Wlgne^ 

brancbt?  Fennebcheii  Tachyneter  im  Felde  geachieht 

im  allgemalneit  nach  denHlben  Rij^eln  wie 

bei  alloi  andern  Tachymeten.   Nehmen  wir 

an,    das  Inatramoit    sei  bei  Beginn   einer 

Aufnahme  Aber  dem  enten  Staodponltt  (I) 

Benerirang.      Der   lUUenei   Poiio    hat  zentriert  und  horlzontlert  und  die  Latte  sei 

,  nubgeiriesea,    dui  man  dnrch  Hinsnfttgang  anf  dem  zweiten  Stand  pankt  (II)  aargeatellr, 

siner  Eollektivlinse  in  du  gewshiliäe  Diataas-  80  sind  der  Reihe  nach  folgende  Ableaungen 

fbrnrohT  den  snallatiMhen  Punkt  in  die  Hitte  and    Eintragnngen    za    machen    (verg'leiclie 

des  Instruments  verlegen  kwin.     Ein  «olcbes  Figur  155). 

Femrobl-  fOhrt   den  Ntunen   „anallatiacheB        1)  Man  notiert  die  gegebene  Keereshübe 
Fernrohr  von  Porro."  ^  des  Standpunkte«. 

2)  Uan  liest  den  Wert  z  (UnterBchied 
zwischen  der  NormalhOhe  Tnal.fim  nad 
der  wirklichen  InitmmentenhShe)  aa  der 
Lotacbnnr  ab  und  notiert  denselben. 
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'3)  Man  bildet  die  Differenz  Ä  —  z^  notiert 
diesdbe,  stellt  sie  am  Nonias  d  des  Pro- 
jektionswinkels ein  nnd  setzt  den  Projektions- 
winkel aaf  das  Instrument 

4  a)  (Methode  I.)    Man  richtet  das  Fem- 

Bemerkimg«   Bei  der  Methode  4a)  steht  die  röhr  nach  der  Latte,  stellt  den  Mittelfaden 

Latte  schief  [also  senkrecht  zur  Visur  des  Fem-  a^^  die  Nullmarke  ein,  notiert  die  Ablesungen 

rohrs],  bei  der  Methode  4b),  dagegen  senkrecht  »™  ^?®':  ^?^  Unterfaden,  addiert  dieselben 

^  f  .  .  ^     n    u/  und  stellt  die  erhaltene  Summe  am  Nonius  h 

auf  dem  anvisierten  Punkte,  ^^^  Femrohrlineales  ein. 

AJs  Beispiel  sei  angeführt:  ^^^  ^^^^^^^^  ^^  ^    ^^  ^^^^^  ^^  ^^^ 

MetÄode  4a>:  ^^^^  ^^^  ^^  Latte,  stellt  den  Oberfaden 

Oberfaden     0.873  ^^^  ^^  NnUmarke  ein,  liest  den  ünterfaden 

Unterfaden    0-874  (^gy  ^^  oberen  Lattenteü  steht)  ab,  notiert 

Einstellung  am  Femrohrlineal:  die  abgelesene  Zahl  und  stellt  sie  am  Nonius 

0 .  873  +  0 .  874  =  1 .  747  h  des  FeilirohrHneals  ein. 

Methode  4b):  5)  Man  schiebt  den  Projektionswinkel  an 

Oberfaden     0-000  die  Kante   des   drehbaren  Nonius  a  heran, 

Unterfaden    0*935  ^^est  am  Nonius  c  die  horizontale  Entfernung 

Einstellung  am  Femrohrlineal:  ^es   Fusspunktes   der  Latte  vom  Lotpunkt 

^  des  Instruments,    sowie   am   Nonius  a  die 

Meereshöhe  des  Aufstellnngspunktes  der  Latte 
ab  und  notiert  beide  Zahlen. 

6)  Man    liest   den    Horizontalwinkel    ab 
und  notiert  denselben. 

Hierdurch  ist  die  Lage  des  Punktes  II 
völlig  bestimmt. 


0-935 


VII.  Die  Photogrammetrie. 

Frage  134.    Was  ist  die  Photo- 
grammetrie? Antwort.    Die  Photogrammetrie  ist  eine 

Methode  zur  Aufnahme  räumlicher  Objekte 
auf  Grund  photographischer  Aufiiahme.    Ihre 

Bemerkung.  Die  Grundprinzipien  der  Photo-  Aufgabe  wird  daher  sein ,  aus  gegebenen 
grammetrie  hat  bereits  Lambert  1759  entwickelt.  Photographien  eines  Gegenstandes  oder  Ter- 
Die  erste  Anwendung  machte  Beautemps-Beaupr6  ^ai^is,  seine  geometrischen  Projektionen  her- 
in den  Jahren  1791—1793,  indem  er  aus  pcrspek-  zuleiten. 

tivischen  Handzeichnungen  seiner  Forschiings-  j^.^  Genauigkeit  der  photogrammetrischen 

reise  topographische  Pläne  der  berührten  Küsten-  Aufnahmen    ist    naturgemäss     keine    aUzu 

striche  entwickelte.  Die  erste  zu  diesem  Zwecke  grosse,  doch  immerhin  eine  solche,  dass  sie 

konstruierte  Kamera  hatte  Laussedat  im  Jahre  für   gewisse   Zwecke    (topographische   Auf- 

1851  verwendet,  der  auf  diese  Weise  im  Jahre  nahmen)   vollkommen  genügt      Es   erleidet 

1861  einen  Teil  von  Paris  aufiiahm.    Um  die  nämlich  bei  der  Entwicklung  der  Aufhahme 

Klarlegung  der  theoretischen  Grundlagen  haben  die  Gelatineschicht  bedeutende  Verzerrungen, 

sich  Jordan  (Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  so  dass  auch  ein  vom  richtigen  Objektivglas 

1876),  Hauck  (Journal  fürMathematik,  Bd.  95)  gezeichnetes  Bild  mehr  odermmder  entstellt 
und  Steiner  (die  Photographie  im  Dienste  des 
Ingenieurs,   1893).     Koppe   (die  Photogram- 
metrie, 1889)  verdient  gemacht. 


162 


Venneasiiiigalnmde. 


Figur  166. 
F 


A, 


a 


/>^y 


/«/ 


Pi        M, 


Frage  135.  Wie  wird  ein  Punkt 
photogrammetrisch  aufgenommen? 

Bemerkung.  Obschon  wir  die  Phototheodo- 
lite später  beschreiben,  dürfte  es  doch  angemessen 
sein,  hier  snm  Verständnis  des  Nebenstehenden 
wenigstens  ihr  Orandprinzip  zn  kennzeichnen. 

Figur  1B7. 


Der  Phototheodolit  (siehe  Fig.  157)  besteht 
aus  einem  gewöhnlichen  zentrischen  Theodolit, 
in  welchem  an  die  Stelle  des  Femmrohrs  eine 
Kamera  K  eingesetzt  wird,  deren  optische  Achse 
genau  parallel  der  optischen  Achse  des  seit- 
wärts angebrachten  Femrohrs  F  liegt.  Ein 
Horizontalkreis  H  und  ein  Vertikalkreis  N  ge- 


Antwort.  Um  einen  Punkt  P  photogram- 
metrisch aufzunehmen,  legt  man  zunächst 
eine  Basis  a  fest  (vergl.  Figur  156).  Ihre 
Endpunkte  mögen  Bi  und  B^  heissen.  Der 
Einfachheit  wegen  denken  wir  uns,  dass  die 
Kamera  in  beiden  Punkten  B^  und  B^  voll- 
kommen horizontal  steht  und  dass  auch  P 
in  der  horizontalen  Ebene  liegt 

V^ird  nun  von  einem  Standpunkte  JB,  in 
der  Richtung  A^  und  von  ehiem  Standpunkte 
B^  in  der  Richtung  A^  je  ein  Bild  aufge- 
nommen, ferner  die  Basis  a,  sowie  die  Winkel: 

-^1  ^1 B^  =  ßi 
A^B^B^  =  ^2 

am  Horizontalkreis  des  Phototheodolits  (vergL 
Bemerkung)  bestimmt,  so  hat  man  alles  um 
den  Punkt  P,  sowie  alle  auf  beiden  Photo- 
graphien sichtbaren  Punkte  zu  konstruieren. 

Seien  M^  und  3/^  die  Bilder  der  Punkte 
Ai  und  A^,  sowie  /\  die  Brennweite  des 
Kameraobjektivs  und  P^  resp.  P^  die  Bilder 
von  P].    So  kann  man,  da  f  gegeben  und 

den  Photographien  abgenommen  werden  kön- 
nen, auch  die  Winkel: 

A,B^P=  P^BiM^  =  «1 
A^B^P^  P^B^M^  =  a, 

bestimmen,  denn  es  ist: 


Die  Photogrammetrie. 
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statten  die  genaue  Ablesung  jeweiliger  Dre- 
hnngswinkel.  Zur  Horaomtiefing  dient  eine 
Dosenlibelle  L. 

Man  kann  mit  einem  Phototheodolit  also 
Photographien  in  beliebigen  Biehtnngen  auf- 
nehmen« 

Die  Kamera  ist  immer  auf«  eingestellt  und  be- 
sitit  also  einen  konstanten  Abstand  iwisehen  der 
Platte  und  dem  Objektlr.  Der  Bahmen  sur  Auf- 
nahme der  empfindlichen  Platte  besitst  Spitzen 
ans  dtümem  Blech,  welche  den  Horizont  H  und 
die  Hauptyertikale  V  am  Bilde  markieren  (veigl. 
Figur  1 58).  Der  Schnittpunkt  M  der  Markierung 
soll  mit  dem  am  Fadenkreuze  des  Fernrohrs 
sichtbaren«  Punkte  übereinstimmen. 


tg«^  = 


iL 
f 


Dann  ist  aber  im  Dreieck  PB^B^  be- 
kannt die  Basis: 

und  die  Winkel: 

PB,B,  =  /?,-a, 
PB,Bi  =  /l,^«, 

woraus  sich  das  Dreieck  konstruieren  lässt 
Damit  ist  die  Lage  des  Punktes  P  bestimmt 
Zur  vollständigen  Konstruktion  des  Planes 
ist  aber  noch  die  Ermittelung  der  eventuellen 
Höhenkoten  erforderlich. 


Figur  168. 


Frage  186.  Wie  werden  die  rela- 
tiven Höhendifferenzen  gegen  die  Stand- 
linie photogrammetrisch  bestimmt? 


Figur  169. 


P 


<5 


Bemerkung,  Da  immer  zwei  Bilder  auf- 
genommen werden,  so  kann  die  Höhe  eines 
jeden  Punktes  doppelt  bestimmt  werden,  was 
eine  Kontrolle  abgibt. 


Antwort  Nachdem  in  der  vorigen  Frage 
die  Entfernung  B^  Q^  (vergl.  Figur  159)  be- 
bestimmt worden  und  nachdem  man  auf  der 
Platte  den  Horizont  HH,  sowie  die  Vertikale 
VV  und  so  den  Punkt  M  als  gegeben  be- 
trachten kann  (man  vergleiche  die  vorige 
Frage),  lassen  sich  auch  die  Grössen: 

MH  =  x 

der  Platte  abnehmen. 

Dann  ist: 

PQ,'y-B,Q,.B^H 

Man  hat  also: 

wo  /'die  Brennweite  bezeichnet,  demnach  ist: 
PQi  =     ,   ^         »ift 

Damit  ist  die  Erhebung  von  P  über  den 
Horizont  des  Instruments  bekannt.  Ist  ferner 
H  die  absolute  Höhe  des  Standpunktes,  i  die 
Instramentenhöhe,  so  wird: 

die  absolute  Höhe  des  Punktes  P  sein. 
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1.  Aufgaben  über  Photogrammetrie. 


Aufgabe  42.  Drei  Punkte  A,  B,  G, 
der  Standpniikt  der  Aufiiahnie  »Bd  ge- 
geben nnd  das  Bild  (vergL  Figur  160). 
Es  sollen  die  Sitnatiensachsen  der  Anf- 
nahme  geftinden  werden. 

Figur  160. 


AnflBsang.  1)  DarchEechnung.  Wir 
verlegen  die  HorizontslMlise  iTIT  in  einen 
der  gegebenen  Puikte,  etwa  A  (veigleiche 
Fignr  160),  dann  bediirf  man  des  Winkels 
a  =  OAB^  nm  ihre  Lage  zu  fixieren.  Dieser 
ist  zu  finden.  Zn  seiner  Bestimmuig  dient 
das  Verhältnis: 

AB* 


H 


n 


WO 


••^•-.H 


Bemerkung«  Die  Situationsachsen  wer- 
den durch  die  Hichtung  der  Visur  und  einer 
Senkrechten  darauf  bestimmt«  Ihr  Schnittpunkt 
entspricht  dem  Visurpunkte  3f.  Wir  wollen 
die  durch  die  Visur  bestimmte  Achse  OD  die 
Distanzachse  und  die  zu  ihr  senkrechte  HR 
(in  der  Figur  160)  die  Horizontalachse 
nennen.  Der  Punkt  M  kann  auch  in  dem  Bilde 
liegend  angenommen  werden,  dann  bildet  die 
Horizontalachse  den  Horizont.  Da  es  sich  bloss 
um  ein  projektivisches  Koordinatensystem  han- 
delt, so  ist  es  gleichgültig,  wo  M  auf  OD  liegt. 


welches  man  der  Photographie  abnimmt   Sei 
noch :  * 

^AOW  —  tp 

^  B'OC  =  1/r 
Ojy  =  d 
SO  ist  im  Dreieck  OAB': 

j  m  sin^ 

d         sota 

und  im  Dreieck  OB'C: 

TT  <*  _  8in(a-fy4- V) 

XX    •    •    •    ■         — ^  • 

n  smV' 

also  folgt  aus  I  und  II: 

siny»     m  sin  (g  +  y  4"  V^) 

siny     n  sin« 

=  cos  (y  +  V)  +  sin  (tp  +  ip)  ctg« 
dadurch  ist  der  Winkel  a  bestimmt. 
Denn  setzt  man: 


80  wird: 


X  = 


tg«  = 


m     sini^ 


Bmq> 


sin  (dp  -}-  V) 


£rkL  86«    Es  ist: 
HOB  AB'  0  =  cos  [1800  —  («  +  (f)] 

=  — cos(«  +  y)  =  -^^ 

also: 

MB'  =  — dcos(«-t-y) 


MB' 


l  —  cos  (fp  +  1/r) 

Um  noch  die  Lage  des  Punktes  M  zu 
bestimmen,  betrachten  wir  das  rechtwinklige 
Dreieck  OBM.    Es  wird  (vergl.  Erkl.  86): 

B'3f  =  —  d  cos  («  +  v>) 
In  der  Praxis  pflegt  man  aber  diese  Auf- 
gabe konstruktiv  zu  lösen,  da  es  sich  zu- 
meist nur  um  eine  der  Konstruktion   ent- 
sprechende Genauigkeit  handelt. 

2)  Lösung  durch  Konstruktion. 
Man  ziehe  (vergleiche  Figur  161)  durch  den 
Punkt  B  die  Gerade  G  und  sehneide  von 
B  ans: 

BA'  _  jw 

BC    "    n 

Ziehe  sodann: 

C'C'WBO 


und 


A'A"\\BO 
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ist 


Figur  161. 


« ♦ 


80  ist  die  durch  die  Punkte  C,  A"  gehende 
Oerade  die  gesachte  HorizontaJaehse.  FftUt 
man  durch  den  Punkt  O  anf  dieselbe  eine 
Senkrechte,  so  eihdht  man  die  Diatanzadise. 
Dem  Trt»  ans  der  Fignr  ersichtlich,  yer- 
hUt  sich: 


A'B 


m 
n 


A"B 


II 


BC         n        B^'C" 

Wie  man  sieht,  Ist  die  k<»istraktiYe  Lö- 
sung ungemein  einfach. 


BemerlniBg.  Man  pflegt  die  Entfernung 
OJf  (in  der  Figur  161)  auch  die  Bild  weite  zu 
nennen.  Werden  die  Längen  m  :=z  AB*  und 
nzs.B'C*  der  Photographie  entnommen,  dann 
ist  die  Bildweite  gleish  der  Brennweite  sn  setaen. 


Aufgabe  43.  Es  sollen  die  Schichten- 
linien eines  Berges  konstruiert  werden, 
auf  Gmnd  zweier  aufgenommenen  Photo- 
graphien. Dabei  sind  sowohl  die  Basis 
der  Aufnahme  als  auch  die  Orientierungs- 
achsen  als  gegeben  zu  betrachten. 


Bemerking«  Es  braucht  wohl  nicht  hervor- 
gehoben zu  werden,  dass  diese  Methode  nur 
eine  N&herungsmethode  ist,  die  freilich  desto 
genauer  wird,  je  mehr  Bilder  man  hat.  Man 
erhält  auf  die  in  der  obigen  Zeichnung  dar- 
gestellte Art  Ton  Bwei  Bildern,  vier  Tangenten 
und  ihre  Berührungspunkte: 

Qi  ft  ft  ft 
welche  den  Bildpunkten: 

P.  P,  i^s  ^4 

entsprechen.    So  dass  man  also  wenigstens  ge- 
nähert die  Schichtenkurve  bestimmen  kann. 


AnfiSsnng.  Die  Auflösung  ist  unmittel- 
bar aus  der  Figur  162  ersichtlich.  Man 
zeichnet  sich  zuerst  die  Basis  AB  und  so- 
dann für  beide  Standpunkte  die  Orientierungs- 
achsen HH,  MA,  HH,  MB.  Legt  die  Photo- 
graphien so,  dass  ihre  Orientierungslinien  mit 
den  Orientierungsachsen  zusammenfallen. 
Will  man  sodann  für  eine  bestimmte  HOhe 

Hl=n2 

die  Schichtenkurve  haben,  so  verbinde  man 
die  Schnittpunkte  P^,  P^,  P^,  P«  des  Bildes 
mit  der  in  der  Entfernung  Hl  =  H2  zu 
HH  gezogenen  Parallelen  mit  den  Punkten  A, 
resp.  B.    Dann  sind: 

AP,,  AP^,  BPa  J5P, 

Tangenten  der  Schichtkurve. 

Hat  man  mehrere  Bilder,  so  lassen  sich 
mehr  Tangenten  und  damit  auch  besser  die 
Form  der  Schichtkurve  bestimmen. 


16« 


VimeawiigtlaMide, 


Figur  163. 


Anfigabe  44.  Von  einem  Punkte  0 
wurde  ein  Bild  zweier  Punkte  J5,  C  auf- 
genommen. Sowohl  0  als  auch  BC  sind 
gegebene  Eatastralpunkte  (vergleiche 
Figur  163).  Man  soll  die  Bildweite  OP 
bestimmen. 


Auflösung.  Man  nehme  die  Mitte  der 
Photographie  als  Visurmitte  an.  Ziehe  ge- 
nähert die  Horizontal-  und  Vertikalachse. 

Seien  sodann  Db  nnd  De  die  horizontalen 
Entfernongen  der  Punkte  B  und  C  von  0, 
sowie  Hb  nnd  Hc  die  Höhendifferenzen,  dann 
gilt  die  Beziehung: 

_  De 


d^  = 


H. 


tfB 


wobei  ijB  nnd  yc  die  Ordinalen  sind  und 
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FigüT  168. 
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Bemerkung«      Die   nachstehende    Methode 

dient  auch  zur  Berichtigung  der  Lage  der  die 

Adisen  angehenden  Stahhipitzen  der  Kassette. 

Macht  man  eine  Aufnahme  nnd  stimmt  der  he* 

rechnete  Punkt  mit  dem  durch   die   Kassette 

angegebenen,    so    gibt    der   Apparat   richtige 

Achsen. 

Fignr  164. 

C 


tfB  iiBd  yc  können  dem  Bilde  entnommen 
werden  (znnttchst  freilich  genähert). 

Sodann  läAst  sich  das  Dreieck  03*0 
aas  dem  Winkel  cc  nnd  den  beiden  Seiten 
dß  nnd  de  konstmieren.  Fällt  man  in  dem- 
selben von  0  anf  B'  C  die  Senkrechte,  dann 
erhält  man  den  Ponkt  P  nnd  aach: 

PB'  =  x^ 

War  die  Annahme  über  ysyc  richtig, 
stimmt  B'C  anf  die  letztere  Art  konstruiert 
mit  der  B'C  im  Bude  überein. 

OP  wird  dann  die  gesuchte  Bildweite 
sein. 

Ist  keine  Uebereinstimmnng  vorhanden, 
dann  muss  man  durch  Versuche  mit  ange- 
nommenen Werten  von  y^  und  yc  eine  solche 
zu  erreichen  trachten. 

Die  Lösung  kann  graphisch  wie  folgt 
bewerkstelligt  werden: 

Es  seien  0  B  C  die  drei  durch  ihre 
Situation  gegebenen  Punkte.  Man  berechne 
auf  die  eben  angezeigte  Art  ds  and  de  and 
mache: 

OB,'  =  dj, 

OC,'  =  d^ 

Die  wahre  Länge  von  B'C  sei  B^E^. 
Sie  sei  um  C^'E*  grösser  aLs  die  berechnete. 
Eine  zweite  Hypothese  möge: 

OJ?/  =  dB 

OC^'  =  de 

liefern,  während  die  wahre  Länge  von  B'  C 
um  C^'E^  kleiner  ist 

Man  verbinde  B^'Cj'  und  B^'C^'  bis  zum 
Bchnittpankt  D.  Femer  Ej.  mit  E^,  so  dass 
der  Schnittpunkt  C^'  mit  OC  erhalten  wird. 
Verbindet  man  noch  C^'  mit  Z>,  so  sind: 

OB^'  =  dj^ 

OC,'  =  de 

die  nahezu  richtigen  Werte  von  Ab  and  Äc* 


Bemerkung.  Die  Photogrammetrie  rechnet  mit  Zahlen,  welche  photographischen  Bildern 
abgenommen  werden.  Sie  rechnet  also  mit  Grössen,  deren  Genauigkeit  eine  bestimmte  Grenze 
bat,  welche  im  allgemeinen  der  einer  guten  Zeichnung  gleichgestellt  werden  kann.  Man  wird 
daher  in  allen  Fällen  den  konstruktiven  Weg  einschlagen,  oder  die  Rechnung  mit  wenigen 
3  höchstens  4  Logarithmenstellen  ausfuhren. 

Bemerkung.  Ausser  den  hier  genannten  Hauptproblemen  gibt  es  noch  ein  anderes 
wichtiges  Problem:    das  Problem  der  fünf  Punkte.     Sind  fünf  Punkte  durch  ihre  Situation 
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gegeben,  welche  sich  mit  fOnf  Pankten  auf  einer  Photographie  identifi4eren  lassen,  dann  ISsst 
sich  der  Standpunkt  der  Anfiiahme  konstrokti?  oder  rechnerisch  bestimmen.  Die  hiesa  nötigen 
Rechnungen  sind  aber  ziemlich  komplinert,  so  dass  wir  anf  ihre  Mitteilung  venichten  müssen. 


2.  Apparate  der  Fhotogrammetrie. 


Fra^e  137.  Welchen  Bedingungen 
haben  die  photographischen  Apparate, 
welche  fflr  Fhotogrammetrie  benützt 
werden,  zu  genügen? 


Antwort  Die  photogrammetrischen  In- 
strumente müssen  folgenden  Bedingungen 
entsprechen: 

1)  Die  Bildebene  mass  genau  vertikal 
stehen. 

2)  Das  zur  Festlegung  des  Hauptpunktes 
im  Bilde  liegende  Kreuz  muss  so  liegen, 
dass  seine  Horizontale  den  Schnitt  einer 
Horizontalebene,  seine  Vertikale  den  Schnitt 
einer  Vertikale  durch  den  Brennpunkt  des 
Objektivs  darsteUt. 

3)  Die  BUddistanz  wird  am  besten  un- 
veränderlich angenommen,  oder  es  muns  am 
Apparat  eine  Teilung  zum  Ablesen  derselben 
angebracht  sein,  oder  sie  muss  anderweitig 
gefunden  werden  können. 

4)  Das  Objektiv  muss  bis  an  die  Bild- 
ränder perspektivisch  richtig  zeichnen. 

5)  Bei  Instrumenten  mit  Femrohr  soll 
die  optische  Achse  desselben  mit  jener  der 
Kamera  parallel  sein. 


Fi*age  138.    Welches  sind  die  vor- 
züglichsten Apparate,  die  benutzt  worden  ? 


Antwort.  Man  kann  sowohl  eine  einfftche 
Kamera  als  auch  den  Phototheodolit  benützen. 


a)   Die  einfache  Kamera. 

(Werners  Apparat  von  B.  Lechner  in  Wien.) 
Figur  165  und  166. 

Das  Gestell  besitzt  wie  beim  Theodolit  drei  Fussschrauben,  femer  ist  eine  Lihelle 
vorhanden,  mittels  welcher  der  Apparat  horizontiert  werden  kann.  Die  aufgestellte  Visier- 
scheibe muss  senkrecht  stehen,  wenn  die  Libellen  einspielen;  das  ist  durch  die  schrSg'en 
Metallstützen,  welche  Kassettenteil  und  Grnndbrett  verbinden,  schnell  und  sicher  zu 
bewerkstelligen,  da  am  Ende  der  Lftngsschlitze  dieser  Stützen  tiefe  Einfeilongen  an- 
gebracht .sind,  welche  von  dem  Schlitze  rechtwinklig  abweichen  und  die  Klemmschrauben 
aufnehmen,  so  dass  nun  ein  Neigen  der  Visierscheibe  nach  vor*  oder  rttckwftrts  aus- 
geschlossen ist  Zur  Einstellung  einer  blühenden  festen  Brennweite  (j^dweite)  des  ge- 
wählten Objektivs  sind  auf  dem  Grandbrett  deutliche  Harken  angebracht,  eventuell  auf 
Wunsch  auch  Millimeterteilung  und  Nonius.  Ist  der  Objektivteil  auf  diese  Marken,  die 
der  Brennweite  des  Objektivs  entsprechen,  eingesteUt,  so  passen  zwei  Metallspangen  oder 
Bügel  mit  den  daransitzenden  Kopfschrauben  an  den  entsprechenden  Stellen  des  Kassetten- 
und  Objektivteils  und  geben  angeschraubt  dem  Apparat  die  nötige  Stabilität.  Die  Anf- 
und  Abbewegang  des  Objektivs  geschieht  einfach  mit  der  Hand,  jedoch  kann  anf  Wunaeh 


Apparate  der  Photognminetrie. 


üartieD  rnr  Fadenkreuz. 


Wenier' Apparat,  adaptiert. 

HaBSBtab  uai  Nonins  aagebracht  werden,  nm  den  jeweiligen  Stand  des  Objektivs  notiereo 
ZQ  können.  Die  Bewegung  des  Objektivbrettes  mit  Zahnstange  nnd  Trieb  ist  bei  diesem 
Apparat  schwieriger,  weil  diese  das  Znsammenlegen  der  Kamera  behindern.  Zwei  oder 
Tier  Horitontal-  nnd  Vertikal  marken,  Spitzen  oder  Fähnchen  geben  das  nQtige  Fadenkreuz. 
Die  Marken  stehen  genau  rechtwinklig  zn  einander  nnd  symmetrisch  im  Kassetten  teil, 
so  dasB  die  Verbindungslinien  der  vier  Spitsen  b«i  horizontaler  Aufstellnng  des  Apparates 
die  Horizontale  nnd  Vertikale  repräsentieren.  Bei  Anwendung  von  Erenzlibellen  ist  anf 
dem  Gmndbrett  ein  Schwalbenschwanzschlitten  befestigt,  In  welchen  das  anf  einer 
Uetallplatte  montierte  Libellensystem  eingeschoben  wird.  Dosenlibelle  kann  anf  dem 
Grsudbrett  korrigierbar  befestigt  werden. 


b)   Der  Pholotheodol.it. 

(Potlaks  Apparat  von  R.  Lecbner  in  Wien.) 
Figur  167. 
Der  Phototheodolit  im  Sinne  des  Wortes  muss,  die  pbotographische  Kamera  weg- 
gedacht, einem  Theodoliten  mit  exzentrischer  Vislervorrichtnng  in  allen  seinen  Funktionen 
vollkommen  entsprechen.  Um  das  ganze  Instrument  mOglichst  leicht  zu  maohai,  sind 
mehrere  Teile  aus  Aluminium  hergestellt,  was  besonders  vom  Femrohrträger  gilt,  der 
durch  das  Gegengewicht  ansbalanciert  werden  moss.  Der  Horjzontalkreis  wird  nach 
Wunsch  in  halbe  nnd  Drittelgrade  geteilt  nnd  gestattet  mit  zwei  diametralen  Nonien 
t  Minnte  bis  30  Sekunden  Ablesung.  Das  Fernrohr  ist  nach  Art  der  Kippregel  am 
Trager  befestigt  und  die  Korrektur  der  Horizontaldrehacbse  des  Fernrohres  durch  eine 
Bohrenlibelle  ermöglicht.  Drehung  und  Klemmung,  sowie  mikrometrische  Elnstdlung  sind 
vorhanden.  Das  Femrohr  mit  27  cm  Breuuweite  nnd  31  mm  Oeffnung  hat  9  bis  18  fache 
VergrOsBerung  und  ist  für  tachy metrische  Arbeiten  mit  Distanzfäden  f^  die  Konstante 
lOO  ausgestattet.  Hit  dem  Fernrohr  ist  eine  £e  Version  slibelle  10—20  Sekunden  werlig 
verbanden  oder  kann  anf  zwei  gleich  starken  cylindrischen  Ringen  am  Fernrohr  eine 
Aufsatzlibelle  auf*  nnd  umgesetzt  werden.  Der  Höhenkreis  ist  in  Drittelgrade  geteilt 
nnd  gibt  mit  zwei  Konien  20  Sekonden  Ablesung.    Die  Feslklemmnng  und  Feinstellung 
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UD  HoiizontalkreU  mittels  eqnllibrierter  ZentralUemme  ist  iaoliert  vom  Kreise  angebiaebt. 

Ableanng  d«r  Kreise  mit  zentral  drdibaren  diametralen  Lnpeo.  Die  photognqihlBehe 
Kamera,  ganz  aas  Hrtäll,  bat  ein  ana- 
Figor  167.  atlgmatiscbes  Objektiv  von  C.  Zeiss, 

c  Jena.     Es    Iftsst    sich    nach    Bedarf 

~  30—50  mm  an  der  Kamera  auf-  nnd 
abbeiregen,  welcher  jeweilige  Stand 
an  dnem  lilUlmeterraassstabe  mittels 
Nonins  bestimmt  werden  kann.  Die 
Bewegong  geschieht  durch  Zahnstangen 
nnd  Trieb.  Der  KasBettenteii  der  Ka- 
mera enthält  einen  dem  Plattenformat 
entsprechenden  Centimeterrabmeo  (anch 
mit  Halbcentimeterteilang),  wdcber 
sich  durch  eine  eigene  mechanische 
Yorrlchtong  gegen  die  liohtempflndlicbe 
Schicht  bewegt  nnd  diese  nocb  bis  in 
die  dem  Objektiv  eigene  Bildebene  so 
zurücJcdrOngt ,  dass  letztere  bei  jeder 
Platte  mathematisch  gleich  genan  ein- 
gehalten wird.  Somit  ist  man  von 
etwaigen  geringen  Kassettenfebleni 
nnd  faesondera  von  etw^ger  ünznver- 
Ussigkeit  der  Holzkassetten  noab- 
bänglg.  Die  Einkerbungen  im  be- 
Phototheodoiit.   System  Poiiick.  sprochenen  Kahmen  sind  auf  der  Teil- 

maschine hergestellt  nnd   bieten   auf 

der  Photographie  einen  genauen  Uassstab,  sowie  eine  Kontrolle  fBr  die  Verftodernngw, 

die  im  Bilde  durch  die  nassen  Prozednren  beim  Entwickeln  und  besonders  bei  der  nassen 

Behandlnng  nnd  Verttnderlichkeit  der  Papier bilder  entstehen. 


'H^  ■>-»-»" 


Vni.  Ueber  verschiedene  in  der  Vermessungskunde  gebrauchte 
Instrumente. 

1.  Die  Pantographen. 

Bemerkiing,    Der  Puitograiih  (rom  griechischen  pan,  alles  und  graphein,  sefareiben) 
ist  eine  Erfindung  des  Jesuitenpaten  Christoph  Scheiner,  der  beide  Arten  ia  einer  1631  n  Rom 
a  Schrift  publizierte. 


Frage  139.     Was  ist  ein  Panto- 
graph  (Storchschnabel)?  Antwort     Der  Pantögraph   ist   ein  In* 

strament,  welches  dazu  dient,  nm  eine  Zeich- 
nung zn   vergTÜBBeni   oder  zu  verkleinern, 
Bemertoig.    Die  Figur  169  steUt  im  An-  ""^  '""^  *"  «""«"^  bestimmten  VerhWtnis. 
Bchluas  an  die  Figur  168  bei  gleicher  Punkt-        Er  besteht  in  der  ersten  Form  ans  vier 
hueicbnnng  das  Instrument  in  der  praktischen  ^arch  Gelenke  mitdma^er  so  verbundenen 
.  j»i.___  a  Stäben,  daas  dieselben  immer  ein  Farallela- 

AnsAhrnng  dar.  ^^^^^^  (ABCD,  A'B'Cjy  ia  der  Fig.  168) 

bilden. 

In  ein«n  TeriSogerten  Arm  (ABO)  be- 
findet sich  ein  fester  Drehpunkt  0,  dagegen 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a>  M,  1881. 

Der  ausfülirliclie  Prospekt  nnd  das  ansfttlirliehe  Inhalts- 
yerzeiehnis  der  ,,Yollstäiidig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad«  Eleyer'^  kann  Ton  jeder  finchhandlong,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oehrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt ,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Sohüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bom  Selbststudium,  das  Yortreffliohste  Nachsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


§  gBggiBfggüifalgBfiBgagagBBagagBCMBggijnaom 
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JJ5    pf^  J  Fork  V.  Heft  1328^—  Seite  161—176. 
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Mit  25  Figruren. 
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Vollstänäig  gelöst 


0 


Auf  gaben-  Sammlung 

p      —  Bebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  fdr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

i  •  mit 

g  Angabe  und  EntwlcUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Antworten 

§  erläutert  durch 

I  viele  Holzschnitte  &  HthograpL  Tafeln, 

jlj  aus   allen  Zweigen 

I  der  Rechenkoiist,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
H  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
[z  Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
^  aus  allen  Zweigen  der  Physik«  Meehajiik«  Oraphostatik,  Chemie ^  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eiaenbahn-y  Wasser-, 
Brfieken-  u.  Hochban^s;  der  Konstraktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Siadimn,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preuss.  FeldmeBser,  yereideter  grossh.  hessisuhcr  Qcomoter  I.  Klasse 

§  in  Frankfurt  a.  M. 

I  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Termeissiiiig^iskiiiide 

(Geodäsie). 

g  Zweiter  Teil. 

I  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  Ijai»ka. 

1  Fortsetzung  von  Heft  1328.  —  Seite  161—176.    Mit  25  Figuren. 

Inhalt: 

Ueber  vercchiedene  in  der  Vermessungskunde  gebrauchte  Instrumente.  —  Die  Pantographon.  —  Die  Karto- 
meter.  —  Das  Kartierungsinstrument.    -     Die  Heliotrope.    —   Die  Wassermessung.  —   Die  Grubenmessung 

(Markscheidekuust).  —  Einleitung  und  loBtrumeute. 
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i  Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier.  j 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk^  welchem  kein  ähnliebeg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Prtlse  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgraben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik^  math.  Geographie^  Astronomie  9  des  Maschinen- ^  Strassen- ^  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes,  des  konstraktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständi^ 
gelöster  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nn  gelösten  «Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösnn^r  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen^ierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzelcli- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  !!•  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrger schulen,  Prlrat^chulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren ,  Poljtechniken,  Techniken,  Bangewerksehalen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  g«)werbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  and  Forstwissenschaftsschalen, 
Militärschnlen,  Yorbereitungs^ Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischea  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabeosammlung  eine  kräftige  Stätxe  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  au  verwerten«  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieoreu,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenoisen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dionen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
Kwei<^on  Torkonimenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Boxstellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Dio  Yerlagshandlaog. 
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Figur  168. 


Pantograph  in  der  Theorie. 


Fignr  169. 


Pantograpli  in  der  Ansführnng. 

ErkL  87.    Um  das  einzusehen,  haben  wir 
zu  zeigen,  dass: 

^  was  wir  wie  folgt  beweisen : 

Es  war  in  der  ersten  Lage  des  Instruments 
nach  der  Voraussetzung: 

EC:CMz=  EB'.BO 
da  nun: 

EC—E'C        EMz^EM* 

OB  =  OB*         BE  =  B'E* 

so  folgt: 

E'C'iCIi'  =  E'B'iB'O 

Da  nun  die  Bewegung  nur  so  möglich  ist, 
dass  auch: 

A'B'CD* 

ein  Parallelogramm  wird,  so  muss: 
<^EC'M  =z^EB'0 

wodurch    die    Aehnlichkeit    der    Dreiecke    er- 
wiesen ist. 

L&ska,  Vermessnngskande.    IT. 


sind  in  den  Armen  OD  in  M  und  BC  in  E 
verschiebbare  Stifte  angebracht. 

Werden  diese  Stifte  so  befestigt,  dass  sie 
bei  einer  beliebigen  Stellung  in  einer  Geraden 
mit  0  liegen,  so  bleiben  sie  auch  bei 
einer  jeden  Drehung  des  Instruments 
um  den  Punkt  0  in  einer  Geraden 
(vergl.  ErkL  87). 

Denken  wir  uns  das  Instrument  aus  der 
Lage  OÄBCDE  in  die  Lage  OA'B*CD'E* 
überführt,  so  ist: 

MM*  II EE 

und  es  besteht  die  Proportion: 
MWiEE  =  CB'.BE 

Diese  Behauptungen  wollen  wir  nach- 
weisen. 

Wir  zeigen,  dass: 

/\OMM'^/\OEE 

Beide  Dreiecke  haben  einen  gemeinschaft- 
lichen Winkel: 

^EOE 

denn  die  Punkte  OME  und  OM'E"  liegen 
auf  je  einer  Geraden. 

Dann  ist  aber: 

EO:EM=:EB:EC 

=  EB'\EC*  ^  E*0:EM* 

also  auch: 

EO:EM=^E'0:EM' 

Daraus  folgt  aber  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  und  die  Gleichheit  der  Winkel: 

OMM'  =  OEE* 

und  somit  auch,  dass: 

MM'  II  EE 

MM*:EE=  CB'.BE 

(vergl.  Erkl.  88  anf  der  folgenden  Seite). 

Macht  man  also: 

CB:CE=l:n 
SO  wird: 


und 


MM  = 


EE 


n 


Darauf  beruht  die  Anwendung  des  Panto- 
graphs. 

Wir  gehen  nun  zur  zweiten  Art  (auch 
Mailänder  genannt)  über,  dessen  Grundprinzip 
die  Fignr  170  gibt.  Hier  hat  man  ebenso 
vier  durch  Gelenke  verbundene  Stäbe  ^^CZ> 
(Fignr  170),  überdies  ist  ein  Stab  MN  ver- 
schiebbar angebracht  P  ist  der  Drehpunkt, 
C,  A  die  zeichnenden  Punkte.  Pmuss  immer 
in  der  Geraden  AC  liegen. 

Die  Ausführung  (die  ganz  analog  der 
früheren  zu  führen  ist)  des  Beweises,  über- 
lassen wir  dem  Leser  zur  Uebung. 

Wir  geben  nachstehend  die  Abbildung 
zweier  freischwebenden  Pantographen  der 
Firma  G.  Coradi  in  Zürich. 

11 


Veno  ennngsknnd  e. 


Figur  171  gibt  die  erstere  und  Figor  172 
die  letztere  Art  dei  Pantographs,  äJKr  dessen 
Gebrandi  wir  noch  einiges  bemerken  wollen. 
um  eine  verlileinerte  Kopie  aufzunehmen, 
zeichne  man  aaf  dem  Anfnalimeblatt  ein  Recht- 
eck, welches  dem  aafznnehrnenden  Bechteck 
Ähnlich  ist  nnd  dessen  Seiten  der  Verklei- 
nernDg  entsprechen.  Dann  müssen  die  Btftuer 
Eolange  verschoben  werden,  bis  bei  einer 
Stellnng  des  Blattes  Zeichen-  nnd  Kopierstift 
zugleich  anf  mindestens  drei  Ecken  der  ent- 
sprechenden Vierecke  stehen.  Hat  man  eine 
Umrahmang  des  Originals,  so  kann  diese 
als  Rechteck  verwendet  werden. 


ErU.  88.    Es  ist: 
MM'.EE"  =  OM:OB=  BE.SE. 
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Soll  bei   dem   Instrument   erster  Art  ia 

einem  Verhältnis  —  verkleinert  oder  ver- 
Bemerkiuir.    Hat  man  keine  Umraliinung  ^^^^^^  ^^^^^^^  ^^  g„^et  „^  ^i^  gt^U^^ 
(Rechteck)  des  Originals ,  dann  kann  man  sich  ^^j.  ^^^  Nonien  durch: 
dadurch  helfen,    dass   man    im   Original    vier  ^ 

Punkte  festlegt   und   auf  dem  Aufnahmellatt 


X  =  /•  — 


n 


eine  ihnen  entsprechende  Kopie  zeichnet.    Drei  ^^^^^  ^  ^j^  l^^^^  ^^^  ^^^^^  ^^3  Parallelo- 

Punkte  genügen  nicht,  denn   dann  könnte  es  ^ramms: 

geschehen,  dass  der  Originalpunkt  rechts  und  AB  =.  CD 

der  kopierte  links  zu  der  Zweipunktlinie  zu  (vergl.  Figur  172)  ist.    Ist  diese  z.  B.  =  720 

stehen  käme.  ,    m  5  ,    ^  .        ^  n 

und  —  =  -3-,  so  hat  man  einzustellen: 

4^.720  =  450 

o 

Bei   den  Instrumenten  zweiter  Art  hat 
man  die  Formel: 
Bemerkung.     Als  besonderer  Vorzug  der  __         m 


freischwebenden  Pantographen  möge  angeführt  m-\-n 

werden  die  leichte  Führung,  da  nur  ein  sehr  ^^^^  ^  g  f^j.   ^   ^^^^  ^^0: 

geringer  Teil  des  Instruments  auf  dem  Papier  ^ 

gleitet,  und  die  daraus  entspringende  grössere  ^  __      ^     .^20  =    ^  .720 

Genauigkeit.  8  +  5                13 

also: 

x  =  277 


Frage  140.   Wie  ist  das  Instrument 

erster  Art  (s.  Figur  171)  zu  behandeln? 

Antwort.     Man  horizontiert  zuerst  das 

Oestell  K.  Zu  diesem  Zwecke  ist  bei  L 
eine  Dosenlibelle  angebracht. 

Nachdem  das  Gestell  richtig  gestellt  ist, 
nimmt  man  das  Instrument  aus  dem  Kasten 
und  legt  es  vorsichtig  so  auf  den  Tisch,  dass 
die  Polkngel   P  gegen  das   Oestell  K  zu 
liegen    kommt,    und    unterstfitzt   vorläufig 
das  Instrument  an  den  Aufhängestellen  mit 
einem  Buch  oder  dergl.,   damit  das  Instru- 
Bemerkung.  Die  Firma  G.  Coradi  in  Zürich,  ment  oder  die  Gelenke  desselben  keinen  Ver- 
weiche die  Pantographen  als  Spezialität  baut,  biegungen   ausgesetzt  sind.      Hierauf  setzt 
legt  einem  jeden  Instrument  eine  ausführliche  man  die  Polkugel  in  das  Gesenke  am  Ge- 
Anleitung bei,  in  welcher  die  nötigen  Vorsichts-   stell  und  schiebt  den  Riegel  über  dieselbe, 
massregeln    der   Behandlung    und    Benützung  Nun  wird  der  kurze  Draht  einerseits  bei  h 
dieser  Imitrumente  enthalten  sind.  ^  Stab  3,  anderseits  an  der  unteren  Oese  k 

des  Kranichs  emgehängt,  desgleichen  der 
lange  Draht  an  der  kleinen  Oese  mit  Kugel- 
gelenk am  Stab  1  neben  Gelenk  C.  Mittelst 
der  beigegebenen  Setzlibelle  und  der  Oesen- 
schrauben  h  und  h'  werden  nun  Stab  3  und  4 
horizontal  gestellt.  Stellt  man  nun  noch 
mittelst  der  verstellbaren  Stützrolle  p  den 
Stab  1  horizontal,  so  ist  auch  Stab  2  hori- 
zontal und  das  Insti'ument  ist  zum  Arbeiten 
fertig  aufgestellt. 


184  Venneaaiuigalnuids. 

2.  Die  Kartometer. 

n«,S?**   ^^*      ^'^    '''    *^°    ^^"^        ^t'-rt-     Eia   K«rton,«et  tet  ein   In- 
""'*  '  atniinent,  welches  mr  direkUn  Ermittelmig' 

der  Ünge  beliebig  geformter  Enrven  dieot. 

Wir  geben  nachstehend  eine  kurze  Beschrö. 

bnng  einiger  Kartometer  (Corvlmeter,  Llnien- 

messer), 
1)  Kartometer  von  G.  CoradI  in  Zürich  -  Unteratrass  (Schweir).  Die  Achsen  der 
beiden  MessroUen  nnd  der  Ffibrnngsponkt  c  liegen  in  einer  Linie  and  die  Bänder  der 
beiden  Eollen,  mit  welchen  das  Inetramentchen  anf  dem  Plan  anfliegt,  haben  genan 
gleichen  Abstand  vom  Punkte  c.  Der  Umfang  jeder  Rolle  beträgt  40  mm  nnd  ist  in 
20  Teile  geteilt  nnd  zweimal  Ton  0—9  beziffert,  so  dasa  die  Ablesungen  beider  Rollen 
summiert  ganze  Uillimeter  angeben.  Beide  Rollen  sind  in  gleicher  Richtong  beziffert, 
so  dass  wenn  man  das  Instramentchen  nm  den  Pnnkt  r  dreht,  ohoe  es  vorwärts  zn  be- 
wegen,  die  Snmme  beider  Abwicklangen  =  0  wird;  bewegt  man  das  Instmmentcben  in 
gerader  Linie  fort,  so  gibt  jede  der  Rollen  die  Hälfte  des  von  c  dnrchlanfenen  Weges 
an.  Beffthrt  man  nnn  irgend  eine  Knrve,  indem  man  die  Achsen  der  Rollen  senkrecht 
zun  jeweiligen  Enrvenelement  hält  (eine  Abweiohong  von  der  Senkrechten  am  8"  gibt 
erst  eine  Differenz  von  Vioo),  so  wird  die  Samroe  der  beiden  Ablesungen  den  vom  Paukt  c 
darcUaaTenea  Weg  angeben  (vergl.  Figui-  173). 

Figar  178. 


2)  Kartometer  vou  L.  Tesdorpf  In  Stattgart  (vergl.  Fig.  174).  Aof  einer  Grundplatte, 
welche  zugleich  als  Stfitze  fSr  drei  Fahrräder  dient,  ist  ein  FiUimngsstJft  genan  im  Uittel- 
punkt  der  FahrrSder-Sttitzpniikte  angebracht.  Die  Fahrräder,  von  denen  je  nach  OrSsse  des 
Apparats  3,  5  oder  7  Rollen  vorbanden,  sind  mit  Zifferblättern  versehen,  und  je  ein  weiteres 
Rad,  welches  mit  zehnfacher  Ueber^etzang  vom  Fahrrad  aas  getrieben  wird,  gestattet,  die 
Vielfachen  der  ganzen  Radnmdrehungszahlen  abzulesen.  Die  Fahrräder,  deren  Sparkränze 
anf  dem  Papier  anfliegen,  sind  einseitig  gesperrt,  sie  kQnnen  sich  nnr  nach  aussen  bewegen. 

Der  Gebranch:  Die  absolute  Länge  L  ergibt  sich  direkt  ans  dem  Produkt  des 
arithmetischen  Mittels  (m)  der  Ablesungen  an  dem  3.,  5.  oder  7.  Rollen- Apparat  nnd 
der  Konstante  (^')  des  jeweiligen  Instruments. 

Es  ergibt  sich  z.  B.  aas:  —  m- 

d.  1.  Umfahrung:  Stand  d.  Boll.  vor  d.  Umhbrung  Ni      Stand  d.  RoE  nach  d.  Umfahiung  Jf, 


Die  Eartometer. 
Fignt  174. 


Die  Konstante  des  InstrameDts  bestimmt  man  am  besten  indirekt  in  folgender  Art : 
Man  führt  den  Fabrstift  sorgfältig  fiber  den  Umfang  eines  Kreises  von  genau  abgestochenem 
Halbmesser  von  einem  Pankte  des  ümfanga  aas  bis  zum  gleichen  Punkte  znrttck  und 
wiederholt  zweckmässig  sogleich  diese  Umf&bmng  in  entgegengesetzter  Ricbtnng;  vor 
und  nach  jeder  Umfahmng  notiert  man  den  Stand  der  Zählwerke,  and  während  der  Um- 
fahmng  sieht  man  darauf,  dass  die  Fahrun gsstangen  ihre  Bichtnng  nngefähr  beibehalten. 

Beispiel.  Kreis  von  10  cm  Oarcbmesser,  Umfang  31,42  cm. 
Ablesen;;  vor  der  ÄblesuDg  nach  der  1.  und  Ablesung  nach  der 

1.  Umfahrang  vor  der  2.  Umfabrnng  ä.  Umfahrang 

Bad     r      7,350  Rad     I      8,920  Kad     I     (1)0,650 

,       II       2,160  „       II       3,800  „       II  5,490 

„      in       3,440  „     m       5,090  „     III  6.590 

12,95  17,81  22,63 

Für  die  1.  Umfahning  ist  «  =  17,81  —  12,95  =  4,861  „,  .  ,  <  <.< 

„       ,    2.  ,  „   «.  =  22,63  -  17,81  =  4.82  j  «'"«>  "*  =  *'«* 

ala  Konstante  h  =  — rgr  =  ^'^^  '^™ 

Für  jede  Einheit  (ganze  Kadumdrehung)  der  TJmdrehangszahlen  aUer  drei  lUder 
zugamraen  ist  also  die  Länge  6,50  cm  in  Rechnung  za  bringen. 

Bei  Bestimmung  der  Länge  einer  vorgelegten  unregelmltssigen  Linie  bringt  man 
das  InBtmment  so  anf  die  Zeichnong,  dass  der  Fahrstift  im  Anfangspunkt  steht  nnd  die 
FShmngsgriffe  beqaem  liegen,  notiert  den  Stand  der  Slhlwerke  nnd  durchfllhrt  nun  die 
gegebene  Linie  so,  dass  die  Fübrungsgriffe  nngefähr  ihre  ursprüngliche  Richtung  bei- 
behalten. Ist  der  Fahrstift  im  Endpunkt«  angelangt,  so  wird  der  Stand  der  Zählwerke 
wieder  abgelesen.  Ist  n  die  Differenz  der  Ablesungssummen  vor  Beginn  und  nach  Be- 
endigung der  DorchfahruDg,  so  ist  k-u  die  gewünschte  Länge.  Es  ist  aber,  da  der 
Apparat  nur  3  Räder  besitzt,  dringend  zu  raten,  die  Befahmng  der  Lmie  zu  wiederholen, 
wobei  das  Instrument  so  zu  legen  ist,  dass  die  neue,  für  diese  Befahmng  ebenfalls 
ivieder  ungefähr  beizubehaltende  Richtung  der  Führungsstangen  mit  der  bei  der  ersten 
i^efahmng  vorhandenen  nahezu  einen  rechten  Winkel  einschliessl.  Man  erhält  so  eine 
zweite  Angabe  für  die  Lange  der  durchfahrenen  Strecke,  welche  unter  Umständen  von 
dem  ersten  Ergebnis  nicht  unerheblich  abweicht,  während,  wie  mau  sich  durch  wiederholte 
Befabrnng  der  gegebenen  Linie  in  derselben  Lage  des  Instraments  überzeugen  kann, 
der  unregelmässige  mittlere  Fehler  einer  Befahmng  wesentlich  kleiner  ist.  Das 
Ulttel  beider  Bestimmungen  ist  von  dem  weitsns  grössten  Teil  des  sich  anf  diese  Art 
zeigenden  regelmässigen  (einseitigen)  Fehlers  befreit. 

Bei  einer  solchen  DoppelbesIImmung  mit  dem  obigen  Instrument  liegen  also  z.  B. 
folgende  Ablesungen  vor: 


Ablesung  vor  der 
1.  DarchAihrDng 

Bad     I        2,475 

„       II         3,105 

„     III         6.115 

N,  =  10,690 


V  erm  eaBongsk  uDde. 

Ableaang  n&ch  der       Ablesnng  vor  der  Ablesung  nach  der 

1.  Dorchfahrnng  2.  DnrchfdhrDiig  3.  Darchfahmiig 

Instrument  nm  90>  gedrdit, 
Rad     I        3,624  Bad     I        4,500 

«       II         4,125  ,       U         5,160 

„     III         5,900  ,      III         6,820 

2fg  =  13,649  N^  =  16,480 

«,  =  2,831 
2,82;  Länge  =  2,82  6,50  =  18,5  cm. 


3.  Das  Kartierangsinstmment. 


Das  Kartiertmgsinstrn- 
ment  (siehe  Fig.  115)  von 
Sickler,  besteht  aus  eioem 
neasilbeniea  Lineal  vonl  m 
L9nge  und  einem  nensil- 
berneu  WiDkel  ron  50  nnd 
26  cm  Kathetenläoge.  Das 
Lineal  ist  au  den  Kanten 
nach  2  Haas  Verhältnissen 
geteilt.  Die  iLurze  Ka- 
thete des  Winkels  tiilgt 
die  Nonien  für  die  Tei- 
langen  des  Lineals.  Die 
lange  Kathete,  mit  den- 
selben Teilungen  wie  das 
Lineal,  ist  der  Litng« 
nach  geschlitzt.  In  diesem 

Schlitz  iässt  sich  ein 
Schieber  mit  Druckspitze 
nnd  Nonien  für  die  beiden 
Teilungen  bewegen. 

Das  Kartierangsinstrti- 
ment  wird  zom  Auftragen 
der  Koordinaten  benStzt. 


ihwf[iiiilTn 


4.  Die  Heliotrope. 

Frage  142.  Was  ist  ein  Heliotrop?        .  .     _*    t.-   .r  „  *      .  ^  . 

Antwort.    Em  Heliotrop  ist  eine  mechani- 

Bche  Vorrlchtimg,  welche  gegtattet,  das  aaf 

B«BerkBiig.    Dbb  Wort  Beiiotrop  atammt  sie  fallende  Sonnenliclit  nach  einer  bestimmten 

TomgriechiBchennbelios",  die  Sonne,  und  „trepo",  Richtung  hinzusenden.    Ein  Heliotrop  besteht 

wende,  ist  also  wanlieh  mit  „Sonnenlicht wend er"   im  weaeotlichen  aas  einem  Spiegel  nnd  einer 

en  überBetten.   Als  Erfinder  des  Heliotrops  gilt  Richtnngsvonichtnng.  Die  wichtigsten  HeUo- 

Qiiugg  trope   sind  jene   von   Ganss,   Steinheil 

und  Bertram. 


Frage  143.    Welches  ist  das  Prin- 
zip des  Heliotrops  von  Gauss? 


Antwort  Seien  (vergl.  i'ignr  177)  S 
und  S'  zwei  aofeinander  senkrechte  Spiegel. 
Der  von  der  Sonne  kommende  Strahl  wird 
von  beiden  reflektiert,  nnd  zwar  von  S'  gegen 
..4  nnd  von  S  gegen  B.  Es  lässt  sich  nnn 
zeigen,  dasa  die  Richtnogen  OA  nnd  OB 
einer  Geraden  angehören.  Denn  weil  S  _i_S', 
mnss  nach  dem  Gesetze  der  Reflexion: 

Da  aber: 

so  muBS  wegen: 

^(n'  +  /ä')  =  -äC(«  +  « 


nnd  ebenso: 


16g  Vermessniigaknnde. 


Anf   diesem   Prinzip  ist  das  Oansssche 
Heliotrop  aufgebaut 


Frage  144.   In  welcher  Weise  wird 
das  Heliotrop  gebaut?  Antwort  Die  wesentlichen  mechanischen 

Bestandteile  des  Heliotrops  von  Gauss  sind: 
a)  das  Gestell, 
Bemerkung*    Es  muss  nämlich  die  Durch-  b)  das  Fernrohr, 

Schnittslinie  der  beiden  Spiegel  senkrecht  auf  c)  das  Spiegelwerk, 

die  Richtung  der  Sonnenstrahlen  sein,  wenn  das  Dag  Gestell  B  (vergl.  Figur  176)  hat 
in  der  Yorigen  Frage  aufgestellte  Prinzip  Gel-  nicht  nur  die  Bestimmung,  das  Femrohr  zu 
tnng  haben  soll.  tragen,  sondern  es  soll  auch  gestatten,  das- 

selbe sowohl  um  die  horizontale  als  auch 
um  die  vertikale  Achse  zu  drehen,  wozu  die 
Hebel  J  und  H  dienen. 
Bemerkung«    Das  Heliotropenlicht  ist  bis        Das  Femrohr  ist  ein  astronomisches  und 
anf  100  km  und  darüber  sichtbar.   Heutzutage  mit  einem  Fadenkreuz  versehen,  und  besitzt 
wird  auch  mitunter  das  elektrische  Licht  ver-  vor    dem   Okular    ein   gefärbtes   Glas   zum 
wendet,  welches  in  der  Nacht,  anvisiert,  fast  Schutze    der   Augen    bei   Beobachtung    der 
auf  noch  grössere  Strecken  sichtbar  ist  als  das  Sonnenstrahlen. 

Heliotropenlicht  „  ^*»  Spiegel  werk  besteht  aus  drei  Spiegeln 

P,  Q,  'S,  von  denen  P  und  Q  parallel  und 
'S"  senkrecht  auf  dieselben  gestellt  sind.  Ein 
Hebel  T  ermöglicht  eine  beliebige  Drehung. 


Frage  145.  Wie  wird  das  Gausssche 
Heliotrop  angewendet  ?  Antwort  Um  das  Heliotrop  zu  gebrauchen, 

richtet   man    das  Fernrohr  auf  deigenigeii 

Bemerkung.  Bei  der  Rektifikation  des  In-  Punkt,  der  das  Sonnenlicht  empfangen  soll. 
struments  muss  man  auf  folgende  4  Punkte  ^*^^*  ™^8S  das  Spiegelwerk  so  zurfickgedrebt 
besonders  achten:  f  i^»  i«*»  man  aber  den  kleinen  Spiegel  S 

1)  Ob  die  Drehachse  der  Snieirel  senkrecht  ^^^    Gegenstand    am    Fadenkreuz    erblickt. 
.vV     r.     i^        u     1.      ^^  I>ann    dreht   man,    durch    das  Okular   des 

steht  auf  der  Femrohrachse.  Fernrohrs  sehend,  sowohl  das  Fernrohr  mit 

2)  Ob  die  Spiegel  ihrer  Drehachse  parallel  ^em  Hebel  H  als  auch  die  Spiegel  mit  dem 
sind.  Hebel  T,  bis  das  Sonnenbild  auf  dem  Faden- 

8)  Ob   die  beiden  Hftlften  P  und   Q  des  kreuz  erscheint, 
grossen  Spiegels  untereinander  parallel  sind. 

4)  Ob  die  beiden  Spiegel  aufeinander  senk- 
recht stehen. 

Wir  gehen  auf  diese  Bektifikationen  nicht 
ein,  da  die  Heliotrope  in  der  niederen  Messkunde 
selten  verwendet  werden,  und  man  Instrumente 
guter  Firmen  (Spezialfirma:  C.  Si ekler 
Karlsruhe  in  Baden)  wohl  nie  zu  rekti- 
fizieren braucht. 


Frage  146.    Wie  ist  das  Heliotrop 
von  Steinheil  gebaut?  Antwort    Das  Heliotrop  von  Steinheil 

besteht  nur  aus  einem  einzigen  Spiegel  3/, 
der  um  die  Achse  KK'  drehbar  ist  und  in 
dessen  Mitte  ein  kleines  Scheibchen  C  (siehe 
Figur  178)  des  Beleges  abgelöst  erscheint. 
Durch  die  Schrauben   n  und  v  kann   dem 


Die  Heliotrope. 
Figur  178. 


Eeliotro]!  TOD  Steinbeil,  R^b&nt  van  dar  Flnna  K.  Scbeurer  In  KarlBrnhe  (Baden). 

InstrameDt  eine  beliebige  Stellnng  gegeben 

Bemerkung.   Was  den  Gebrauch  des  Helio-   werden.    Gegenüber  der  Oeffnang  C  befindet 

trops  voE  Steinbeil  anbetrifft,  eo  wird  zunächst  f"  «^  ^^'^  ."^  ™^.  '"''"  '^t'T%^  ^ 
,...„,.,     ...^        .  „    der  Bohmng  A  eine  glatte,  spiegelnde  Fläcbe 

derjenige  Pnnkt,  der  das  Licht  empfangen  8o  ,    ^  ^^^^    «^^  g^^^»^^^  ;   ^^  j^^^_  ^^^^ 

dmh  ein  Fernrohr  anvaiert.  Hieran!  steUt  ^[^  Sonnenstrahlen  durch  die  Oeffonng  C  anf 
man  das  Heliotrop  vor  das  Femrohr,  so  daii  ^  iOXen,  sie  wieder  gegen  die  Oeffnnng  C 
man  durch  die  Oeffnnng  C  hindnrchsehen  kann,  reflektiert  werden  und  nm  die  Mckseite 
und  bringt  das  Sonnenbild  nach  C  hemm.  derselben  einen  hellen  Lichtring  bilden.    Ist 

dieses  geschehen,  so  liegen  Sonne,  die  Oeff- 
nnng C,  die  Linse  m  in  einer  Geraden. 


IX.  Die  Wassermessung. 

Frage  147.    Was  versteht  mn  unter       ^^^^^^    ^^^^  Wassermeaanng  im  all- 
naasermessung.  gemeinenwerdenaUejeneArbeitenveratandeD, 
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Bemerkung.  Die  Wassermessang  wird  auch  die  angestellt  werden  müssen,  wenn  man  die 
Hydrometrie  genannt  nnd  gehört  streng  ge-  Geschwindigkeit  nnd  die  Wassermenge 
nommen  in  die  Lehre  vom  Wasserbau.  irgend  eines  fliessenden  Wassers  bestimmen 

will. 


Frage  148.  Was  versteht  man  unter 
der  Geschwindigkeit  des  Wassers?  J^^^er  Geschwindigkeit  des  Wassers  ver- 

steht  man  den  Weg,  den  em  Wasserteilchen 

in  1  Sekunde  zorficklegt.    Man  sagt  z.  B.: 

Fignr  179.  Dieser  Fluss  hat  eine  Geschwindigkeit  von: 

5  fn'is 

(Meter  per  Sekunde).    Die  Geschwin- 
digkeit  der  Wasserteilchen  in  einem 
Flnsse  hängt  von  der  Tiefe  desselben 
nnd  vom  Qnerprofil  ab.    Die  Kurven, 
welche  alle  Punkte  gleicher  Geschwin- 
digkeit  des   Querprofils  verbinden,   werden 
Isotachen  genannt.    Die  Figur  179  gibt  ein 
Bild  vom   Verlauf  dieser  Linien  in   einem 
gewöhnlich  vorkommenden  Querprofil.     Man 
sieht,  dass  das  Maximum  etwa  in  der  Mitte 
des  Flusses  etwas  unter  der  Wasserfiftche 
stattfindet. 


Bemerkung.  Man  kann  als  genäherte  Regel 
aufstellen,  dass  in  der  Mitte  eines  Flussbettes 
von  der  in  der  Figur  179  dargestellten  Form 
an  der  Oberfläche  die  Geschwindigkeit  zweimal 
so  gross  ist  als  am  Qrunde,  und  dass  man  die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Profils  hinreichend 
nahe  erhält,  wenn  man  von  beiden  Seiten  die 
Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche  etwa  in  der 
Entfernung : 

vom  Ufer  misst,  wo  h  die  Flussbreite  bezeichnet. 


Frage  149.    Wie  wird  die  Wasser- 


geschwindigkeit gemessen? 


Figur  180. 


A 

0-- 


B 


.:■       I 


:..j=:1fA. 


L 


£EEZ  r^^ 


A' 


B 


II 


►B 


Antwort     Zar   Messung    der    Wasser- 
geschwindigkeit liat  man  mehrere  Methoden: 

l)Methode  der  schwimmendenEugel. 
Man  benützt  eine  Hohlkugel  aus  Holz,  die 
mit  eüier  verschliessbaren  Oeflfnung  versehen 
ist  und  so  mit  Schrot  gefüllt  wird,  dass  nur 
ein  kleiner  Teil  von  ihr  über  die  Wasser- 
fläche hervorragt  (vergl.  Figur  180). 

Sodann  wird  am  Ufer  des  Flusses  eine 
ihm  parallele  Strecke  AB  (vergl.  Fig.  181) 
abgesteckt  und  genau  gemessen  und  an  beiden 
Endpunkten  derselben  am  andern  Ufer  zwei 
senkrecht  auf  ihr  stehende  Baken  eingepflanzt 
Nun  wird  die  Kugel  etwa  4—5  m  vor  dem 
Profil  AÄ'  in  einer  Entfernung  biß  vom 
Ufer  losgelassen.  In  A**  und  B"  stehen 
Q  zwei  Beobachter  mit  gut  gehenden  Sekunden- 
Uhren  und  merken  die  Zeit  an,  zu  welcher 
die  Kugel  die  Verbindenden  AA'  und  BB' 
passiert    Seien  ^^  und  t^  diese  Zeiten,  so 

wird  die  Geschwindigkeit  v  gleich: 

l 

V  = 


Figur  181. 


^B-U 


wobei  /  die  Länge  der  Strecke  AB  in  Meter 


Die  WusermeBfliiBg. 
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BemnlaBr.  Uan  sieht,  daaa  die  neben- 
stehende Methode  ein  wenig  niDst&Ddlicb  ist 
and  iwei  geObte  Beobachter  erfordert,  auch 
verffigt  man  nicht  flberall  über  geradlinigen 
Laaf  des  Flasaea,  sodann  ist  die  gewonnene 
Geschwindigkeit  nnr  die  mittlere  der  durch- 
laufenen Strecke.  Han  hat  daher  andere  He- 
itaoden  ersonnen,  welche  die  Geschwindigkeit 
an  einzelnen  Punkten  sn  messen  gestatten. 


und  tg—(^  den  Zeitunterschied  In  Sekunden 
besei  ebnet 

2)  Hessnng  mit  Hilfe  der  Pitot- 
Bchen  Böbre. 

Die  Fitoteche  Köhre  Ist  eine  gläserne 
Knierühre  (vergleiche  Figar  162),  welche 
mit  einer  Tellnng  C  In  Centlmeter  oder 
Uilllmeter  verseben  Ist 

Wird  das  offene,  gebogene  Ende  B  gegen 
die  StrSmiiDg  gekehrt,  so  steigt  In  der  Röhre 
die  Flfissigkeit  und  zwar  proportional  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  v.  Sei  also 
h  diese  Erhebung  {CD  in  der  Figur  182), 
so  kann  man  setzen: 

h=:  cti» 
wobei  c  eine  konstante  Zahl  bezeichnet,  die 
fär   jedes  Instrument    verschieden   ist  and 
durch  Versnche  bestimmt  werden  mnss.    Uan 
kann  also  setzen: 


Bemerknng.  Die  Pitotsche  RShre  wird  aber 
in  dieser  einfachen  Gestalt  nicht  gebraucht,  man 
verwendet  andere  Formen.  So  werden  z.  B. 
Ewei  solche  ßohren  (R,  und  if,  in  der  Fig.  188) 
SS  eluem  Hassstab  S  miteinander  verbunden. 
Die  Oeffnnng  der  einen  R,  ist  gegen  die  Strom- 
richtnng,  die  Oeffonng  der  zweiten  R,  senkrecht 
gegen  die  Stromrichtnng  gerichtet  Beide  Röhren 
sind  oben  durch  die  Hahnen  iT,  und  H^  ver- 
schli  essbar. 

Das  Instrument  wird  mit  geöffneten  Hahnen 
HiHf  ins  Wasser  gesenkt,  sodann  die  Hahnen 
geschlossen.  Zieht  man  das  Instrument  aus 
dem  Wasser  heraus,  so  kann  man  bequem  an 
der  zwischen  beiden  Rehren  befindlichen  Skala 
die  Höhendifferenz  h  ablesen. 

Fignr  183. 


=/4 


oder  kurz: 

Die  Pitotsche  R5hre  hat  mit  der  trfiher 
und  nachstehend  beschriebenen  Methode  des 
Nachteil,  dass  man  mit  ihr  nnr  die  Wasser- 
gesch windigkeit  nahe  der  Oberfläche  be- 
stimmen kann. 

3)  Bas  Rheometer  wird  wenig  ge- 
brancht,  well  es  sehr  ansicher  ist  Das 
Instrument  besteht  aas  einer  Stossfläcbe  F 
(vergl.  Figur  184)  und  einem  Wagearm  A  mit 
einem  verschiebbaren  Gewicht  G,  welches 
so  lange  verschoben  wird,  bis  die  Libelle  L 
einspielt.  Das  ganze  Instrument  mnes  natür- 
lich um  die  Achse  B  drelibar  sein.  Die  Ge- 
schwindigkeit ist  proportional  der  Quadrat- 
wurzel des  der  Gewicht  Verschiebung  ent- 
sprechenden Gewichtes  G,  also  Ist: 

.  =  .1/8 
wobei  c  eine  Erfahrungskonstante  ist. 


Veno  esnmgaknnde. 


4)  Der  Stromqaadraiit  (verfltiche 
Figur  ISEi)  besUht  ans  einem  In  Grade  ge- 
teilten Quadranten  Q  nnd  ans  einer  im  Hittel- 
pankte  C  mitteli  eines  Fadens  anfj^liXngten 
Hetallktigel  K  von  etwa  5  cm  DnrehmeBser. 

Die  Geschwindigkeit  ist  proportional  der 
Qnadratwnrzel  ans  der  Tang^ente  des  AI»- 
welclinngs  winkeis : 

«  =  <^  VCK 
von  der  Vertikalen,  man  bat  also: 

wobei  c  eine  Erfahmugskonatante  bezeicbnet. 


Bemerkan;.  Alle  die  bisher  beechriebenen  Methoden  wnrden  aber  in  der  neueren  Zeit 
dorch  die  hjdroinetrischen  Flügel  verdrängt,  die  nicht  nur  ^uanere  Resnltale  liefen,  sondern 
ancb  Measnngen  in  beliebigen  Tiefen  gestalten. 

Wir  beschreiben  im  Nachstehenden  einige  fiepHUentanten  dieser  Instnimente,  welche 
ans  der  Fabrik  der  in  diesem  Fache  speziell  renommierten  Firma  A.  Ott  in  Kempten  (Bayern) 
herroigegangen  sind. 

A.  Das  hydrometrische  Flügelrad  von  Weltmann  (vergl.  Figur  186)  besteht 
aoB  einer  horizontalen  Welle  mit  mehreren  gegen  die  Achsenrichtong  schief  stehenden 
Flflgeln,  deren  DmdrehnngBaahl  Innerhalb  einer  Sekonde  die  Geschwindigkeit  angibL  Im 
die  Zahl  der  Umdrehungen  beslimmen  zn  kSnnen,  Ist  die  Welle  mit  einer  Scbranbe  obne 
Ende  verBehen,  welche  in  ein  Zahlrad  eingreift.  Dieses  hat  100  ZUne  nnd  ist  mit  einem 
kleineren  von  10  Zahnen  verbnnden",  welcbes  wieder  em  Rad  von  100  Znhoen  treibt,  so 
daas  man  die  Zahl  von  1000  Umdrehungen  leicht  an  geeignet  angebrachtem  Index  ablesen 
kann.  Das  Ganze  Ist  gleich  einer  Windfahne  an  einer  Stange  befestigt,  Mittels  eines 
Hebels  mit  Federung  kann  die  Verhindnng  (indem  man  oben  an  einer  Schnnr  sieht) 
zwischen  Rad  nnd  Welle  beliebig  hergestellt  oder  abgehrochen  werden, 

För  die  Geschwindigkeit  hat  man  die  Erfahrnngsfonnel : 
r  =  «  +  ,»« 
wobei  H  die  Zahl  der  ümdrehnngen  in  emer  Sekunde,  a  nnd  ß  aber  Erfahmngskonstanlen 
bezeiebnen.    Die  Konstante  a  bezeichnet  jene  Geschwindigkeit  des  Wassers,  welche  eben 
noch  nicht  im  Stande  ist,  den  Flügel  in  Bewegang  sn  setzen. 

Figur  IBS. 


Hydrometrische  Flügel  mit  Zählridem  »on  0.  Ott  In  Kempten  (Bayern). 


r  FlUgel, 
Kempten 


n  A.  Ott  in  Kempten  (Bayeru|. 
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B.  Der  elektrische  Flügel  von  Harlacher  unterscheidet  sich  von  dem 
soeben  beschriebenen  dadurch,  dass  die  Zahl  der  Umdrehungen  elektrisch  registriert  wird 
und  ist  vorzüglich  für  sehr  genaue  Messungen  bestimmt  (Siehe  Harlacher:  Die 
Messungen  in  der  Elbe  und  an  der  Donan  und  die  hydrometrischen  Apparate  und  Methoden 
des  Verfassers,  Leipzig  1881). 

C.  Der  Universalflügel  von  A.Ott  in  Kempten,  ebenfalls  mit  elektrischer 
Zählung  oder  mit  Glockensignid  je  nach  50  Umdrehungen.  Der  Zählapparat  ist  wasser- 
dicht eingeschlossen,  so  dass  die  oft  zeitraubende  Reinigung  entfällt  und  auch  die  Funktion 
des  Flügels  darch  im  Wasser  schwiomiende  Körper  nicht  geiiindert  werden  kann. 


Frage  150.  Was  versteht  man  unter 
Wassermenge? 

Bemerkung«  Bei  sich  gleichbleibendem 
Wasserstande  (d.  h.  bei  unveränderlicher  Hohe 
des  Wasserspiegels)  ist  die  OrOsse  q  für  einen 
Querschnitt  konstant,  anderseits  gilt  für  zwei 
Querprofile  f  und  f^  die  Gleichung : 

Diese  Gesetze  gelten  nicht  mehr,  sobald  die 
Höhe  des  Wasserspiegels  sich  ändert,  also  der 
Fluss  im  Steigen  oder  Fallen  begriffen  ist. 

Figur  189. 


^^//mw//////A 


Erkl.   89.     Betrachtet    man    das    Viereck 
00' 11'  als  Trapez,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich*: 

00' +  11'  ^^  A±iL 
(Ol) 2 n 2— 

ebenso  ist  der  Inhalt  des  nächsten: 


n 


unil  des  folgenden: 


n 


h^rU 


Antwort,  Unter  Wassermenge  versteht 
man  das  in  einer  Sekunde  durch  ein  Quer- 
profil  fliessende  Wasserquantum.  Sei  also 
V  die  Geschwindigkeit,  f  die  Fläche  des 
Profils,  sowie  ^  die  Wassermenge,  so  ist: 

Man  bedarf  also  zur  Bestimmung  der 
Wassermenge  des  Qnerprofils  und  der  Ge- 
schwindigkeit 

Um  das  Profil  zu  bestimmen,  werden  am 
Ufer  zwei  Pföhle  A  und  B  eingeschlagen 
und  über  sie  eine  Schnur,  die  von  Meter  za 
Meter  irgendwie  (etwa  durch  befestigte  Holz- 
stQcke)  gekennzeichnet  ist,  gezogen.  Sodann 
wird  an  einzelnen  Punkten  entweder  mit  der 
Sondierstange  (vergL  Figur  189)  oder 
mit  einer  Sondierkette,  an  deren  Ende 
sich  ein  Gewicht  befindet,  die  Tiefe  gemessen. 
Als  Sondierstangeu  und  Sondierketten  können 
gewöhnliche  Messlatten  und  Messketten  ver- 
wendet werden. 

Seien  also: 

^»  'i»  '3  •  *  •  ^» 

die  in  gleichen  Abständen  von  n  Metern  ge- 
messenen, so  wird  das  Querprofil  gleich: 

/'=y[''+'-+*(''+'»  +  ---'— Ol 

Dieses  muss  mit  der  mittleren  gemessenen 
Geschwindigkeit : 

m       •»• 

wobei  Zt)^  die  Summen  aller  gemessenen 

Geschwindigkeiten  bezeichnet,  deren  Zahl 
wir  m  voraussetzen,  multipliziert  werden. 
So  dass  also  die  Wassermenge  q  gleich  wird: 


u.  8.  w.  bis  zum  letzten: 


fi 


2 


so  dass  man  hat: 


>Vw 


Die  GrubenmessTing. 
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X.    Die  Grubenmessung  (Markscheidekunst). 
1.  Einleitung  and  Instrumente. 

Frage  151.   Was  versteht  man  unter 
der  Grubenmesskunst?  Antwort.      Unter    der    Grubenmessung 

werden  alle  jene  Vermessnngen  verstandeUi 

Bemerkung.  Der  Name  (Markscheidekunst)  vermittelst  welcher   nicht    nur  ^ie   Dimen- 
rührt  von  Markscheiden  her,  d.  h.  die  Marken  sionen  unterirdischer  Gänge,  sondern  auch 
(Grenzen)   angeben,   durch  welche  ein  abge-  ihre  Lage  untereinander  und  gegen  die  sicht- 
a^KUaao«^,  Tj«««  ^,v«  A^r^  «^i>^«iio^^«^^«  ^^    ^arc  Oberflächo  bestmimt  wird, 
schlossener  Kaum  yon  dem  nebenliegenden  ge-        ^^  Markscheidekunst  besitzt  ihre  eigene 

scüieaen  wird.  Terminologie.  Diese  ganz  zwecklose  Ehi- 
Bemerkung.  Man  geht  in  der  neueren  ^^^,^'1°«^  "l^tigt  uns  etoe  kurze  Zusammen- 
Zeit  daran,  diesen  unsinnigen  Gebrauch  yon  »tellung  der  angewandten  Ausdrucke  zu 
u  -^«  1-  1.  A  j  «  1  V  u  A-  j  geben,  die  wir  m  der  Folge  m  die  Klammer 
altertümhchen  Ausdrücken  abzuschaffen  und  ^^^^^  ^^^  gebräuchUchen  setzen  werden. 
Denützt  fast  allgemein  die  sonst  üblichen  Be- 
nennungen.                                                 


Frage  152.  Welches  sind  die  in 
der  Grabenmessung  angewandten  geo- 
metrischen Bezeichnungen? 


Bemerkung.  Die  Gerade  PP'  heisst  auch 
Seigerhöhe  oder  Seigerteufe.  Es  ist  leicht 
einzusehen,  dass  durch  die  Seigerteufe,  den 
Streichungs-Sinus  und  -Cosinus  die  Punktlage 
bezüglich  der  Ebene  Ej  Ä  als  Anfangspunkt 
vorausgesetzt,  bestimmt  ist.  Man  beachte  die 
Analogie  mit  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system. 

Bemerkung.  Die  Länge  kann  Ostlich  oder 
westlich  sein,  die  Breite  nördlich  oder  süd- 
lich. In  der  Figur  190  hat  der  Punkt  P  eine 
südliche  Breite  und  östliche  Länge, 
wenn  0  die  Ost-  und  W  die  Westrichtung  be- 
zeichnet. Man  spricht  vom  wahren  (redu- 
zierten) Streichen  wenn  sich  die  Streichung 
auf  den  astronomischen  Meridian  bezieht,  sonst 


Antwort.  Um  die  in  der  Grubenver- 
messung  gebräuchlichen  Ausdrücke  klarzu- 
stellen, betrachten  wir  einen  Punkt  P  (ver- 
gleiche Figur  190)  über  der  horizontalen 
(söhligen)  Ebene  EE.  Seine  horizontale 
Projektion  sei  P'  (Seigerpunkt),  so  dass 
die  Gerade  PP*  die  vertikale  (seigere) 
Kichtung  darstellt.  Dann  stellt  P'^  die 
Horizontalprojektion  (Sohle  oder  Eben- 
sohle)  von  ÄP  dar. 

Der  Winkel  PAP'  (Tonlagewinkel) 
gibt  die  Neigung  der  Projektion  gegen  die 
projizierte  Gerade.  Dieser  Winkel  ist  po- 
sitiv (die  Linie  steigt)  wenn  er  sich  über 
der  horizontalen  (söhligen)  Ebene  befindet 
und  negativ  (die  Linie  fällt)  wenn  er 
unterhalb  der  Ebene  EE*  liegt 

Ist  NS  die  durch  A  gezogene  Nord-Süd- 
richtung oder  Mittagslmie  und  wird  P'  P" 
senkrecht  gegen  NS  gezogen,  so  wird: 

^NAP 

der   Streichungswinkel   (Streichen) 
von  AD  genannt.    Femer  wird: 

P' P"  die  Länge  (Streichungssinus), 

P* A**  die  Breite  (Streichungscosinus) 

genannt. 

Das  wirkliche  Längenmass  einer  Linie 
wird  deren  Grösse  genannt  Jede  schiefe 
(d.  h.  gegen  die  horizontale  Ebene  geneigte) 
Ebene  wird  eine  flache  oder  tonnlägige 
Ebene  (resp.  Linie)  genannt 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Ebene  A 
die  Horizontale  (söhlige)  Ebene  E  in  der 
Geradenmm'  (Streichungslinie)  schneidet 
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vom  ob 
netiBche 
worden 


ist. 


F'igüT  191. 


servierten  Streichen,  wenn  der  mag;-  Sodann  wird  jede  in  der  schiefen  (tonn- 
Ueridian   znr   Streichung    verwendet  lägigen)  Ebene  ^  anf  mm' (Streichnngs- 

linie)  gefällte  Senkrechte  ba  ¥rird  eine 
FallungBlinie  genannt.  Die  in  der  Ebene 
E  auf  mm'  im  Punkte  a  (yergl  Figur  191) 
gefUlte  Senkrechte  wird  Winkelkreuz- 
Streichungslinie  Ton  A  genannL  Der 
Winkel  abc  heisst  der  Fallungswinkel. 
Femer  wird  die  Langenmessnn^,  das  Ab- 
ziehen und  die  Verzeidinnng  das  Zulegen 
genannt,  während  das  Abstecken  nach  der 
Zeichnung  das  Abgeben  heisst  Die  ver- 
tikale Projektion  heisst  Seigerriss  and 
eine  auf  ihr  senkrecht  gegen  die  Horizontal- 
ebene stehende  Projektion  der  Querriss 
(auch  Ereuzriss  genannt).  Man  hat  also  drei 
Orundebenen  (vergleiche  Figur  192)  Seiger- 
Qaerriss-  und  söhDge  Ebene. 


Figur  192. 


Bemerkung.  Der  Fallungswinkel  fährt  auch 
die  Namen:  das  Fallen,  das  Verflachen, 
das  Einschiessen  u.  s.  w. 

DasB  alle  diese  Namen  unwissenschafilich 
und  unnötig  sind,  bedarf  keiner  Begründung. 
So  lange  die  Wissenschaft  das  Wissen 
in  möglichst  ökonomische  Form  ge- 
bracht darstellt,  bleibt  eine  unnötige  Ter- 
minologie eine  Todsünde  gegen  dieselbe. 


Frage  163.  Welches  sind  die  wich- 
tigsten bergmännischen  Begriffe  und 
Ausdrücke. 


Bemeii^nng.  Da  der  Ingenieur  mit  den 
wichtigsten  bergmännischen  Ausdrücken  ver- 
traut sein  muss,  fügen  wir  eine  Uebersicht  der- 
selben bei,  obschon  dieselbe  streng  genommen, 
zu  der  Vermessungskunde  nicht  sa  sählen  ist. 

Bemerkung.  Die  Lager  sind  schichtförmige 
Ablagerungen,  während  die  Gänge  nur  aus- 
geführte Spalten  des  Muttergebirges  sind.  Sehr 
kleine  Gänge  werden  auch  Adern  genannt. 

Lager  von  grosser  Dicke  und  geringer  Aus- 
dehnung nennt  man  Stöcke. 


Antwort  Die  Erz  (oder  Kohlen  etc.) 
fahrenden  Schichten  werden  die  Lager- 
stätte genannt.  Geht  die  Lagerstätte  bis 
an  die  Oberfläche,  so  nennt  man  dieses  das 
Ausgehende  oder  Ausbeissen  der  Lager- 
stätte. 

Man  unterscheidet  plattenförmige, 
massige  und  unregelmässige  Lager- 
stätten. Zu  den  plattenförmigen  werden  ge- 
rechnet die  Gänge,  Lager,  Flötze. 

Zu  den  unregelmässigen  Lagerstätten 
rechnet  man  die  Nester,  Putzen  aod 
Nieren. 

In  der  Figur  193  ist  Ä  das  Muttergestein, 
C  die  Lager,  ß  das  Ausgehende,  D  ein  Gangi 
E  eine  Ader,  F  ein  Nest. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Dei  ausfOhrllche  Prospekt  und  das  ausfBhrliche  Inhalts- 
yenseiclmts  der  „Yollstandig  gelösten  Anfgabensamnünng  von 
Dr.  Ad.  Eleyer"  kann  von  jeder  Bnchhandlang,  sowie  yod  der 
Verlagshandlnng  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

\ 

•■ 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochieit,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aas  dem  Prospekt  ersichtlicli,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und^  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststadium  y  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art, 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttirart. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  nngdöster  Anfgaben  für  den  Bchnl-  &  Selbstunterricht  — 


ÄDgabe  nad  Entf  IcUong  deAenatzten  Satze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  and  Antvorten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans   allen  Zweigen 

der  Rechenkunst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik «  Graphostatik,  Chemie,  Geod&sie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brficken-  n.  Hochbaues;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectire,  Sehattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I     Stadium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

I>r,  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  veraideter  königl.  preusB.  Feldmesser,  vereideter  grossb.  hessischer  Geonietor  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Yermessssang^sskniifle 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  liaska. 

Fortsetzung  von  Heft  1329.  —  Seite  177—192.    Mit  27  Figuren. 

Inhalt: 

Bie  Grubenmessun^  (MarkscheidekiiiiBti,  —  Instruineute.  —  Auftfaben.  —  Die  GrubenzUge. 


Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

S&^BüBBaiiMBiMiiMffliiiiiiMPjgHginraPitgpn^i^ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnlleheB  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Geaamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik^  math»  Geogrraphley  Astronomie  9  des  Maschinen-,  Strasgen«,  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbane^,  des  konstnikllTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  follständig 
gelöster  Form 9  mit  Tielen  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwlckelong  der 
benntxten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  er^^ftnzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen.  * 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösunpr  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  ftlr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fär  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTeneich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  !•  und  ü.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgersehulen,  PriTatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschalen,  Handelsschulen,  teehn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährlg-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fUr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwähreud  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Aufönden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitse  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,. hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine,  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  f erwerten«  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Uuterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruft- 
zweigen  Torkoniniendcu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wüusclie,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Kischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  beiücksichtigt. 

Stuttgart.  Dio  YerlagshandluDg.        y 
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Eia  Gang  wird 

schwebend       genannt,  wenn  er    0 — 15" 

flach  „  „       „    16—45« 

'  tonnlftglg  „  „       „   45—75" 

'  stehend  (seiger)     „  „      „   75—90" 

gegen  den  Horizont  geneigt  ist. 

Die  flbrigen  sonst  noch  vorkommenden 
KnnstansdrScke  werden  nötigenfalls  an  Ort 
and  Stelle  erörtert. 


Frage  154.  Welches  sind  die  ein- 
facbstes  GlerätschafEen ,  die  hei  der 
GmbeDmessimg  gehraucht  werden? 


Antwort  Ansser  dem  Mesehande  nnd 
der  Vesalatte  (in  Oesteireich  Lachter- 
kette  nnd  Lachterstab  genannt,  werden 
noch  die  Verziehschnnr,  die  Verzieh- 
flchranben  nnd  der  Verziehbock  (Ver- 
zlehschemel)  benfitzL  Die  Verziehachnnr  ist 
eine  etwa  100  m  lange  Hanfschnnr,  die  ent- 
sprechend stark  ist,  nm  eine  möglichst  grosse 
Spannung  ansznhalten.  Dieselbe  markiert 
die  Richtung  der  Messung  nnd  wird  zwischen 
zwei  Pankten  ansgespannt,  die  flache 
S  chnnr  genannt  Die  yersohiedenen  Formen 
der  Verziehscbranben  gibt  die  Figur  194 
wieder.  Sie  werden  wie  die  Uarkiemägel 
znr  vorfibergeb enden  Pnnktbezeichnnng  be- 
nützt nnd  entweder  In  das  vorhandene 
Zimmerwerk  oder  in  eigens  zn  diesem 
Zweck  geschlagene  Querhölzer  (Spreitzen) 
oder  endlich  in  den  Harkscheldebock 
(vei^leiche  Figur  195)  eingeschraubt.  Die 
Form  der  Verziebschemel  gibt  die  Figur  196, 
a  ist  ein  Knopf,  welcher  znr  Befestigung  der 
Verziehschnur  Ä  dient,  welche  über  die  Halb- 
kreisöffnung  b  gespannt  wird,  m  ist  ein  Sitz- 
brett, auf  welches  sich  ein  Gehilfe  bei  der 
UesBung  setzen  mass,  damit  der  Schemel 
bei  der  Arbeit  nicht  veriUckt  werde,  p,  q 
sind  Seitenspreitzen ,  welche  die  Stabilität 
der  Schemel  nnterstfitzen  sollen. 


Lftikft,  VnmMnmgikimde.   ü. 
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Vermessnngakiinde. 


Frage   155.     Welche   Instrumente 
werden  sonst  noch  gebraucht? 


Antwort.  Man  g^ebraacht  noch  in  der 
Grabenmesskimst  den  Gradbogen,  den 
Hängekompass,  das  Zalegezeng  (ein 
Auftraginstmment) ,  femer  die  Grnben- 
theodolite  und  Grabensignale. 


Figur  197. 


Frage 

bogen? 


156. 


Gradbogen  von  Breithaapt  &  Sohn  in  Cassel. 

Was  ist  ein  Grad- 


Antwort.  Der  Gradbogen  besteht  (ver- 
gleiche Figur  197)  aus  einem  in  Grade  ge- 
teilten Halbkreis,  versehen  mit  einem  vom 
Mittelpaukte  aas  herabhängenden  Lote.  An 
den  Enden  des  Halbkreises  befinden  sich 
Haken,  um  das  Instrument  aaf  eine  gespannte 
(flache)  Schnur  befestigen  zu  kennen.  Die 
jedesmalige  Ablesung  des  Lotes  gibt  die 
Neigung  der  Schnur. 


Figur  198. 


Hängekompass  von  F.  W.  Breithaupt  &  Sohn  in  Cassel. 


Die  Grabenmessung. 
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Fv9ige  157.    Was  ist  ein  Hänge 
kompass? 

FigOT  199. 


Antwort  Der  Hängekompass  besteht 
aus  einem  auf  einem  Hängezeng  befestigten 
Kompass  (vergl.  Fig.  198  n.  199).  Das  Hänge- 
zeng hat  den  Zweck,  die  jedesmalige  Hori- 
zontalstellong  des  Kompasses  zn  ermöglichen. 
Eine  eigentümliche  Form  des  HSngekompass 
bringt  die  Figur  200.  Derselbe  wird  von 
Albert  Ott  in  Kempten  gebaut.  Der  Kom- 
pass wird  im  Scheitelpunkt  des  Winkels 
zentriert  und  lässt  sich  auch  bei  beliebig 
geneigter  Schnur  in  gleicher  Höhe  unter  dem 
Pfriemen  einstellen.  Der  eigentliche  Kom- 
pass muss  in  dem  Kompassring  drehbar  sein. 


Bemerkung.  Während  man  also  mit  Hilfe 
des  Gradbogens  die  Neigung  (den  Tonnlage- 
winkel) bestimmt,  dient  der  Hängekompass 
zur  Orientierung  derselben. 


Grabenkompass  von  F.  W.  Breithaupt  &  Sohn  in  Cassel. 

Figur  200. 


Hängekompass  von  Albert  Ott  in  Kempten  (Bayern). 


Frage  158.    Wie  wird  ein  Hänge- 
kompass gebraucht? 


Antwort«  Beim  Gebrauch  wird  das  Hänge- 
zeug auf  die  Schnur  gehängt  nnd  sodann 
der  Kompass  im  Binge  so  gedreht,  dass  die 
Nord-Sfid-Bichtung  des  Kompasses  mit  der 
Bichtnng  der  Schnur  zusammenfällt  Die 
Nadelablesung  am  Kompass  gibt  dann  den 
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Vennessnngskande. 


Figur  201. 


'."Meridian 


Winkel  zwischen  der  Schnrnrichtiuig  nnd 
dem  magneUschen  Meridian  (das  obser« 
vierte  Streichen  der  flachen  Schnur) 
an  (vergl.  Figur  201), 


r 

IMa^neiischer 


Frage  159.    Welchen  Bedingungen 
hat  ein  Hängekompass  zu  genfigen? 


Antwort.  Der  richtige  Gebrauch  des 
Hängekompasses  setzt  voraus,  dass  der  Hänge- 
ring vertikal  stehe  bei  jeder  Anfiiftnguog  und 
dass  femer  die  Nadelmitte  des  Kompasse« 
in  die  Vertikalebene  des  Hftngeringes  falle. 
Dass  der  Eompass  selbst  bei  jeder  Lage  des 
Hängeringes  horizontal  sein  muss,  braucht 
wohl  nicht  erst  erwähnt  zu  werden. 


Frage  160.  Wie  wird  der  Hänge- 
ring in  Bezug  auf  seine  vertikale  Lage 
geprüft? 

Figur  202. 


♦ 


♦ 


Bemerkung«  Gute  Firmen  liefern  immer 
sorgfaltig  gearbeitete  Kompasse,  unbrauchbar 
gewordene  sende  man  lieber  cur  Berichtigung 
an  jene  Firma,  von  welcher  das  Instrument 
bezogen  wurde. 


Antwort.  Man  hängt  den  Bing  auf  eine 
horizontal  gespannte  Schnur  und  läast  von 
den  Enden  derselben  zwei  Senkel  herab- 
hängen (vergleiche  Figur  202). 

Wird  nun  nach  der  Bichtung  der  beiden 
Senkel  visiert,  so  wird  man  sofort  eine  etwaige 
Abweichung  des  Hängeringes  von  der  Ver- 
tikalen bemerken. 

Die  Berichtigung  geschieht  entweder  durch 
Anlötung  kleiner  Gewichte  oder  durch  ent- 
sprechende Umformung  der  Haken.  Dieselbe 
muss  vom  Mechaniker  ausgeführt  werden.  Es 
ist  gut  diese  Untersuchung  auch  bei  einer 
Schnumeignng,  die  möglichst  gross  ist,  vor- 
zunehmen. 


Frage  161.  Wie  überzeugt  man  sich, 
dass  die  Nadelmitte  genau  in  der  verti- 
kalen Ebene  des  Hängeringes  liegt? 


Antwort.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass 
die  Nadelmitte  genau  in  der  Mitte  des 
Hängeringes  liegt,  untersucht  man  zunächst, 
ob  das  Zentrum  des  Eompassringes  dieser 
Bedingung  genügt  und  sodann,  ob  der  Eom- 
pass selbst  im  Binge  zentrisch  aufgehängt  ist. 


Die  Grnbenmessang. 
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Figur  203. 


\C 


Am  Kompassring  sind  (vergl.  Figur  203) 
immer  die  Orientiemngsmarken  a,  c  ange- 
bracht, welche  die  Richtung  der  gespannten 
Schnur  bezeichnen.  Man  halbiere  nun  mit 
Hilfe  eines  Zirkels  die  beiden  Hälften  des 
Kompassringes  {h  und  d  in  der  Figur  203) 
und  zwar  auf  folgende  Weise.  Der  Abstand 
a,  c  wird  in  die  ZirkelöfiEhung  genommen 
und  mit  der  Hälfte  dieser  Länge  am  Papier 
ein  Kreis  beschrieben,  den  man  genau  in 
vier  Teile  teilt  (vergl.  Figur  204  a,  ft,  c,  d), 
hierauf  wird  die  Seite  ah  vdl  die  Winkel- 
Öffnung  genommen  und  am  Ring  selbst  von 
a  und  c  aus  nach  beiden  Seiten  aufgetragen, 
wodurch  man  die  Punkte  h  und  c  erhält. 
Nun  untersucht  man,  ob  die  Entfernung  des 
Punktes  d  von  dem  innem  und  äussern  Rande 
genau  dieselbe  ist  wie  die  entsprechende 
Entfernung  des  Punktes  h  von  beiden  Rän- 
dern. Ist  dieses  der  Fall,  so  liegt  der  Ring- 
mittelpunkt in  der  durch  den  Hängering 
gegebenen  Vertikalen.  Nun  wird  der  Kom- 
pass  in  den  Ring  gelegt  und  die  Nord-Siid- 
Richtung  in  Koincidenz  mit  den  Marken  a,  c 
gebracht.  Dann  muss  eine  richtige  Teilung 
des  Kompasses  vorausgesetzt,  die  Ost- West- 
Richtung  sich  mit  den  Punkten  h  und  d 
decken. 


Bemerkung.  Mau  beachte  aber  wohl,  dass 
hiebei  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Kompass- 
ring sowohl  nach  innen  als  auch  nach  aussen 
genau  konzentrisch  abgedreht  ist. 


Frage  162.    Was  ist  ein  Zulege- 
zeug? 

Figur  205. 


B 


K 


A  A«   K 


Antwort,  Das  Zulegezeug  besteht  aus  einer 
rechtwinkligen  Messingplatte,  auf  welcher  ein 
Ring  befestigt  ist,  in  welchen  der  Kompass 
des  Hängezeuges  genau  passt.  Der  Ring  hat 
zwei  feste  Marken  m^  n  in  der  Figur  205, 
die  genau  die  Richtung  der  ihnen  parallelen 
Kanten  KK,  LL  angeben.  Mit  diesen 
Marken  wird  die  Nord-Süd-Richtung  des  Kom- 
passes zur  Deckung  gebracht.  Der  Gebrauch 
ist  einfach  und  analog  jenem  der  KippregeL 

Will  man  z.  B.  mit  Hilfe  des  Zulege- 
zeuges eine  Linie  BB*  (vergl.  Figur  205) 
ziehen,  die  einen  Winkel: 

«  =  ^  NAB'  =  <^  NOB'* 

mit  der  Nord-Süd-Richtung  einschliesst,  so  hat 
man  das  Znlegezeug  so  lange  zu  drehen,  bis 
das  Nordende  der  Nadel  diesen  Winkel  am 
Kompass  anzeigt.  Darauf  gibt  die  Kante 
BB*  die  Richtung  jener  Linie  an. 


VeraMMongskiuide. 
Figur  306. 


OnibensIgiiKl  voii  Si-eithRii]it  k  Sohn  in  CbssvI. 
Figur  207. 


□  Breithaiipt  St  Sohn  in  Casael. 


Die  Orabenmeaniiig. 
Figur  S08. 


Lirubeusignal  von  Albert  Ott  in  K«m|>t«ii  <Barcni). 

Frage  163.   Welche  Arten  der  Sig- 
nale   benützt    man  in   der  Grubenver-       Antwort.     Die  Signale  der  Gnibenver- 
messung?  mesBOD;  müssen,  da  sie  za  Arbeiten  in  der 

Gmbe  (nnter  Tage)  benutzt  werden,  ent- 
sprechend belenchtet  werden.  Das  geschieht 
dadurch,  dass  mau  hinter  die  Signalscbeiben 
(vergl.  Figur  206)  eine  Grabenlampe  stellt 
Bei  excentrlscben  Theodoliten  benützt  man 
Doppels!  gnal  e ,  deren  Zielpunkte  genau  ao 
weit  von  der  Uitte  des  Visorpunktes  ab- 
stehen, wie  die  Achse  des  Femrohres  vom 
Hittelpnnhte  des  Instruments  (vergleiche 
_        .  r.     i-  i...  -     mi    1  1-.   Figor  207).    Um  die  Achse  des  Signals  genau 

Bemerkung.   Der  h.ezu  gehörige  Theodolit  genkrecht  zur  Visoiachse  des  FemroliB  «u 
ist  in  Figur  209  abgebildet  steUen,  dient  ein  mit  den  Viauracheiben  VV 

festverbandenes  Fernrohr  V". 

Die  Figur  208  stellt  ein  Signal  mit  Visnr- 
dioptem  und  Querlibellen  zum  Horizontal- 
steÜen  dar. 


Vennessongskonde. 
Figur  209. 


(inihentheodollt  von  Albert  Ott  In  Kfinplrn  (Bayer 


Frage  164.    Was  ist  ein  Gniben- 

theodolit?  Antwort.     Ein  GrnbentlieodoUt  ist  ein 
gewöhnlicher  Theodolit,  der  jedocU  mit  einer 

Bemetkmig.     Die   typische  OesMlt  eines  gensn   gearbeiteten   BasBole   Terhnnden   iaL 

Gmbentheodolits  gibt  die  Figur  209  wieder.  Um  nicht  eine  Ablenkang  der  Nadel  zn  ver- 

„        ^        „ Ursachen,  darf  keiner  seiner  Bestandteile  ans 

Bemerknng.  Da  beide  Kreise  genan  m  der-  Eisen  oder  Stahl  sein.    Auch  soU  das  Fem- 

selben  Weise  verwendet  werden  und   m  die  röhr  möglichst  lichtsUrk  sein.    Der  Grnben- 

Bechnung  eing^en,  so  aoUeu  sie  incb  gleiche  tbeodolit  wird  wie  ein  Theodolit  fiberbaopt 

Teilungen  besitzen.     Es  ist  gat,  wenn  snm  gebraacht.    Bezflglich  der  Aofstellong  mnis 
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Schütze  gegen  Staub  beide  Ereiae  verdeckt  bemerkt  werden,  dass  In  der  Grabe  (nnter 
sind.  Anch  soll  die  Teilung  des  HorisonUtl'  Tage)  sich  im  allgemeinen  das  dreibeinige 
kieisea  anf  schiefen  Konns  angebracht  Min,  Oestell  nicht  immer  verwenden  läast,  man 
weil  eine  hariaontale  Teilung  sich  nur  sehr  nn-  ■""**  dahw  zu  anderen  Befestignngsarten 
beqaem  beleuchten  lässt.  greifen.      Eine    Bolclie    geben   wir   In    der 

Figur  212. 

Figur  211. 


Kleiner  Orabenlheodolil  vou  F.  W.  Breitbbupl  &  Sohn  in  Uassel. 
BeKerknng,  Die  älteste  Firma,  die  speziell  bergmännische  Instrumente  baut,  dürfte 
F.  W.  Breithanpt  &  Sohn  in  Cassel  eeia.  Schon  im  Jahre  1760  fertigte  Joh.  Chr.  Breithaupt 
Markscheide -Eompaase.  Bei  Anfertigung  und  VervoUkommunjig  dieser  Instrumente  traten  ihm 
mit  der  Zeit  zur  Seite  Joh.  Gotth.  Studer  —  nachmals  sein  Schwiegersohn,  der  1781  Berg- 
mechanikuB  in  Freiburg  wurde  —  und  seine  beiden  Sflhne  H.  C.  Wilhelm  und  Fr.  W.  Breithanpt-, 
letzterem  verdankt  man  die  Federarretierung,  die  matte  Versilberung  der  Kompasshüden  und 
die  Einführung  der  gewOlbten  GlSser.  —  Fr.  W.  Breithanpt  vrarde  1806  vom  Kurfttrston 
Wilhelm  I.  zum  Bergmechanikns  ernannt.  —  In  dem  1801  von  den  Gebrüdem  Breithanpt  ver- 
Ofientlichten  Verceichnisie  aller  neu  erfundenen  und  verbesserten  mathematischen  Instrumente 
ist  schon  das  msammenlegbare  Oehänge  aufgeführt,  welches  ihr  Schwager  Studer  in  seineu 
IBIl  erschieuenen  Werke:  ^Beschreibung  der  beim  Bergbau  nötigen  TermessungB-Instmmente" 
ebenfalls  erwähnt. 

Die  erste  Idee,  Eonstruktion  und  AusfOhrung  eines  theodolitartigen  Visier- 
Instruments  mitNonienabiesnngiur  Zugmessung  in  der  Orube  ist  vom  Hofinecbanikus 
H.  C.  W.  Breithaupt  ausgegangen,  der  im  Jahre  1798  im  Bichelsdorfar  Eupfergebi^e  in  Hessen 
ein  Gmbengebfiude  von  176  Lachter  Umfang  mit  seinem  neuen  Markscheide-Instrument  und 
nach  seiner  neuen  Uethode  aufnabm. 

Die  ersten  voilkommneren  Qrubentheodolite  konstmierte  Fr.  W.  Breithanpt,  und  es  er- 
hielt im  Jahre  1882  die  Imperial  Braz^lian  Mining  Association  an  London  die  ersten  dieser 
Ombeuheodolite,  während  in  Deutschland  der  erste  Grube ntheodolit  im  Jahre  1866  für  das 


Veroesnitigskaiide. 


OrubentbeodDlit  mit  AnhleltnDK  »pt  einem  Aim  von  F.  W.Breilbinpt  &  Sohn  in  Caasel. 

königl.  prenss.  Übeibergamt  in  Surbrflckeu  von  Breithanpt  ansgefilbrt  wurde,  dessen  Besnluite 
wesentlich  sui  raschen  Verbreitung  nnd  EinfUhniDg  dieser  Instrumente  beigetragen  baben. 
Hit  dieaem  Theodolit  norde  der  erste  Onibenzng  im  Jahre  1836  von  Uarkscheider  Prediger 
zur  Angabe  von  Qegenflrtem  in  dem  circa  2000  m  langen  Gnsdorfer  Stollen  der  SteinkobJsD- 
seche  „Kronprinz"  bei  Saarlonia  ansgefObrt. 

Noch  Eweier  Instrumente  derselben  Firma  mSchten  wir  Erw&hnnng  thun.  Das  erste, 
„das  Orientiernngsinstrnment"  (vergleiche  Figur  213),  ist  vor  allem  inr  Beobaehtnsg 
der  Nadelsebwanknngen  bestimmt    Zu  diesem  Zwecke  wird  vor  das  ObjektJT  des  Femrohit 


Die  OrabemuMsnng. 
I'ie:iir  913. 


Orientieiuntta-Iiutniiiiciit  vdd  V.  W.  BieitbKnpt  &  SohD  In  Cassel. 

noch  eiBe  Linse  A  in  der  Figur  S18  TorgeseUt  Stellt  nun  hienuf  daa  FKdenkreni  auf  die 
Nadelspitze,  so  können  leicht  die  etwa  in  der  Folgezeit  eintretenden  Variationen  des  Nadel- 
Blandes  beobachtet  werden.  Wird  die  Aofsatzlinse  A  weggenommen,  so  kann  daa  Instroment 
genan  so  wie  ein  Theodolit  gebrancbt  werden. 


VermeBBimgskQU  de . 
Figar  214. 


Ufalisiithuoclolit  mit  seilllcli^m  Feniruhr  und  ScIiachtiUFasiinfreii  von  F.  W.  Breitluiupt  &  Kohu  in  Cagsrl. 

Will  man  mit  dem  OrientiernngeinatTiimeiit  nun  den  Winkel  bestimmeB,  den  eine  Drei- 
ecksaeite  ttbei  Tage  oder  eine  PoljgoDseite  des  GrabenzQges  mit  der  Bicbtnng  der  Magnetnadel 
einschliesBt ,  so  ist  dasselbe  an  einen  Punkt  A  der  Seite  anfEQstellen,  genan  in  horiBontieren 
nod  tu  zentrieren.  Sind  die  Nnllpunkte  der  Nonien  1  und  II  auf  880"  bezw.  180"  des  Kreises 
eingestellt,  so  wird  in  der  Richtung  des  magnetischen  Meridians  eine  Millimeterskala  in  genügt' 
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Entfernniig  befestigt  nnd  der  Wert  der  Teile  bestimmt.  Jetzt  öffnet  man  die  Arretierung, 
klappt  die  Linse  vor  das  Objektiv  und  führt,  nachdem  die  Nadel  znr  Bnhe  gekommen,  mit  der 
Feinstellnng  des  Kreises  die  Parallelfäden  des  Fadenkreuzes  im  Femrohr  ttber  die  Indexlinien 
der  Magnetnadel.  Darauf  schlägt  man  die  Linse  zurück  und  visiert  die  Skala  an,  notiert  den 
betreffenden  Millimeterstrich,  der  in  der  Mitte  der  Fäden  sich  zeigt,  lOst  dann  den  oberen 
Klemmknopf  und  dreht  die  Alhidade  mit  dem  Femrohr  nach  dem  Punkt  B  der  Linie,  deren 
Richtung  bestimmt  werden  soll,  visiert  denselben  ein  und  liest  den  Winkel  ab.  Dann  öffnet 
man  die  untere  Klemme  und  dreht  den  Kreis  mit  Alhidade  und  Femrohr  auf  die  erste  Stellung 
zurück,  klappt  die  Linse  vor  das  Objektiv  nnd  führt  die  Parallelföden  des  Fernrohrs  über  die 
Indexlinie  der  Magnetnadel,  klappt  die  Linse  zurück,  visiert  die  Skala  an,  notiert  den  be- 
treffenden Millimeterstrich,  öffnet  wieder  die  obere  Klemme  und  visiert  nach  B  u.  s.  w.,  bringt 
also  das  Repetitionsverfahren  in  Anwendung,  zu  welchem  Zwecke  der  Theodolit  in  bekannter 
Weise  eingerichtet  ist.  Die  sich  an  der  Skala  zeigenden  verschiedenen  Werte  entsprechen  den 
Variationen  der  Magnetnadel  und  geben  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  einzelnen  Messungen  auf 
gleiche  Deklination  zu  reduzieren.  Immerhin  ist  es  ratsam,  die  registrierten  Tagesbeobachtungen 
des  nächstliegenden  magnetischen  Observatoriums  zu  benutzen. 

Das  zweite  noch  zu  erwähnende  Instrument  ist  ein  Gmbentheodolit  mit  seitlichem  Fem- 
rohr zu  Schachtmessungen  (vergleiche  Figur  214). 

Das  Okular  besitzt  ein  Okularprisma,  so  dass  sich  damit  bequem  auch  vertikale  Rich- 
tungen anvisieren  lassen.  

2.  Aufgaben. 

Aufgabe  45.  Die  Grösse  und  die 
Lage  einer  Greraden  im  Baame  soll  be- 
stimmt werden  (das  Abziehen  tonn- 

lägiger  Linien).  Anflöiong.    Die  Länge  wird  mit  Mess- 

band  unter  Zuhilfenahme  der  Verziehschnur 
gemessen,  welche  an  der  Grubenzimmerung 
oder  an  Querbalken  mittels  der  Verzieh- 
schranben  befestigt  ist. 

Den  Tonnlagewinkel  bestinunt  man  mittels 
Bemerkung.    Eine  Gerade  ist  im  Baume  des  Gradbogens,  welcher  in  dieMitte  der 
bestimmt,   wenn  wir  eine  der  nachstehenden  Verziehschnur  gehängt  wird. 
Gruppen  angeben:  Das  Streichen  wird  endlich  mit  dem  am 

{Länge AP  besten  am  Ende  der  Schnur  aufgehängten 

Tonnlage  Winkel     .    .    .    PAP'  Hängekompass  bestimmt. 

Streichen NAP*  Die  beiden  letzteren  Winkel  können  natür- 

{  Streichen NAP*  ^^^  ^^^^  °^^  BXLf%  eines  Gmbentheodolits 

Ebensohle P*A  aufgenommen  werden. 

Seigerhöhe PP*  ^^  ^^B  dann  im  Eckpunkte  der  Geraden 

{Streichungssinns    .    .    .    P*P"  ^   gleicher   Höhe   mit   dem    Zentrum    des 

Streichunffscosinus  P"A  Theodolits    (Schnittpunkt    der   horizontalen 

G  •     »»XI.  DiM  Drehachse    mit    der    optischen   Achse    des 

beigerhöhe    .....    PP  Femrohrs)  über  den  Standpunkt  ein  Gruben- 

Die  Bezeichnungen  beziehen  sich  auf  die  gjgnai  aufgestellt  werden, 
igur  21o.  j)^j.  Tonnlagewinkel  wird  dann  genau  so 

Die  erste  Gruppe  wird  direkt  gemessen,  die  ^ie  die  Zenithdistanz  (vergleiche  Frage  104) 
zweite   und   dritte   nur  aus  der  gemessenen  gemessen.     Dann    wird  der  Eompass   anf- 
ersten rechnerisch  bestimmt.  gesetzt  und  das  Signal  des  Endpunktes  an- 
visiert, worauf  man  den  Stand  der  Eompass- 
nadel  abliest,  welcher  das  Streichen  liefert. 

Alle   Messungen   müssen   bei   sorgfältig 
horizontiertem  Instrument  vorgenommen  wer- 
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den.  Die  so  gewonnenen  Grössen  werden 
in  das  Winkelbnch  (Zngbneh)  ein- 
getragen. 


Aufgabe  46.     Eine  aufgenommene 
Grerade  soll  berechnet  werden.  Aufiösnng.   Betrachten  wir  die  Fig.  215 

und  bezeichnen: 

ÄP  (Länge)  mit  l 
^  PA  P*  (Tonnlagewinkel)  mit  fp 
^NAP*  (Streichen)  mit  j^ 

Bemerkung.    Unter  Berechnung  einer  (Je-  «>  «^  ^  Dreieck  AP* P: 
raden  versteht  man  die  rechnerische  Herleitnng  PP*  =  /sin^ 

der  Systeme  II  und  III  aus  den  beobachteten  P'^  =  /cos^) 

Daten  des  Systems  I.  Setzen  wir  nun: 

AP''  =  X  (Streichcosinus) 
P"P'  =  y  (Streichsinus) 

so  folgt  aus  dem  Dreieck  A  P*  P" : 

X  =  AP'  costif 
y  =  AP'em^ 

so  dass  man  also  hat,  wenn  man  xufolge  den 
früheren  Gleichungen: 

AP'  =z  icosff 
setzt: 

j;  =  ;  cos  (/)  cos  tjf 

y  =  /co8<f)8in^ 

WOZU  noch  PP*  =  z  gesetzt: 

z  =  l^mtp 

kommt.  Diese  Berechnung  bezieht  sich 
natürlich  auf  das  reduzierte  Streichen 
(den  wahren  Meridian)  und  wird  in  das  so- 
genannte Sohienbuch  eingetragen. 


Bemerkung.  Durch  die  drei  berechneten 
Koordinaten  x^  y,  «  ist  die  Gerade  vollkommen 
bestimmt,  und  man  kann  eine  jede  Projektion 
von  ihr  zeichnen.  Die  Projektion  in  der  soh- 
ligen Ebene  (Horiaontalebene)  ist  bestimmt 
durch  die  Grösse  AP'  nnd  den  Winkel  t^f. 

Das  Zulegen  (Auftragen,  Zeichnen)  der  Linie 
hat  keine  Schwierigkeiten,  indem  es  entweder 
mechanisch  mit  Hilfe  des  Zulegecengs  geschehen 
kann  oder  trigonometrisch,  d.  h.  mittels  der 
Koordinaten  op,  y,  z^  bewerkstelligt  wird. 


Aufgabe  47.   Das  observierte  Strei- 
chen soll  reduziert  werden. 


Auflösung.    Sei  <r  das  observierte 
Streichen,  sowie  d  die  magnetische  Dekli- 


Die  Grubenmessung. 
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Bemerkung.    Zar  Bedaktion  bedarf  man  nation  im  Aogenblick  der  Beobachtung,  so 
also  der  Kenntnis  der  magnetischen  Deklination  wird  das  reduzierte  Streichen: 
(vergleiche  Frage  106  des  I.  Teiles).  ip  :=:  a^d 

je  nachdem  der  Eompass  widersinnisch 

Erkl.  »0.     Ein  Kompass  heisst  recht-  oder  rechtsinnisch  ist  (vergl.  Erkl.  90). 
sinnisch,  wenn  die  Bezüferung  im  Sinne  des 
Uhrzeigers   fortschreitet,    im   Gegenfalle   wird 
der  Eompass  widersinnisch.  __^__^ 

Aufgabe  48.    Es  seien  zwei  Ebenen 
durch  ihre  Streichungslinien  ab,  cd  und 
durch   ihre  Fallungswinkel  g?,  jp'   ge- 
geben, es  soll  das  Streichen  ihrer  Durch-        .   --  „         .^  ,      i  ^    «.«x 
LjtidM. (S0h.r..8.U.ie) k«lta.t  ^,|;SiS.i St a^Ä' 
werden.                                                          Horizont,  der  um  einen  beh'ebigen  Abstand 

Figur   216.  ^  J^Qj^g^   Ji^   (^^y^l     gj,Jj2     gjj        J)J^g^  „jgg.^jj 

a'b\  c*d'  (vergL  Figur  217)  sein.  Die 
Schnittpunkte  der  früheren  und  der  jetzigen 
StreichungsUnien  sind  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftlich. 

Da  nun  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte 
bestimmt  ist,  und  diese  beiden  Schnittpunkte 
Punkte  der  Scharnngslinie  sind,  so  ist  die 
durch  sie  gelegte  Gerade  die  gesuchte 
Scharungslinie. 


Erkl.  91.  Sei  HE*  eine  Horizontale  und 
A  eine  gegen  sie  geneigte  Ebene  (vergleiche 
Figur  216),  sowie  mm*  die  Streichungslinie  von 
A  in  der  Ebene  H. 

Sodann  wird  die  Seite  mm*  A  der  Ebene  HH*, 
anf  welche  der  Fallungswinkel  <p  zu  liegen 
kommt,  die  Liegendseite  und  die  andere 
mm'A*  die  Hangendseite  der  Ebene  AA' 
genannt. 

Um  nun  die  Streichungslinie  einer  Horizontal- 
ebene, die  um  h  höher  als  HB*  liegt,  zu  kon- 
stroieren,  hat  man  ae  =zh  zu  machen  und 
durch  a  eine  Parallele  zu  mm'  zuziehen.  Dieses 
wird  im  Grundriss  wie  folgt  bewerkstelligt. 

Man  sucht  zu  acz=ih  mit  Hilfe  des  «^  9 
die  Seite  hc  und  zieht  durch  c  eine  Parallele 
zu  mm\  Sei  also  (vergleiche  Figur  217)  g  der 
Grundriss  und  mm*  die  Streichungslinie  des 
Horizontes  HET^  so  mache  man  a*c*  =  h,  ziehe 
c*d'  J^mm*  und  mache  femer: 

<^c'a'&' =  900  — y 

wird  nun  durch  b*  (=  Schnittpunkt  von  c*d* 
und  aV  mit  dem  <^  90o  —  (f>)  eine  zu  mm' 
parallele  Gerade  MM*  gezogen,  so  ist  diese 
die  gesuchte  StreichungsUnie  für  den  neuen 
Horizont,  der  um  h  höher  gegen  den  ersteren 
liegt. 


Figur  217. 


Aufgabe  49.     Es   sei  yon   einer 
Ebene    die    Streichungslinie    und    der       Anllösung.    Es  sei  (vergl.  Figur  218) 
Neigungswinkel  ß  gegen  eine  bestimmte  mm'  die  gegebene  Streichungslhiie,  ferner 
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Vermessnngaknnde. 


Winkel  (p  gefunden  werden. 

Figur  218. 


Bichtung  gegeben,  es  soll  der  Fallnngs-  äOB  der  FallongswinkeL    Ferner  OC  um) 

0Z>  die  Schnittlinien  der  von  der  Fallnngs- 
ebene  OAB  unter  dem  Winkel  BOD  =  a 
abweichenden  Ebene  OCD.  Denken  wir 
uns  von  0  ans  eine  Kugel  mit  dem  Radius 
=  1  beschrieben,  dann  erhalten  wir  das 
sphärische  Viereck  ACBD  (vergl.  Fig.  219), 
in  welchem: 

AC=:  ff 
BD  =  a 
DC=zß 
AC  =  d 

gesetzt  werden  soll,  qp  ist  zu  suchen,  a,  ß 
sind  gegeben. 

Im  sphärischen  Dreieck  CAM  haben  wir 
[nach  Läska  Lehrbuch  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie, Seite  7,  Formel  3  a)]: 

ctg  (90  —  ^)  =  ctg  (90  —  (p)  cos« 
also: 

tgß  =  tg<y>co8a 
woraus : 


tgy  =  -M- 
cos« 


folgt. 


Figur  219. 


B 


3.  Die  Grubenzüge. 

Bemerkung.  Die  GrnbenzÜge  unterscheiden  sich  von  den  trigonometrischen  dadoic]), 
dass  bei  ihnen  noch  die  Neigung  gegen  den  Horizont  mit  in  Rechnung  gesogen  werden  müss. 
Während  es  bei  einem  trigonometrischen  Zug  genügt,  die  Längen  und  Azimute  (Breehungs- 
winkel)  zu  messen,  werden  beim  Qrubenzug  drei  Gr($8sen  zu  messen  sein :  die  Länge,  der  Tonn- 
lagewmkel  und  das  Streichen. 

Ln  nachstehenden  behandeln  wir  die  streng  wissenschaftliche  Grubenaufhahme  und  geben 
im  Anschluss  daran  die  Theorie  des  Grubenzuges. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausfOlirllehe  Prospekt  und  das  ansfRhrliehe  Inbalts- 
rerselclmls  der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlniig  Yon 
Dr.  Ad.  Eleyer*'-  kann  von  jeder  Bncbhandlang,  sowie  ypn  der 
Verlagshandlnng  gratis  and  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brocbiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenlolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  yollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  I^ehrbnch  liir  Sohüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzügliohste  Lehrbach 
sam  Selbststadiam,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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1331.  Heft. 


JPreis 
de^"Heft«8 


.    Vermessungskunde 

((leodäsie), 

^  /weiter  Teil. 

Forii.  V.  Heft  1380.  —  S.  193—204  a.  I— VUI.  b 
-      Mit  0  Figuren.    (Schlussheft.)    .  "^ 


"»""T* 


VoUstän^g  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhäjigeo  angelöster  Anfgaben  fär  den  Schal-  &  Selbstanterricht  - 

mit 

Angabe  und  Entwlcklnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Aotvorten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln^ 

aus   allen   Zweigen 

der  Reehenkunst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie 9  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brücken-  u.  Hochbau'»;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  PoUr-  u. 

Parallel-Perspectire,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclion 

Stndiam,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  ratioüellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

]>r.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preusB.  Veldmesaer,  vereideter  grosah.  heasitsulier  Gcoineter  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

m 

Termeisisiiiig^tskande 

(Geodäsie). 

Zweiter  Teil. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  W.  I^aska. 

Forts,  von  Heft  1330.  —  S.  193—204  u.I— VIII.  Mit  9  Figuren.  (Schlussheft.) 

Inhalt: 

Die  Gmbenmessung    (Mnrkscheidekunst).    —    Die    Grubenzüge.  —    Aufgaben.    —    Di«  Lehre  von    der  Aus- 
fertigung   der   Pläne   (Situalionaztichiieii).    —    Durstellujig  des  Terrains.    —    Darstellung    von    Boden    und 
Kultur.  —  General- Regiötcr.  —  Titelblatt,   —  Vorwort.  —  Inbalisvorzoichnig.  —  Littcratui  verzeichnia. 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von   Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

Hlirnn     lOfiA     DimKili'anrlliinfi     Iia^vamam     tafAH/Jnn 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamt  gebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math»  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  -  Elsenbahn-, 
BrOcken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstäudig 
gelöster  Form,  mit  tielen  Figuren,  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
iberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  wenden  spater  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeloh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärnngen  Über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Pri Tatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torberoitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschartsschulcn, 
Militärschulen,  Torbereituugs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- uud  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung imnierwähreud  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
stündige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  unzuivenden  und  praktisch  zu  Tervrertem  Lust,  Liebe 
und  Verstäuduis  für  deu  Schul-Ünterriclit  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeno^sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zwei^'en  vorkomuiendeu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
•  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  uud  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wüiisclie,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thuulichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YcrLagshancUang. 


I 


Die  Grabenmessusg.  193 

Frai^  165.  Wodurch  wird  ein  Punkt 
bei  einer  Grubenaufiiahme  bestimmt?  Antwort    Um  die  Lage  eines  Gruben- 

Punktes  zu  fixieren,  bedient  man  sich  analog 

Bemerlmng*     Der  Anfangspunkt   des  Sy-  wie  bei  den  Horizontalmessungen  eines  Ko- 

stcms  muss  genügend  vermarkt,  und  an  das  ordinatensystems,   dessen  Mittelpunkt  durch 

Koordinatensystem    des  Landes    angeschlossen  ?J?«°^  ^f'^^«  angenommenen  Pmikt  geht. 

j       /  -L  -i.    TT-ii?     j      iTTl      X   V  I^ie  durch  diesen  Punkt  gehende  Honzontal- 

werden    (etwa   mit   Hilfe    des   Pothenotochen  ^^^^^  ^^^^^  ^^   XF-Ebene   des   Systems. 

Problems,  vergl.  IL  Teil,   Seite  49).     Dnreh  j^jg  NordSüd-Eichtung  ist  die  X-ßichtung 

diesen  Anschluss  erhält  man  die  absolute  Nord-  ^nd   zwar   soll   diese  positiv  nach  Norden 

Süd-Bichtung,  da  man  ja  die  Azimute  der  an-  genommen  werden.  Die  positive  1^-Bichtung 

visierten  Punkte  der  Landesau&ahme  berechnen  soll  gegen  Ost  gerichtet  sein  (für  Deatsch- 

kaxm.  Auf  diesem  Punkt  wird  nun  mit  Vorteil  land);   überhaupt  soll  das  Horizontalsystem 

das  Breithauptsche  Orientierungsinstrument  auf-  °iit  jenem  der  Landestriangalierung  überein- 

gesteUt  (vergl.  Figur  213  des  H.  TeUes).    Da-  stimmen.    Als  Z- Achsen,  positiv  nach  unten 

^     1.     •  j  '     o^    3  j-    .       .1«  sollen  die  absoluten  Höhendifferenzen  zwi- 

durch  wird  man  im  Stande  sem,  die  jeweilige  o""^"  »""  ""°v"*»'^"  """^""*"''*.^  ^"^  ^" 

..   1-    T^i,.    ..        V    ,  /      V    ..  sehen  der  Höhe  des  Koordinatenmittelpunktes 

magnetische  Deklination  absolut  zu  bestimmen  ^^^  ^^^  jeweiligen  zu  bestimmenden  Punktes 

und  zwar  auf  folgende  Weise,  man  stellt  die  genommen  werden. 

Magnetnadel  auf  das  Fadenkreuz  ein  und  liest  .    gei  h  der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes 

den  Horizontalkreis    ab.      Hierauf   wird    der  von  der  XF-£bene,  so  wird: 
Horizontalkreis  frei  gemacht  und  ein  Signal-  z  ==  h 

punkt  (etwa  Turmspitze)  mit  bekanntem  Azimut 
anvisiert.  Sei  A^  die  Ablesung  der  Magnet- 
nadel, A^  jene  des  Signals,  so  wird: 


««  =  ^.-^m 


der  magnetische  Azimut  des  Objektes  sein 
und  seine  Differenz  gegen  den  astronomischen 
(aus  der  Triangulation  berechneten)  gibt  die 
augenblickliche  magnetische  Deklination  an. 


Frage  166.     Wie  werden  die  Ko- 
ordinaten   eines    unter    Tage    (in    der       Antwort     Um    die   Koordinaten   eines 
Grube)  gelegenen  Punktes  bestimmt?       unter  Tage  liegenden  Punktes  zu  bestimmen 

(z.  B.  A  in  der  Fig^nr  220),  muss  man  sich 
zuerst  einen  Anhaltspunkt  (P  in  der  Fi- 
gur 220)  in   der  Grube  festlegen.     Dieses 

izi-vi    ap       if««   !»«♦    i^   »*.«k*«««ti; «.-<.«  geschieht  in  nachstehender  Weise. 
DreSck Vli:  rechtwinkligen  ^    g^.    ^    ^^^  ^^^^^^^   ^^^  Koordinaten. 

n»  1-  ^  —  /«AP/^    j_  rar\  Man  bezeichne  über  der  Grube  einen  Punkt 

^^  =  y  =  ^sin(a^+  W)  aig  Hegend  angenommen  ^mrä.   Sodann  wird 

die  Fntfernung  OP*  =^l  gemessen,  und  auch 
der  Winkel: 

SOP  =  W 
Bemerkung.    Die  Längenbestimmu^^^  von  ^^  einem  TheodoUt    5  ist  ein  Paukt,  dessen 
PP  kann  auch  mit  Hilfe  des  Messbandes  ge-  ^^^^^  ^    ^  ^^^^^^  angenommen   wird. 

schehen,  zu  diesem  Zwecke  werden  von  20  zu  -p.*     a  •*  '  /^  i>#    «  vi:»«.«-    »^^»«»    •«,•*    a^^ 

c^      r.     u«i       •    j      c,  V    w         «  u  X      x  I^ie   Seite  OP*    schliesst    sodann   mit    der 

20  m  Querhölzer  m  den  Schacht,  zunächst  mit  _l.X- Achse  den  Winkel: 
Hilfe  einer  Schnur  eingesetzt.    Man  kann  aber  A-W 

auch  schon  bei  der  Bohrung  sehr  bequem  in  die  ^  ^     ^    ^ 

Wände  von  20  zu  20  m  Höhenmarken  einsetzen,  e^»  »o  werden  die  Koordinaten  des  Punktes 

was  sich  unbedingt  empfehlen  dürfte,  da  etwaige  ^  (^ö^gl.  Erkl^  92) : 
spätere  Messungen  sich  nicht  bequem  genug  a?  —  *  cos  («^  -|-     ; 

ausfahren  lassen.  y  =  ?  cos  («^  +  W) 

L&Bka,  Yennessimgskimde.   U.  13 
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Vermessnngskande. 


Figur  220. 
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Wird  nun  von  P'  aas  der  Punkt  P  in 
der  Grabe  herabgelotet,  dann  sind  x  and  y 
anch  die  Koordinaten  des  Ponktes  P.  Wird 
noch  die  Länge  FF*  direkt  und  F*Q  (wobei 
OQ  die  darch  0  hindorchgehende  Horizontal- 
ebene darstellt)  durch  Nivellement  bestimmt, 
so  hat  man  für  die  ^-Koordinate  des  Punktes 
P  den  Wert: 

Hat  man  einmal  einen  solchen  Anhalts- 
punkt in  der  Grube  gekennzeichnet,  dann 
braucht  bloss  der  gesuchte  Punkt  {A)  durch 
einen  Koordinatenzug  mit  dem  Anhaltspunkt 
verbunden  zu  werden,  um  seine  Koordinaten 
zu  erhalten. 

Punkte,  die  nur  als  Zwischenpunkte  be- 
nutzt werden  (z.  B.  in  der  Figur  220,  wi,  n) 
werden  verlorene  Punkte  genannt 


Frage  167.   Wie  wird  ein  Polygon- 
zug in  der  Grube  gemessen? 

Figur  221. 


^[..^^i^.iii^/    '  )tAyv1> 


Bemerkung.     Wir  nehmen  an,   dass  die 


Antwort.  Die  Aufnahme  eines  Polygon- 
zuges in  der  Grube  ist  wesentlich  eine  andere, 
als  über  Tage. 

Zunächst  werden  die  Polygonpunkte  (z.  B. 
P  in  der  Figur  221)  darch  Markiernagel 
gekennzeichnet  und  zwar  in  dem  oberen 
Teile  der  Zimmerung. 

Soll  eine  Vermessung  stattfinden,  so  wer- 
den sie  auf  die  Querhölzer  Q  herabgelotet, 
wobei  zugleich  die  Höhe  FQ  =^  h  ermittelt 
wird.  Ueber  einen  so  herabgeloteten  Punkt  Q 
wird  nun  der  Theodolit  (oder  das  Signal) 
zentriert  und  dabei  zugleich  die  Höhe 
(H=  SQ)  des  Theodolitmittelpunktes  (oder 
Signalmitte)  gemessen. 

Sei  (vergl.  Figur  222)  in  A  der  Theodolit 
und  in  B  das  Signal  aufgestellt,  dann  wird 
zunächst  am  Höhenkreise  die  Zenithdistanz 
(nach  Frage  104  des  II.  Teiles)  gemessen. 


Messung  mit  Hilfe  des  Fenneischen  Femrohrs  ?!^^f  Messung  der  Zenithdistanz  wird 
/  •  u  rr  .,  T  o  -^  ^/.x  j  j  T3  --Lu  *  1.  zugleich  der  HonzontalkrelB  abgelesen,  vor 
(siehe  Teil  I,  Seite  70)  oder  des  Breithauptschen  ^^l  ^^^   ^^^^^  Messung  wird   der  Stand 

Orientierungsinstruments   (Teü  H,   Seite  187)   der  Magnetnadel  am  Horizontalkreis  bestimmt, 

geschieht.  wodurch  man  die  Abweichung  der  Projektion 

der    Geraden  AB   von    der  Richtung    des 

magnetischen  Meridians  erhält. 
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Figui  222. 


Zenit 


Für  die  Vermessung:  gilt  also  nachstehen- 
des Schema: 
I.  Zentrierung  über  Ä  und  B, 

U.  Horizontierung  des  Instruments  (nach  Frage  97  des  I.  Teiles) 

III.  Die  Magnetnadel  wird  anvisiert  und  der  Horizontalkreis  abgelesen 

(Ablesung  Äm^ 

IV.  Das  Signal  wird  anvisiert  und  1)  der  Horizontalkreis  abgelesen 

(Ablesung  Äs^ 

2)  der  Höhenkreis  abgelesen 
(Ablesung  Äh^ 

V.  Das  Femrohr  wird  durchgeschlagen 

IV.  Das  Signal  wird  anvisiert  und  1)  der  Höhenkreis  abgelesen 

(Ablesung  Ah^ 

2)  der  Horizontalkreis  abgelesen 
(Ablesung  As^ 
VII.  Die  Magnetnadel  wird  anvisiert  und  der  Horizontalkreis  abgelesen 

(Ablesung  Am^ 
Dazu  kommt  noch: 

Vin.  1)  Die  Länge  AB  wird  mit  dem  Messband  gemessen, 

2)  die  Höhen  h  am  Signal  und  Theodolit  werden  gemessen, 

IX.  Die  Zeiten  der  Ablesungen  Am^  und  Am^  werden  notiert. 


Bemerkung«    Man  trachte  die  Grössen  h  und  H  beim  Signal  und  Theodolit  möglichst 
gleich  zu  nehmen. 


Frage  168.   Wie  werden  auf  Grund 
der  in  der  vorstehenden  Frage  gemach-        a  ^     ^     rr    «  i  ^        i,*    .  v        ^ 
ten   Messungen,    die   Koordinaten   ^^^  ^,  ^^^^f'^  ^ 

*j        ju-^ööiAug^it,    «x^    o^vv/xvtxuowtcii    v*i5ö  Yigfa  222  leicht,  dass  man  hat: 
Signalpunktes  berechnet?  ®  ^  aw* 

wenn  B'ff'X.  ^B"    senkrecht   gezeichnet 
wird  nnd  X  die  Nordrichtnng  bezeichnet. 
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Ferner  ist  (vergL  ErkL  93) : 
x^  —  x^=i  l  sinz  cos  w 

y^  —  y^z=.  l  sin«  sinto 
z^  —  Zj^=^  l  cos« 
Es    handelt   sich   also  nnnmehr  um  die 

Erkl.98.  Im  rechtwinkligen  Dreieck  ^B'B"  Bestimmung  von  z  und  w. 
hat  man:  Für  z  hat  man  offenhar: 

AB"  =  AB'cosw  1 

B'B"  =  AB'6iiiw  *  =  Y^^*'"*"^*»^ 

Ferner  ist  im  rechtwinkligen  Dreieck  ABB\        u^  ^  ^u  erhalten,  verschaffe  man  sich 

wenn  AB  =  l  gesetzt  wird:  ^^^  Bemerkung  zur  Frage  105  des  L  Teües 

^B'  =  /co8(90  — ^)  =  ;8m«  für    die  Zeiten   der  Ablesungen   Am^   und 

BB'  =z  ;8in(90  — «)  =  /cos«  Am^  die  Deklinationen  der  Magnetnadel  6^ 

also  wird :  und  Ö^,  so  wird  die  Ablesung  der  Nord-Süd- 

AB"  =:  ifiiaz  cos w  Richtung : 
B*B"  =  /  sin«  siuM'  Am^  ^t  'i 

BB*  =  Icosz  Am^±^^ 

also  die  Azimute  von  ß: 

demnach  wird: 
w  =  yM»!  +  ^«,)  —  y  {Äm^  -\-  Am;)  qi  ~(dj  +  <r,) 
wodurch  wir  alle  Grössen  zur  Bestimmung  von: 

erhalten,  sobald: 

bekannt  sind. 

Diese  letzteren  haben  wir  aber  in  der 
Frage  166  für  den  Anhaltspunkt  bestimmt, 
so  dass  wir  von  Punkt  zu  Punkt  fortschreitend 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
bestimmen  können. 

Damit  ist  das  Hauptproblem  der  Grubeu- 
vermessung  absolviert. 


4.  Aufgaben. 


Aufgabe  50.  Ein  Punkt  in  der 
Grube  ist  gegeben,  man  soll  über  Tage 
einen  Punkt  finden,  welcher  vertikal 
über  dem  gegebenen  liegt     (Es  soll       ^^5  g^j,^^ 

die  Oertung  eines  Punktes  an  den       **«*"«»«^k 
Tag  gebracht  werden.) 


X  =  a,    y=:6,    z  =  c 

die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes,  so 
sind  oifenbar: 

x'  =  a,    y'  =  5,     ar'  =  0 

die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes  über 
Tage. 

Man  stellt  sich  also  mit  dem  Theodolit 
über  den  Ursprung  des  Koordinatensystems 
auf  I  bestimmt  sich  mit  Hilfe  des  bekannten 
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Azimuts  eines  Signals  die  Nord-Süd- Riditong, 
lässt  in  dieser  ein  Signal  einvisieren  und 
misst  in  ihr  die  Länge  a  ab.  Sodann  be- 
gibt man  sich  mit  dem  Instrument  auf  den 
so  bestimmten  Punkt,  lässt  die  Richtnng  von 
90^  gegen  den  früheren  Standpunkt  ein- 
visieren und  trägt  auf  diese  die  Länge  h  auf. 
Der  so  erhaltene  Punkt  ist  die  Oertung 
des  gegebenen  Punktes. 


Aufgabe  51.  Die  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  soll  ihrer  Länge  und 
La,ge  nadi  bestinunt  werden  (zwei 
Punkte  sollen  durchschlägig  ge.       ^^g  g,i,^^ 

macht  werden).  äuaiu«««»- 

die  gegebenen  Punkte,  so  liefern  die  Glei- 
w-t-i   Aj     w    •  *  chungen    der   Frage    168    zunächst    durch 

Erkl.  94.    Es  ist :  Quadrieren  (vergl.  Erkl.  94)  für  die  Länge 

ip^B — ^jf  +  (y^  —  y^^*  +  (^B  —  ^A>^  ihrer  Verbindungslinie  den  Ausdruck : 

=  P  8in8«r(coB««)  H-  sin««.)  +  n  cos^ar  ^  .^  V(a-^  -a?^)«  +  (y^  -  Vj^f  +  {z^  -  z^^ 
=  T^  sin*«  + 1^  cosä^r  _         .  ^ 

»/•Ol       o  \      f«  sodann  ist: 

=  Z«  (sin^^r  -|-  cos^ät)  =  /2  ^ 

also : "  cos«  = 


und 


sintr  = 


—  yB~~yA 


Zsin« 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist 


K-M^ 


XI.   Die  Lehre  von  der  Ausfertigung  der  Pläne. 

(Situationszeichnen.) 
1.  Darstellung  des  Terrains. 

Frage  169.   Wie  wird  eine  Terrain- 
Erhebung  zeichnerisch  dargestellt?  Antwort  Um  eine  Erhebung  des  Terrains 

zeichnerisch  darzustellen,  bedient  man  sich 
entweder  der  Schichtenlinien  oder  der 
Schraffierung. 


Frage  170.  Wie  werden  die  Schichten- 
linien gezeichnet?  Antwort.   Um  eine  Bodenerhebung  durch 

Schichtenlinien  darzustellen,  bildet  man  ge- 
nügend  viele  Vertikalschnitte   derselben  in 
folgender  Weise  ab.    Man  zieht  sich  zn- 
Bemerkung.  Wie.  aus  vorhandenen  Schnitt-  ^^js^fC^^i  den  Horizont  mm  (vergl.  Fig.  223) 
linien   umgekehrt    Vertikalschnitte   hergesteUt  etwa   in   0,    10,  20  •«•  m    Höhe,    sodann 
werden,  braucht  wohl  nicht  speziell  auseinander-  wird   der  Vertikalschnitt  durch  in  gleichen 
gesetzt  zu  werden.  Abständen  zum  Horizont  gezogene  ParaUelen 
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Figur  223. 


zerschnitten,  wodorch  man  die  Ponkte  1,  2, 
3  •    •  erhält 

Werden  durch  diese  Senkrechte  11", 
22''  •  •  •  gegen  den  Horizont  gezogen,  so  er- 
hält man  eine  Reihe  von  Tangenten  an  jene 
Schichtenlinien,  welche  den  R^ofihchnitten 
entsprechen.  Dem  Profil  selbst  entspricht 
in  der  horizontalen  Darstellnng  die  Gerade 
m*m\  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  oben- 
erwähnten Tangenten  1',  2',  3'  sind  Punkte 
(und  zwar  Berfihrungspunkte  der  jeweiligen 
Tangenten)  der  Schiditenkurven. 

Indem  man  die  Konstruktion  fax  mehrere 
Vertikalschnitte  ausführt,  gelangt  man  zu 
einem  mehr  und  mehr  entsprechendem  BUde 
der  Schichtenlinien. 


Frage  171.    Wie  wird  eine  Boden- 
erhebung durch  Schri^fierang  dargestellt? 


Bemerkung.  Das  müitärgeograpUsche  In- 
stitut in  Wien  benutzt  nachstehende  Darstellungs- 
arten: 


Es  verhält  sich  bei 

Schwarz  zu  weiss 

einer  Neigung 

von 

wie 

60 

1:9 

100 

2:8 

150 

3:7 

200 

4:6 

260 

5:  6 

300 

_ 

6:4 

360 

7:3 

400 

8:2 

460 

9:1 

Antwort  Um  eine  Bodenerhebung  durch 
Schraffierung  darzusteUen  (Lehmannsche 
Manier),  wird  der  Baum  zwischen  zwei 
Schichtenlinien  mit  Strichen  ausgefüllt,  die 
senkrecht  auf  die  Schichtenlinien  und  um  so 
stärker  und  zusammengedrängter  gezeichnet 
werden,  je  grösser  die  Neigung  der  Berg- 
fläche gegen  den  Horizont  ist 

In  dieser  Manier  ist  die  Figur  224  ge- 
zeichnet. 

Die  Schraffierung  setzt  also  die  Kenntnis 
der  Schichtenlinien  voraus. 

Im  allgemeinen  gilt  fär  das  Verhältnis 
von  schwarz  zu  weiss  die  Gleichung: 

f^ :  460  —  ^ 

wenn  nur  Flächen  bis  46^  Neigung  dar- 
gestellt werden.  Wollte  man  Flächen  bis 
90^  Neigung  darstellen,  so  hätte  man; 

yo :  öQo  —  yo 

In  diesem  Falle  wäre  also  für  eine  Nei- 
gung von  30^  also  <p  =  30^: 

<y,0;9oo—yO=:  300:600=:  1:8 

also  mfisste  das  Verhältnis  von  schwarz  zu 
v^eiss  1 : 2  sein.  In  der  Regel  pflegt  man 
aber  Neigungen,  die  grösser  als  45®  sbid, 
ganz  schwarz  zu  zeichnen,  weil  sonst  die 
Unterschiede  in  der  Zeichnung  schwer  er- 
kennbar sind. 

Statt  der  Schraffierung  pflegt  man  auch 
verschieden  abgestufte  braune  Farben  zu 
verwenden,  was  indessen  nur  dort  zu  em- 
pfehlen ist,  wo  grosse  Flächen  darzustellen 
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sind,  wo  also  die  Schral^enmg  nEschOa  taa- 
falleo  und  die  Schichtenlinien  nicht  anschan- 
lieh  genug  herrortreten  wflrden. 


! 
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2.  Darstellung  Ton  Boden  und  Knltur. 

Frage  172.     Wie  werden  die  Ge-        .   .      .    cn     n    «  u        .,    ™k 

wachse  in  den  Plänen  dargestellt?  .ff^Tf,^  ^^^?  Gewächse  in  den  Plänen 

^  zur  Darstellung  gelangen,  so  gilt  als  Onind- 

satz,  dieselben  so  abzubilden,  dass  sie  sofort 

Bemerkung.  Die  Figuren  225,  226  und  227  erkannt    werden   können.    Weitere  Anmer- 

bedürfen  wohl  keiner  Erklärung.    Sie  gelten  ^^^«^^    können    durch    Anfangsbuchstaben 

sämüich  für  kolorierte  und  unkolorierte   ®'^^^«^^'*  *•  ^'  <^*'«^-  ^^«Tur  227): 


Pläne. 


Figur  225. 


K  H.  (Hoch-Holz)  schlagbar, 
M.  H.  Mittel- Holz, 
Sl  H.  SUngen-Holz, 
J.  //.  Junges  Holz,  d.  s.  w. 


J^iehe  Mache        Ulme  Homhtuim  ßirke         Erle        Linde     Tappet  gem.Ahcrn 


I  i  %  t 


epilx.Akem  Jd^Ahern  UlsbeerhaumJflaaieefSaum  Aspe  Vo^heerhaum  MaslardYegtlh,S^in^.  JMu 

4  4  4t 


^x< 


Affd       Weidt    SMiotide      Hasel  FiAU        Tann»      Kiefer  LerAtnhaumHMhdir 


i  i  i 


^.  t  t 


Figur  226. 


Nadelholz    Lnuhkolz     ffestruppe       Obst 


4 


Figur  227. 


Nadelholz 


Laubholx 
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Frage  173.   Wie  werden  die  Boden- 
arten in  den  Plänen  dargestellt? 


Antwort.  Um  Bodenarten  in  den  Plänen 
darzustellen  bedient  man  sich  entweder  ge- 
eigneter Zeichnungen  (vergl.  Fig.  228)  oder 
man  deutet  die  Bodenverschiedenheit  durch 
Farben  an. 


Figur  228. 


Alpe.  Weide 


.•lll«  — 


.tUltf.  *•«•» 


«•1||. 


•••Ml.« 


.irt>i>  . 


.«1laa-> 


.•«l.. 


•>|1I<. 


mIMo 


.•lltn». 


..«11...  „„, 


Trockene  W^iese 


**      **■     M*      *«P      •*»      ^m     •■<        M«      «M      (4«      Mt     •••      M»       «f|        «»f 
•-.      »••      «.       «•■      .-■      ..,     •«•      •••      k.f       Mf     .»»    «f      ••      •««       t1 

-•  •»»    ••,    M«    ••■    ■«   ,,«    lar   !*(•  pff,    ^,    ,„    ^,    ^,     ,a|    ^ 

•      •»■        •»*      •'•       ■••      •••     *>«      •••     M«       •>«      <•*     M«       *•* 
-^^    **      ••'       ••»       »••      ••*       •••      ■■.        M«      %«•        »«       «•' 


••• 


u«      •••      •«      wa      •••     aif     \\%     MV      l«V    '■•«        ■*> 

•««       •«*      «••      -^    «■<    ••■      ■•'       "**      ■•«     *** 


MI        «*        .t 
IM       <••         !••         •• 

(•■        ^*         Mt          •♦• 
»        •■•        »M         **«       ••«       ••' 
•'•  «••         •■•        •••         *     »^        »"•'^»       •••      »»«^tt       M«      ^» 

k«i       ••<      «tr       ••»        •■»      !<#      ••<      •■■^Vi^%*^i     ya,      «a«    i#« 
■  «         ■■•        ■«■        «•«        **«       •*•      «Bf      «••      I  •*     i^^i^«      «g,,  «0«     •■  • 

•<  ■       ••'       •••      ■••      «•  •     •■■      •*«     *■  ■    ■**     ^   *'*    **'    **•    * 
!•*        ■'»       M«       »■•       •»•       •»*      •'•       •••     *•'    \«      *^    »••     ••■ 

,••     «•     •-••     •••       *•     ••*     *••     •••    •*' 

«■•  .-t      »••       *•'        •'•       ••'       *••      •**■•'      ^     ••f      M» 

<><        «•«   *  %•#      Mi       ■*'       •!•      ^»     ■•«      ««•       ••#     Vff      ■■"     «M 


Nasse   Wiese 


—  »••   <••   «•> 

M«      ••■       ««ff         fl«t 

»*■    N«    •««    «■; 


.<»        |M        Mi      ^a       .••'^•'       •'•        ««■       »*«TS!] 


Sumpf 


Morast 


Moos 


Möor 


Torf 


Km  ,aMri. 


"■i_*J«- 


■«■■.     .««•»- 


«.;."...  -*-  TV-*- 


•-■    ••••     ^         .11,.             •"       «••.      •<-   *•"•"•    .M...  "* 

*"••     ■                    '                ••••        -•            *••••        '....  •*"- 

,«Mi.         .-•          ...                                 «•.           ..       ^>.         •    '  ..■ 

V"    .-        ...■ «»••-       "^        -"—  ai 

*..-         ,1.*..  ......Am-     .*•■              •■••••  ...•• 


k  ..-•*-  '"^r. 


1 — r 
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Die  Felder  bleiben  sowohl  bei  farbigen  als 
auch  gefärbten  Plänen  weiss,  für  die  übrigen 
Bodenarten  gelten  nachstehende  Farben: 

1)  Wiesen  hellgrün  (Grünspan  mit  Gummigatt). 

2)  Heiden  und  Gedungen  blassgelb  (Gnnunigutt). 

3)  Wege  lichtbraun  (Sepia  mit  Terra  dl  Siena),  die  Begrenzungen  der  Wege  werden 

mit  Sepia  allein  ausgezogen. 

4)  Felsen  braun  (Sepia,  in  mehreren  Abstufungen  aufzutragen). 

5)  Gärten  saftgrün  (Grünspan  mit  etwas  Berliner  Blau). 

6)  Weingärten  blaurot  (Karmin,  sehr  schwach  gehalten  mit  etwas  Terra  di  Siena) 

7)  Hopfengärten  schwach  rotbraun  (Terra  di  Siena,  schwach  gehalten). 

8)  Wasser  blau  (Berliner  Blau). 

9)  Brücken  a)  von  Holz  rötlichbraun  (Terra  di  Siena  mit  Gummigutt), 

b)  von  Stein  rotgelb  (Karmin,  mittelstark), 

c)  von  Eisen  grünblau  (Gkunmigutt  mit  sehr  viel  Berliner  Blau). 
10)  Gebäude  a)  von  Holz  gelb  (Gummigutt,  nicht  zu  schwach), 

b)  von  Stein  rot  (Karmin,  mittelstark). 

Frage  174.  Wie  werden  sonstige 
Gegenstände  (z.  B.  Monnmente,  Kreuze, 
Wegweiser,  Marksteine  etc.)  gezeichnet?       Antwort.     Die   sonstigen  Gegenstände, 

Tt^^^^\r^^^     n;^   ^Hv^^r.  D^cfS«,««««^«  die  man  in  die  Pläne  einzeichnen  will,  wer- 

Bemerkong.    ^^e   näheren  Bestimmungen  ^^^  ^^  gezeichnet,  dass  sie  sofort  als  solche 

Undet  man  in  dem  amtlichen  Werke:  erkennbar  werden,  und  dass  das  BUd  der 

Bestimmungen  über  die  Anwendung  ^atur  möglichst  entspricht, 
gleiehmässiger  Signaturen  für  topo- 
graphische und  geometrische  Pläne 
und  Risse.    Berlin,  1888. 
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—  derLän^enmessungen  1.229.  ' 

—  der  Wimcelmessungen  1.230. 
Ausgleichsrechnung  I.  198. 

—  Anwendung  derselben  auf  i 
trigonometrisch  -  polygono- 
metrische  Probleme  IL  69. 

Ausschlag  einer  Libelle  I.  40. 
Azimut  IL  36. 


Bake  I.  54. 
Barometer  IL  121. 
Barometrische    Höhenmessnng 
IL  118. 

—  Stufe  IL  123. 
Basisau&ahme  I.  123. 
Bedingte  Beobachtungen  1. 218. 
Beobachtungsfehler  f.  196. 
Bergmännische  Ausdrücke  IL 

175. 

Bestimmungsstücke    in    Poly- 
gonen IL  33. 

Bild  I.  44. 

Bleilot  L  55. 

Bogenmass  I.  21. 

Bonität  L  161. 

Breite  IL  175. 

Brennpunkt  I.  44. 

Brennweite  I.  44. 

Brouillon  siehe  Handriss. 

Brücken  II.  201. 

Bussole  I.  84. 

C. 

Campanisches  Okular.  I.  51. 
Centrierung  I,  78.  ' 

—  des  Messtisches  I.  95. 

—  des  Theodolits  I.  77. 
Chorographie  I.  ). 
Chromatische  Abweichung  1.48. 

Dendrometer  IL  118. 
Deklination,  magnetische  I.  87. 
Detailvermessung  s.  Aufnahme. 
Diopter  I.  99. 
Distanzlatten  IL  134. 
Distanzmesser  IL  134. 
Distanzmessung  IL  131. 
Dosen-Aneroid  IL  127. 
Dosen-Libelle  I.  39. 
Durchschlagen    des  Femrohrs 

I.  74. 
Durchschnittliche  Fehler  L  239. 
Dynameter  I.  52. 


Ebensohle  IL  175. 

Einschneiden  =  vorwärts  ab- 
schneiden L  118. 

Einspielen  der  Libelle  =  die 
Blase  steht  in  der  Mitte 
I.  39. 

EmpfindlichkeitderLibelleL40. 

Excentricitätsfehler  I.  72. 

Fadenkreuz  I.  74. 

Fallebene  etc.  IL  176. 

Farbenabweichung  I.  48. 

Farbig  Pläne  IL  201. 

Federbarometer  siehe  Aneroid. 

Fehlerrechnung  I.  198. 

Fehlerzeigende  Figuren  L  sro. 

Fehlertheorie  der  Polygone  II. 
31.  67. 

Feldmessung  I.  1. 

Feldort  siehe  Oertung. 

Felsen  IL  201. 

Fernrohr  I.  49. 

Flacher  Gang  IL  177. 

Flächenbestimmung  I.  127. 

Flächeninhalt  IL  16. 

Flächenmasse  I.  17. 

Flächenteilung  I.  144. 

Fiötze  IL  176. 

Flussmessungen  siehe  Wasser- 
messungen. 

G. 

Gänge  IL  176. 
Gärten  IL  901. 
Gebäude  IL  201. 
Genauigkeit    der    Winkelmes- 

sun^n  I.  83. 
Geodäsie  I.  1. 
GeschwindigkeitsmesBung    L 

170. 
Gewicht  einer  Beobachtung  I* 

216. 
Gradbogen  IL  178. 
Grenzregulierung  I.  162. 
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Grabenan&ahme  IL  193. 
Grabenmessungen  IL  175. 
Grubensignal  IL  183. 
Grubentheodolit  IL  184. 
GmbenzQg  IL  192. 
Gyms  =  ein  Winkelsatz  nach 

Frage  99,  Seite  79  d.  L  Teiles 

gemessen. 

M. 

Häugekompass  IL  179. 

Hängering  IL  181. 

Hängewage  siehe  Gradbogen 
II.  178. 

Handriss  I.  116. 

Hangendseite  IL  191. 

Hansensche  Aufgabe  IL  54. 

Heiden  IL  201. 

Heliotrop  IL  167. 

HOhenmessnng  IL  103. 

Hopfengärten  IL  201. 

Horizont,  ktlnstlicher  I.  77. 

Horizontalknrven  s.  Schichten- 
linien. 

Horizontiernng  des  Messtisches 
L  93. 

—  des  Theodolits  L  78. 

Hydrometrie  IL  172. 

Hydrometrisches  Flügelrad  IL 
172. 

Hypsometrie  IL  103.    • 

Hnygens  Oknlar  I.  51. 

K. 

Kanalwage  I.  38.   (FJgnr  33.) 
Kartiemngsinstmment  IL  166. 
Kartographie  I.  2. 
Kartometer  IL  164. 
Katastralsy  Sterne  IL  60. 
Keil  I.  33. 
Kette  I.  56. 
Kettennägel  L  56. 
Kippregel  I.  93. 
Koilektivllnse  I.  51. 
Kollimation  I.  74. 
Kompassring  IL  181. 
Konstante  Fehler  I.  198. 
Koordinaten  IL  8. 
KoordinatenanfhahmeIL35. 64. 
Korrelaten  I.  219. 
Kreisbogenabstecknng  I.   179. 
Krenzriss  siehe  Qnerriss  1. 176. 
Kreuzseheibe  I.  99. 
Knrvenabsteeknng  I.  181. 

Ii. 

Lachter  II.  177. 
Länge  IL  175. 
Längenfehler  II.  74. 
Längenmasse  I.  17. 
Längenmessnng  I.  4. 
Längenprofil  II.  98. 
Lager  II.  176. 
Lagerstätte  II.  176. 


LandmessuDg  I.  1. 
Laatregeln  I.  17. 
Lehmannsche  Manier  II.  198. 
LibeUe  I.  38.   II.  85. 
Liegendseite  II.  191. 
Limbns  I.  61. 
Linsen  I.  42. 

Lotgabel  I.  95.  (Frage  112.) 
Lnpe  I.  41. 

M. 

Magnetische  Deklination  L  87. 
Markiemägel  I.  56. 
Markscheidekonst  IL  175. 
Masse  I.  15. 
Masseneinheit  I.  15. 
Massstäbe  I.  18. 
Meereshöhe  IL  103. 
Mensel  L  90. 
Messbänder  I.  56. 
Messfahnen  I.  54. 
Messkeil  I.  33. 
Messketten  I.  56. 
Messlatten  I.  58. 
Messscbnüre  IL  177. 
Messschraube  I.  34. 
Messtisch  I.  90. 
Messung  I.  3. 

—  direkte  I.  3. 

—  indirekte  I.  3. 
Metallbarometer  siehe  Aneroid. 
Meter  L  116. 

Methode  der  kleinsten  Quadrate 
L  19^. 

Mikrometer  siehe  Schrauben- 
mikroskop. 

Mikrometerschraube  I.  35. 

Mikroskop  I.  36. 

Mittelbare  Messung  I.  3. 

Mittelpunkt,  optischer  II.  89. 

Mittlerer  Fehler  L  213. 

N. 

Nest  IL  176. 

Netz,   trigonometrisches  siehe 

Katastralsystem. 
Nieren  IL  176. 
Niveau  siehe  Libelle. 
Niveaufläche  IL  103. 
Nivellement  II.  79. 
Nivellementaufnahme  IL  98. 
Nivellierinstrumente  II.  86. 
Nivellierlatten  II.  82. 
Nonius  I.  26. 
Normalgleichung  I.  221. 
Normalhöhepunkt  IL  103. 
Normalnull  II.  99. 

O. 

Objekt  I.  44. 

Objektiv  I.  49. 

Observierte  Streichen  II.  190. 

Oertung  IL  196. 

Okular  L  49. 


Optische  Achse  IL  87.  (Ziel- 
achse.) 

Optischer  Mittelpunkt  II.  87. 

Ordinate  IL  9. 

Orientierung  des  Messtisches  I. 
95. 

Orientierungsbussole  I.  104. 

Orientierungsinstrumentll.  187. 

Orientierungslinie  I.  97. 

P. 

Pantograph  II.  160. 

Pendelhöhenwinkelmesser  IL 
116. 

Pendelwage  I.  59.  (Frage  77.) 

Perspektivlineal  s.  Kippregel. 

Pfähle  I.  54.  (Frage  66.) 

Photogrammetrie  II.  151. 

—  Apparate  der  IL  158. 

Phototheodolit  II.  158. 

Pitotsche  Röhre  IL  171. 

Planimeter  I.  135. 

Polygon  IL  l. 

Polygonometrie  II.  1. 

Pothenotsche  Aufgabe  II.  49. 

Präzisionsnivellement  II.  81. 

Prisma  I.  107. 

Prismenkreuz  L  104. 

Profil  II.  98. 

Projektionen  IL  8. 

Punktbezeichnung  I.  55. 

Punkt  der  mittleren  Entfer- 
nungen II.  17. 

Putzen  II.  176. 

Quecksilberbarometer  II.  124. 
Querprofil  IL  100. 
Querrissebene  II.  176. 


Ramsdens  Okular  I.  51. 
Randmarken  I.  97. 
Rechtsinnisch  II.  191. 
Reduktion  des  Streichens  IL  191. 
Refraktion  IL  104. 
Regelmässige  Fehler  I.  198. 
Reiterlibelle  I.  75. 
Repetitionsmessung  I.  80. 
Reversionslibelle  IL  90. 
Richtungsmessung  I.  79. 
Rheometer  IL  171. 
Röhrenaneroid  IL  127. 
Röhrenlibelle  I.  39. 
Rückwärts  abschneiden  I.  118. 

S. 

Sammellinse  =  konvexe  Linse 

L  41. 
Satzbeobachtung  I.  79. 
Schätzmikroskop  I.  39. 
Scharungslinie  II.  191. 
Schauritze  eines  Diopters  1. 99. 
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Scheitelpunkt  der  Linse  I.  42.  ' 

Schichtenlinien  IL  102.  197. 

Schluss  L  124. 

Schraffierung  IL  197. 

Schranhen  I.  84. 

Schreibregeln  I.  17. 

Schwebender  Gang  IL  177. 

Schwimmkngel  II,  170. 

Seigerebene  IL  176. 

Seigerhöhe  (tenfe)  IL  175. 

Seitenanfhahme  I.  115. 

Seitengleichnng  IL  84. 

Seitwärts  abschneiden  I.  118. 

Senkel  I.  55. 

Signal  IL  66. 

Sinnstangentenmethode    der 
Winkel verzeichnnog  I.  112. 

Situationsplan  IL  200. 

Situationszeichnung  I.  1. 

Söhlige  Ebene  IL  176. 

Sondierkette  IL  174. 

Sondierstange  IL  174. 

Spiegelkreuz  I.  103. 

Spiegelprisma  s.  Prismenkreuz. 

Staffelmessung  I.  60. 

Standkorrektion  IL  129. 

Storchschnabel  s.  Pantograph. 

Strassen  IL  201. 

Streckenmessung  I.  5. 

Streichung  IL  175. 

Streichungslinie  IL  176. 

Strommessung   siehe  Wasser- 
messung. 

T. 

Tachymetrie  IL  140. 
Tag  =  Erdoberfläche  IL  193. 
Tagmessung  =  Messung  über 
dem  Erdboden  IL  188. 


Tagzug  IL  193. 
Tangente  s.  Kurvenabsteckung. 
Temperaturkorrektion  IL  129. 
Temperaturskalen  I.  20. 
Terraindarstellung  IL  197. 
Teufe  =  Tiefe. 
Teilung  L  144. 
Teilunp:8korrektion  IL  129. 
Thermische  Höhenmessung  IL 

130. 
Theodolit  I.  61. 

—  Fehler  desselben  I.  71. 

—  Gebrauch  I.  77. 
Tonnlägig  II.  175. 
Tonnlagegang  IL  177. 
Transporteur  L  118. 
Transyersalmassstab  I.  23. 
Triangulation  =  Koordinaten- 

auteahme,  bei  welcher  das 
Netz  aus  Dreiecken  besteht 
Trigonometrische     Höhenmes- 
sung IL  104. 

U. 

Uebergangskurve  I.  192. 
Ueberhöhung  L  198. 
Umfangaufnahme  I.  122. 
Universalinstrument  IL  133. 
Universaldiopter  IL  114. 
Unvermeidliche  Fehler  I.  197. 

V. 

Vergrösserung  L  45,  47,  52. 
Verjüngtes  Bild  I.  22. 
Verlorener  Punkt  11.  194. 
Vemier  siehe  Nonius. 
Vertikalmessungen  11,  108. 
Verziehbock  IL  177. 
Verziehschnur  IL  177. 


Verziehschrauben  IL  177. 
Vieleck  siehe  Polygon. 
Visur  IL  87. 
Vorwärts  abschneiden  I.  118. 

W. 

Wahrscheinlicher  Fehler  I.  213. 
Wassergeschwindigkeit  IL  170. 
Wassermenge  IL  174. 
Wassermessungen  IL  169. 
Wege  IL  201. 
Werner  siehe  Nonius. 
Wert,  mittlerer  I.  215. 
Widersinnisch  IL  191. 
Wiesen  IL  201. 
Winkelabsteckung,    Genauig- 
keit L  108. 
Winkelauftragung  I.  109. 
Winkelaufhahme  I.  117. 
Winkelfehfer  IL  73. 
Winkelfemrohr  L  100. 
Winkelgleichnng  IL  34. 
Winkelprisma  I.  107. 
Winkelspiegel  I.  102. 


Zenithdistanz  IL  107. 
Zentralaufiiahne  I.  123. 
Zentrierungsfehler  bei  Linsen 

I.  49. 
—  beim  Theodolit  I.  72. 
Zerstreuungslinse  =  konkave 

Linse  I.  41. 
Zielachse  ET.  87. 
Zielscheibe  ü.  84. 
Zufällige  Fehler  L  197. 
Zulegen  =  Auftragen. 
Zulegeieug  IL  181. 
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in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausfflhrliche  Inhalts- 
TerKelchnis  der  ,,yoll8taiLdig  gelösten  Anfgabensammlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlung  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  Tortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druek  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


